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УДК 539.3 
 
В. К. Опанасович, М. С. Слободян  
 
ДВОВІСНИЙ ЗГИН ІЗОТРОПНОЇ ПЛАСТИНИ З 
НАСКРІЗНОЮ ПРЯМОЛІНІЙНОЮ ТРІЩИНОЮ З УРАХУВАННЯМ 
ШИРИНИ ОБЛАСТІ КОНТАКТУ ЇЇ БЕРЕГІВ І ЗА НАЯВНОСТІ 
ПЛАСТИЧНИХ ЗОН БІЛЯ ЇЇ ВЕРШИН  
 

Сформульовано і розв’язано задачу про двовісний згин розподіленими згиналь-
ними моментами на нескінченності ізотропної пластини з прямолінійною 
наскрізною тріщиною, береги якої контактують по області сталої ширини, 
а біля її вершин формуються пластичні зони. З використанням умов плас-
тичності Треска у вигляді поверхневого шару та пластичного шарніра ви-
значено довжину пластичної зони та розкриття берегів тріщини. Проведено 
числовий аналіз задачі. 

 
 Вступ. Пластинчасті елементи конструкцій широко використовуються 
у різних галузях техніки і промисловості, в яких під час експлуатації чи в 
процесі виготовлення можуть виникнути тріщини, що є сильними концент-
раторами напружень. Дослідженням згину пластин з тріщинами без ураху-
вання контакту їх берегів займалось багато авторів, що відображено у мо-
нографіях [1, 7, 14, 15]. В останні роки появились публікації, у яких врахо-
вується контакт берегів тріщин як по лінії [2–4, 13, 16–19, 21–24, 26], так 
по області сталої ширини [9–12, 20, 25]. 
 У цій роботі з використанням апарату теорії функцій комплексної 
змінної і комплексних потенціалів досліджено задачу двовісного згину ізо-
тропної пластини розподіленими моментами на нескінченності з наскрізною 
прямолінійною тріщиною, береги якої приходять у гладкий контакт по 
області сталої ширини поблизу однієї з основ пластини, а біля вершин трі-
щини формуються пластичні зони, де виконуються умови пластичності 
Треска у вигляді поверхневого шару чи пластичного шарніра [5, 6]. Отри-
мано аналітичний розв’язок задачі. Визначено довжину пластичної зони та 
розкриття берегів тріщини біля її вершин. 
 Формулювання задачі. Нехай ізотропна пластина товщини 2h  з пря-
молінійною наскрізною тріщиною завдовжки 2l  знаходиться в умовах дво-
вісного згину розподіленими моментами на нескінченості, вектори яких па-
ралельні і перпендикулярні до берегів тріщини. У серединній площині плас-
тини виберемо декартову систему координат з початком у центрі тріщини, 
спрямувавши вісь Ox  уздовж неї, а вісь Oz%  – перпендикулярно до сере-
динної площини. Під дією зовнішнього навантаження береги тріщини при-
ходять у гладкий контакт по області сталої ширини 1h  поблизу верхньої 
основи пластини, а біля вершин тріщини формуються пластичні зони дов-
жини b . Довжина тріщини з пластичними зонами 2d . Лінію розміщення 
тріщини позначимо через L , а пластичні зони – через 1L  (див. рис. 1). 

 

 
 

 а) б) 
Рис. 1. Схема навантаження пластини та розміщення тріщини.  
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За рахунок контакту берегів тріщини розв’язок задачі розбиваємо на 
розв’язання двох задач: плоскої задачі теорії пружності та задачі згину з 
використанням класичної теорії, за таких крайових умов: 

 0 0 1,      ,      yy yM M x L± ±σ = σ = ∈ , (1) 

 ,    ,    0,    
2yy y y
N M hN v h w x L
h

± ±σ = − = β + α ∂ = ∈[ ] [ ] , (2) 

 10,     0,     xy yP x L L± ±σ = = ∈ + , (3) 

де yyσ , xyσ  та v  – компоненти тензора напружень і проекція вектора пе-

реміщення точки на вісь Oy  у плоскій задачі; w  – прогин пластини; 0σ  і 

0M  – шукані величини, відповідно нормальне напруження і згинальний мо-

мент у пластичній зоні; N  – контактне зусилля ( 0)N > ; yM  і yP  – зги-

нальний момент і перерізувальна сила у сенсі Кірхгофа; f f f+ −= −[ ] , ін-

дексами « + » і « − » позначено граничні значення відповідної величини при 
0y → ± ; константи α  і β  мають вигляд [9] 

 2 10.5 1 (1 ) ,      1 ,      
3

h
h

γ
α = + − γ β = − γ ={ } . (4) 

 Побудова розв’язку задачі. Введемо комплексні потенціали плоскої 
задачі ( )zΦ  і ( )zΩ  та класичної теорії згину пластин B ( )zΦ  і B ( )zΩ , при 
цьому скористаємося залежностями [8, 14] 

 ( ) ( ) ( ) ( )yy xyi z z z z z′σ − σ = Φ + Ω + − Φ , (5) 

 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x u iv z z z z z′µ∂ + = Φ − Ω − − Φæ , (6) 

 B B B( ) ( ) ( ) ( )xg z z z z z′∂ = Φ − Ω + − Φ , (7) 

 B B B( ) ( ) ( ) ( )f z z z z z′= Φ + Ω − − Φ%æ , (8) 

де 0.5 (1 )Eµ = + ν/  – модуль зсуву, E  – модуль Юнга, ν  – коефіцієнт Пу-
ассона матеріалу пластини, 

 2 3 3,     1,     ,     
1 1

z x iy i − ν + ν= + = − = =
+ ν − ν

%æ æ , 

 
0

1,      ( ) ( )
x

x y yg w i w f x M ic i P d
m

 ′= ∂ + ∂ = + + ε ε 
 ∫ , 

 (1 ),       
f

m D fα
∂= − − ν ∂ =
∂α

. (9) 

c′  – невідома стала, 3 22 (3(1 ))D Eh= − ν/  – циліндрична жорсткість плас-
тини. 
 Введені комплексні потенціали при великих z  подамо у вигляді [8, 14] 

 
2 2
1 1( ) ,       ( )z O z O
z z

   Φ = Ω =   
   

, 

 B B2 2
1 1( ) ,       ( )z O z O
z z

   ′Φ = Γ + Ω = − Γ − Γ +   
   

% % % , (10) 

де 

 ,       
4 (1 ) 2

x y x yM M M M

D m

∞ ∞ ∞ ∞+ −
′Γ = − Γ =

+ ν
% % . 
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 Виходячи з крайових умов (1)–(3), запишемо такі рівності: 

 10,      yy xy yy xyi i x L L+ −σ − σ − σ − σ = ∈ +( ) ( ) , 

 1
0 0

( ) ( ) 0,   
x x

y y y yM ic i P d M ic i P d x L L
+ −

   ′ ′+ + ε ε − + + ε ε = ∈ +   
   ∫ ∫ . (11) 

 Якщо врахувати (5) і (8), то крайові умови (11) набудуть вигляду 

 1( ) ( ) ( ) ( ) 0,       x x x x x L L+ −Φ − Ω − Φ − Ω = ∈ +( ) ( ) , 

 B B B B 1( ) ( ) ( ) ( ) 0,    x x x x x L L+ −Φ − Ω − Φ − Ω = ∈ +% %( ) ( )æ æ . (12) 

 Врахувавши (10) і розв’язавши задачі лінійного спряження (12), одер-
жимо 

 B B( ) ( ),       ( ) ( ) ( 1)z z z z ′Ω = Φ Ω = Φ − + Γ − Γ% %% %æ æ . (13) 

 Беручи до уваги крайові умови (1) та (13), на основі (5) і (8) запишемо 

 0 1( ) ( ) ,       x x x L+ −Φ + Φ = σ ∈ , (14) 

 B B 0 1( ) ( ) ( 1) ,    ic m x x M x L+ −′ ′+ Φ + Φ − + Γ − Γ = ∈% %% %{ ( ) }æ æ . (15) 

 Введемо функцію 

 2
B( ) 2 ( ) ( ) ( 1) 2F z h z m z ic m′ ′= − β Φ − Φ + + + Γ + Γ% %% %æ æ{ ( )}/ . (16) 

Як випливає з (14) і (15), функція ( )F z  задовольняє крайову умову 

 1( ) ( ) ,       F x F x c x L+ −+ = ∈ , (17) 
де 

 2
0 02c h M= − βσ − . (18) 

 З крайових умов (2) і (3), врахувавши (5), (8), (9) та залежності (13), 
маємо 

 2 ( ) ( ) ,       N h x x x L+ −= − Φ + Φ ∈( ) , 

 B B( ) ( ) ( 1) ,    yM ic m x x x L+ −′ ′= − + Φ + Φ − + Γ − Γ ∈% %% %{ ( ) }æ æ . (19) 

 Підставляючи (19) у другу з крайових умов (2) і беручи до уваги (16), 
одержимо 

 ( ) ( ) 0,       F x F x x L+ −+ = ∈ . (20) 

 Розв’язок задачі лінійного спряження (17), (20) запишемо як 

 

1

1 0 1

1 1

( )
( )

( ) 2 ( )
L

d z d X t dtcF z
X z X z t z

++
= +

π −∫ , (21) 

де id  – невідомі сталі, 

 2 2
1( )X z z d= − . (22) 

 Врахувавши (10) і поведінку функції ( )F z  (16) при z → ∞ , на основі 
(21) запишемо 

 0 10,      2yd d ic M∞′= = −( )/ . (23) 

 З крайових умов (3), беручи до уваги (5), (8), (9), (13), одержимо 

 1( ) ( ) ( ) ( ) 0,      x x x x x L L+ −Φ − Φ + Φ − Φ = ∈ +( ) ( ) , 

 B B 1 B B 1 1( ) ( ) ( ) ( ) 0,    x x c x x c x L L+ −Φ − Φ − + Φ − Φ − = ∈ +( ) ( ) , (24) 

де 1 ( )c ic m′= %/ æ . 



131 

 Розв’язавши задачі лінійного спряження (24) і врахувавши поведінку 
функції ( )zΦ  і B ( )zΦ  на нескінченності (10), маємо 

 B B 1 1
1

1( ) ( ),     ( ) ( )
( )

z z z z c z c
X z

Φ = Φ Φ = Φ − + . (25) 

 На основі третьої з крайових умов (2), врахувавши (6), (7) і (13), одер-
жимо 

 B B B B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,    x x x x x x x L+ −δΦ + Φ + Φ − δΦ + Φ + Φ = ∈( ) ( ) , (26) 
де 

 1
(1 )h
+δ =

αµ + %
æ

æ
. 

 Використавши формули (14) і (15), запишемо 

 B B B B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,   x x x x x x A x L+ −δΦ + Φ + Φ + δΦ + Φ + Φ = ∈( ) ( ) , 

  (27) 
де 

 0 02 ( 1)A M m ′= δσ + + + Γ + Γ% %% %/ 1{ }æ
æ

. 

 Розв’язавши задачі лінійного спряження (26), (27), одержимо 

 

1

0
B B 0

0

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 ( )( )L

X z A dt
z z z dX z

i X t t z+
δΦ + Φ + Φ = +

π −∫
%

%
% , (28) 

де 

 
2 2

0 2 2
( ) zX z

z d
−=
−

% l , 2d = Γ% % . 

 Після обчислення інтеграла в (28) [8] запишемо 

 B B 0
1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2

z z z A d A X z δΦ + Φ + Φ = + − 
 

% % . (29) 

 Врахувавши (25), рівність (29) подамо так: 

 B 1 1 0
1

1 1 1( ) 2 ( ) ( )
2 ( ) 2

z z A c c z d A X z
X z

 δΦ + Φ = − + + − 
 

% % . (30) 

 На основі (16) і (21) запишемо 

 

1

2 1 1
B 1

1 1

( )
( ) ( )

( ) 2 ( )
L

d z X t dtch z m z d m
X z iX z t z

+

β Φ + Φ = + Γ − −
π −∫%% %æ æ . (31) 

 Розв’язавши систему алгебричних рівнянь (30) і (31) відносно ( )zΦ  і 

B ( )zΦ , отримуємо 

 3 4
B 3 5

1 1

( ) ( )
( ) ,       ( )

( ) ( )
f z f z

z d z d
X z X z

Φ = + Φ = + , (32) 

де 

 

1

2 2 1
1 1 2 1

( )1( ) ,    ( )
2 2

L

X t dtcf z c z d A z f z d z
i t z

+
 = + − − = − +  π −  ∫% l , 

 2
3 2 1 4 1 2( ) ( ) 2 ( ) ,       ( ) ( ) 2 ( )f z f z h f z f z m f z f z= δ − β = −

∆ ∆
%1 1( ) ( )æ , 

 2
3 2 1 5 1 22 ,       2d B h B d m B B= δ − β = −

∆ ∆
%1 1( ) ( )æ , 

 2
1 1 2 1

14 ,     ,     
2

m h B A c B d m∆ = δ − β = − = + Γ%% %æ æ . (33) 
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 Умова однозначності прогину пластини при обході тріщини з пластич-
ними зонами має вигляд 

 BRe ( ) 0t t dtΦ =∫
K

, (34) 

де K  – замкнутий контур, що охоплює тріщину з пластичними зонами. 
 Беручи до уваги вираз для функції B ( )zΦ  (32) і застосовуючи теорему 
про лишки при обчисленні інтеграла у рівності (34), після відповідних пере-
творень одержимо, що 0c′ = , а тому 

 1 10,      0.5 yc d M∞= = − . (35) 

 Коефіцієнти інтенсивності зусиль ik  і моментів iK  знайдемо за фор-
мулами [15] 

 1 2 4 2 lim ( )
x d

k ik h x x d
→

− = Φ −( ) , (36) 

 1 2 B2 2 (3 ) lim ( )
x d

K iK D x x d
→

− = − + ν Φ −( ) . 

 Оскільки напружений стан в околі вершин пластичних зон має бути 
обмеженим [7], то 

 0,      0,      1,2i ik K i= = = . (37) 

 Беручи до уваги вирази для функцій ( )zΦ  і B ( )zΦ  (32), на основі (36) і 
(37) отримаємо 

 3 4( ) 0,       ( ) 0f d f d= = . (38) 

 Враховуючи залежності (33) для функцій 3 ( )f z  і 4 ( )f z , з (38) одержимо 

 1 2( ) 0,      ( ) 0f d f d= = . (39) 

Звідси знаходимо 

 0
0

22 yMM
m m

∞

δσ + =% %æ æ
, (40) 

 
2

0 0

arc cos
2 2

yMd
h M

∞π
=

βσ +( )l
. (41) 

 Для знаходження 0σ  і 0M  скористаємося спочатку умовою пластич-

ності Треска у вигляді поверхневого шару на нижній основі пластини [6] 

 0
0 2

3

2
Y

M

h
σ + = σ , (42) 

де Yσ  – границя текучості матеріалу пластини. 

 Розв’язавши систему рівнянь (40) і (42) відносно 0σ  і 0M , маємо 

 0 0
0 0 2

3 44(1 )
,       

4 42Y Y

M
M

h

σ σ + γ− σσ = = = =
σ + γ + γσ

%%% %% % % , (43) 

де 
2

3

2

y

Y

M

h

∞

σ =
σ

% , 
4(3 )
(1 )

+ νγ =
α + ν

% . 

 Якщо скористатись умовою пластичного шарніра [5, 6] 

 
2

0 0
2

1
Y Y

M

h

σ  + = σ  σ
, (44) 



133 

тоді маємо 

 
2

0 0 0
2,     ,     1

12 12 4 3
M

γ γ γ σ = + ρ − = σ + σ ρ = − σ 
 

% % %%% % % % . (45) 

 Відносну довжину пластичної зони b b=% /l , врахувавши (41), знайдемо 
за формулою 

 
0 0

arc cos 1
2 3

b
M

πσ= −
βσ +

%%
%%( )

. (46) 

 Розкриття тріщини у її вершині знайдемо за формулою 

 B
d

v v dx
x
∂δ = +

∂∫ [ ] [ ]( ) , 

яка після перетворень набуде вигляду 

 0 032(1 )
ln ( 1)

( 12 )Y

ME b
+ α + βσδδ = = +

σ πα γ + β

% %% %
%
( )

l
. (47) 

 Числовий аналіз і висновки. Результати числового дослідження зада-
чі, виконані при 0.3ν = , наведено на рис. 2 і рис. 3. Обчислені залежності 

нормованої довжини пластичної зони b%  від величини нормованого 

згинального напруження σ%  показано на рис. 2, а розкриття тріщини δ%  – на 
рис. 3. Криві 1–3 побудовано для значень 1 0, 0.13, 0.2h hγ = =/  (коли 0γ = , 
маємо контакт берегів по лінії тріщини). Суцільні криві відповідають 
випадку використання умови пластичності Треска у вигляді поверхневого 
шару, а штрихові – з використанням умови пластичного шарніра. 
 З аналізу графіків на рис. 2 можемо зробити висновок, що зі зростан-

ням згинального напруження σ%  довжина b%  пластичної зони біля вершини 
тріщини зростає. Для умови пластичності у вигляді поверхневого шару при 

1σ =%  і для умови пластичності у вигляді пластичного шарніра при 1.5σ =%  
вона є нескінченною. Крім цього, врахування ширини γ  контакту берегів 

тріщини приводить до збільшення величини b%  порівняно з випадком, коли 
контакт берегів тріщини відбувається по лінії. 

   
 Рис. 2 Рис. 3 

 На рис. 3 бачимо, що врахування ширини області контакту берегів трі-
щини приводить до збільшення розкриття її берегів порівняно з випадком, 
коли контакт берегів тріщини відбувається по її лінії. 
 Довжина пластичної зони біля вершини тріщини та розкриття берегів 
тріщини на нижній основі пластини, визначені з використанням умови 
пластичності у вигляді поверхневого шару, є більшими, ніж у випадку 
використання умови пластичності у вигляді пластичного шарніра, при 
однакових значеннях σ% . 
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ДВУХОСНЫЙ ИЗГИБ ИЗОТРОПНОЙ ПЛАСТИНЫ СО СКВОЗНОЙ 
ПРЯМОЛИНЕЙНОЙ ТРЕЩИНОЙ С УЧЕТОМ ШИРИНЫ ОБЛАСТИ КОНТАКТА ЕЕ 
БЕРЕГОВ И ПРИ НАЛИЧИИ ПЛАСТИЧЕСКИХ ЗОН ОКОЛО ЕЕ ВЕРШИН 
 
Сформулирована и решена задача о двухосном изгибе распределенными 
моментами на бесконечности изотропной пластины с прямолинейной сквозной 
трещиной, берега которой контактируют по области постоянной ширины, а 
вблизи вершин образуются пластические зоны. Используя условия пластичности 
Треска в виде поверхностного слоя или пластического шарнира, определена длина 
пластической зоны и раскрытие берегов трещины около ее вершин. Проведен 
численный анализ задачи. 
 
BIAXIAL BENDING ISOTROPIC PLATE WITH A THROUGH-THICKNESS 
RECTILINEAR CRACK TAKING INTO ACCOUNT THE WIDTH OF A CONTACT ZONE OF 
ITS FACES AND IN THE PRESENCE OF PLASTIC ZONES NEAR ITS TIPS 
 
The problem of biaxial bending of an isotropic plate with a through-the-thickness 
rectilinear crack by distributed moments at infinity is formulated and solved. The faces 
of the crack contact along the area of constant width, and the plastic zones are formed 
near its tips. Using the Tresca’s yield condition in the form of a surface layer or a 
plastic hinge, the length of the plastic zone and the crack opening displacements near 
its tips are determined. Numerical investigation of the problem is performed. 
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