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ПЛАСТИЧНА ДЕФОРМАЦІЯ МАТЕРІАЛІВ ПРИ НАВАНТАЖЕННІ 
ПО КУСКОВО-ГЛАДКИХ ТРАЄКТОРІЯХ З ДІЛЯНКАМИ 
РОЗВАНТАЖЕННЯ ЗА ПРУЖНИМ ЗАКОНОМ 
 

З використанням варіанта теорії пластичності, заснованої на концепції 
ковзання, з урахуванням деформаційної анізотропії запропоновано методику 
визначення пластичної деформації матеріалів при навантаженні по кусково-
гладких траєкторіях з ділянками розвантаження за пружним законом. За-
кладена в теорію матеріальна функція пластичності Π  при заданій функції 
зміцнення F  визначається з експерименту на розтяг – стиск або експери-
менту на знакозмінне закручення тонкостінної трубки. 

 
Попередні зауваження. Експериментальному та теоретичному дослід-

женню пластичної деформації матеріалів при складному навантаженні по 
кусково-гладких траєкторіях присвячено значну кількість робіт – наукових 
монографій і статей [1–6, 10, 11, 14–20, 28, 30, 38, 40, 44]. Значна увага та-
кож приділена експериментальному дослідженню складної пластичної де-
формації при наявності на кусково-гладких траєкторіях ділянок розванта-
ження за пружним законом [2–5, 7, 8, 20]. Однак кількість робіт з аналі-
тичним описом у межах існуючих варіантів теорії пластичності деформації 
матеріалів за таких складних процесів з ділянками розвантаження надто 
обмежена [2, 16, 18] і у більшості випадків зводиться до опису однопарамет-
ричного знакозмінного навантаження (розтяг – стиск або знакозмінний 
зсув). Відставання публікацій аналітичних досліджень від експерименталь-
них можна пояснити, з одного боку, неадекватністю експерименту існуючих 
диференціально-лінійних ( )ij ijmn mnAσ = ε&&  варіантів теорії пластичності при 

зазначених процесах навантаження. А з іншого боку – у недостатній мірі 
розробленими і підготовленими в математичному плані до аналітичного 
опису деформації матеріалів та елементів конструкцій диференціально-не-
лінійними варіантами теорії пластичності, визначальні рівняння ij ijσ ε&& ∼  

яких можна подати у такому вигляді [26]: 

 ( )ij ijmn mn ij mnAσ = ε − ψ ε& && , (∗ ) 

де ( )ij mnψ ε&  – залежні від історії навантаження однорідні функції першого 

степеня від швидкостей деформації.  
Пропонуємо методику побудови визначальних рівнянь зазначеного ти-

пу (∗ ) у межах диференціально-нелінійного варіанту теорії ковзання [30, 
37], який уже одержав експериментальне підтвердження при активному 

( )( 0)p
iε >&  навантаженні по дволанкових траєкторіях [10, 11, 27, 28, 37]. На-

звана теорія задовольняє постулат Друккера, принцип макродетермінізму 
(стійкості процесу деформування), диференціальну потенціальність визна-
чальних рівнянь зв’язку ij ijσ ε&& ∼ , описує явище занурення на діаграмі ін-

тенсивність напружень ∼  інтенсивність деформації, а також ефекти Бау-
шінґера і Фейґена [21, 23, 25, 29, 39]. У межах теорії [30, 37] сформульовано 
та розв’язано задачі стійкості елементів конструкцій (стержнів, пластин, 
плит і тривимірних тіл) при складному докритичному навантаженні. До-
сліджено вплив історії навантаження (пам’яті матеріалу) на величину кри-
тичних параметрів [26, 28, 37, 38, 41]. Показано, що при істотно немонотон-
ній деформації втрата стійкості елементів конструкції відбувається не вна-
слідок біфуркації процесу деформування у швидкостях (критерій Шенлі – 
Работнова), а внаслідок біфуркації процесу деформування у прискореннях 
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[35]. Застосування диференціально-нелінійних рівнянь типу (∗ ) у граничних 
задачах теорії пластичності подано, зокрема, в роботах [12, 13]. На основі 
вищенаведеного можемо зробити висновок, що диференціально-нелінійний 
варіант теорії пластичності [30, 37], заснованої на концепції ковзання [42], із 
розряду пізнавальних став робочим. 

1. Вихідні рівняння теорії ковзання [30, 37]. Задача побудови визна-

чальних рівнянь зв’язку ( )p
ij ijσ ε&& ∼  диференціально-нелінійного варіанта 

теорії ковзання за умови плоскопластичної деформації в математичному 
плані зводиться до визначення швидкості інтенсивності зсуву ( , )t t′ϕ θ  і меж 

напрямків зсуву 1( )t− α , 2 ( )tα  із системи інтегральних рівнянь 
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Тут і надалі використовуємо раніше прийняті у роботах [27, 37] позначення. 
Ефективні аналітичні та числові методи розв’язування рівнянь (1) і (2) 

відносно ( , )t t′ϕ θ , 1,2 ( )tα  при активних процесах деформування (без зон роз-

вантаження) запропоновано в роботах [24, 27, 28, 32, 33, 36, 37, 40] як для 
сингулярних функцій зміцнення ( )F ω   (0) , (0)F F′≤ ∞ = ∞( ) , так і регуляр-

них ( (0)F < ∞ , (0) 0F′ = ). У цій роботі пропонуємо узагальнення одержаних 
результатів на кусково-гладкі траєкторії при наявності зон розвантаження. 
Дослідження проведемо на прикладі сингулярної функції зміцнення ( )F ω , 
яку з точністю до постійного множника задаємо формулою 
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де ( )δ ω  – дельта функція Дірака, constia ∼ . 

За відомих ( , )t t′ϕ θ , 1,2 ( )tα  компоненти вектора швидкості ( )p&  плоско-

пластичної деформації визначаються квадратурами [30, 37] 
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де 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 3

1 1( ) ( ) ( ) ,       ( ) ( ) 2 ( )
2 2

p p p p p
x y xy xyt t t t t tΓ = ε − ε Γ = γ = ε& && & & &[ ] , 

 ( ) ( )1( ) ( )
6

p p
i t tε = Γ&& . (6) 

Пружні складові вектора швидкості ( ) ( )e t&  задаємо законом Гука 
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2 2 3
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Зазначимо, що рівняння (5)–(7) задовольняють постулат ізотропії Ілью-
шина [9]. 

2. Деформація елемента тіла за пропорційного навантаження. Спо-
чатку наведемо деякі необхідні для подальших досліджень результати 
розв’язку задачі визначення плоскопластичної деформації елемента тіла 
(рис. 1) за пропорційного навантаження ( )t=S S , 0, At t∈ [ ] , уздовж осі 1OS  

 
Рис. 1 

( 1 ( ) ( ) 2 0x yS t t= σ − σ ≥/[ ] , 3 2 ( ) 0xyS t= τ ≡ ). У цьому випадку згідно з (3) 

маємо 1 0( ) ( ) ( ) ( ) 0t t t tΦ = Φ = Φ = ϑ ≡  і з рівняння (1) для швидкості інтенсив-

ності ковзання одержуємо [27] 
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Межі множини напрямків ковзання 0 1,2 ( )tθ = α∓  визначаються рівнян-

ням (2), на основі якого можемо одержати [27] 
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Для вектора швидкості плоскопластичної деформації маємо 
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Пластична деформація матеріалу супроводжується деформаційною ан-
ізотропією. У межах моделі плоскопластичного середовища [37] деформа-
ційна анізотропія характеризується опором зсуву 0( , )mR tθ , що визначаєть-

ся лівою частиною рівняння (2) при 0 ,θ ∈ − π π[ ] . Зокрема, при пропорційно-

му навантаженні ( )At=OA S  уздовж осі 1OS  і ( )F ω  (4) маємо [27, 37] 
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Якісну картину залежності 0mR θ∼ , яка визначається формулами (12)–

(14), показано на рис. 1 лінією 1. 
Коло радіуса sτ  (лінія 2) відобра-
жає опір зсуву початково ізотроп-
ного матеріалу. Графік 0mR θ∼  за 
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нію Σ  (рис. 2) перетину поверхні 
навантаження з площиною 1 3OS S  
п’ятивимірного простору девіатора напружень Ільюшина будуємо [37] на 
основі рівнянь, які при 0 0Φ =  записуємо у такій параметричній формі: 

 0
1 0 0 0

0

( , )22 ( , ) cos 2 sin 2
2

m A
m A

R t
S R t

∂ θ
= θ θ − θ

∂θ
, 

 0
3 0 0 0

0

( , )22 ( , ) sin 2 cos 2
2

m A
m A

R t
S R t

∂ θ
= θ θ + θ

∂θ
 (15) 

 
Рис. 2 
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або, враховуючи (12)–(14), 
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Кут сингулярності 2β  у точці A  на Σ  задається формулою 

 2 4 ( )Atβ = π − α . (17) 

Для визначення ефекту Баушінґера можна одержати [27, 37] 
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Оскільки лінія 0mR θ∼  за пропорційного навантаження має дві осі симет-
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зміною кута 0θ  в інтервалі [0, 2]π/ . Вузлові значення кутів 0θ  і 12 ( )tΦ  
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3. Кусково-гладкі траєкторії навантаження з ділянками пружного 
розвантаження. Повернемося до рис. 2 і розглянемо траєкторію OAA BC′  з 

ділянкою пружного розвантаження AA B′ . У цьому випадку 
( ) ( )( ) ( )p p

B At t=Γ Γ . 

Приріст пластичної деформації поновлюється на ділянці BC , для якої ви-
хідні рівняння (1) і (2) теорії ковзання [30] з урахуванням деформаційної 
анізотропії 0( , )m AR tθ  (12)–(14) перепишемо так: 
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Для компонент вектора швидкості плоскопластичної деформації ( )p&  
за формулами (5) з урахуванням (21) одержуємо 
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Як уже зазначалося, методи розв’язування системи рівнянь типу (19), 
(20) відомі [24, 33, 37]. Для швидкості інтенсивності ковзання ( , )t t′ϕ θ ≡  

( ( ), )t t t∗ ∗′≡ ϕ θ + æ  із рівняння (19) маємо 
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( ) ( )p t&  одержуємо 

 ( )
1 11 12( ) ( ) cos cos2 ( ) ( ) sin sin2 ( )p t B t B t∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ΠΓ = α ϑ − α ϑ& æ æ , 

 ( )
3 11 12( ) ( ) cos sin2 ( ) ( ) sin cos2p t B t B∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ΠΓ = α ϑ + α ϑ& æ æ . (24) 

Тут позначено 

 
2

0
11 1

3 0

sin 22( ) ( ) 0.25 sin 4
2 2

a
B A

a a

∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗

α 
α = α α + α − + α 

, 

 12 1
2( ) ( )( 0.25 sin 4 ),   ( ),   ( )
2

B B t t∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗α = α α − α α = α =æ æ . (25) 

У системі координат v qÑS S  з початком у довільній точці C  ділянки BC  

траєкторії навантаження OAA BC′  (рис. 2) і повернутій відносно 1 3OS S  про-

ти годинникової стрілки на кут 02( )∗ + Φæ  формули (24) спрощуються і на-

бувають вигляду 

 ( ) ( )
11 12( ) ( ) ,      ( ) ( )p p

v v q qd t B dS t B dS∗ ∗Π Γ = α ΠΓ = α . (26) 

4. Визначення меж напрямків ковзання. У записані для компонент 

вектора ( ) ( )p t&  формули (24) входять дві, поки що невідомі, функції ∗α =  

( )t∗= α  і ( )t∗ ∗=æ æ . Для їх визначення використаємо рівняння (20). Залеж-
но від геометрії траєкторії навантаження можливі два випадки. Перший з 
них має місце, коли процес пластичного деформування на другому етапі ак-
тивного навантаження BC  (рис. 2) відбувається без часткового заморожу-
вання систем ковзання, тобто, коли множина напрямків 0 1 2[ ( ), ( )]t tθ ∈ − α α  

розширюється, так що 1,2( ) ( ) ( ) 0t t t∗ ∗α = α ≥∓& & &æ . У цьому випадку в рівнянні 

(20) з урахуванням (4) виконаємо перестановку порядку інтегрування і за-
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пишемо його так: 

 
( )

3 0 2 0 0

( )

, cos 2( ) ,
t

t

a t a a t d

∗

∗

α
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

− α

Ψ θ + θ − θ + Ψ θ θ =∫[ ] [ ][ ]  

 ( )
0 0

2 ( ) cos 2 ( ) ( ) ( )
2

k
AS t t t b∗ ∗= θ + − Φ − α −[ ]æ  

 ( )
1 0( ) cos 2 ( )[ ]k

Ab t∗ ∗− α θ + æ , 

 0 [ ( ), ( )],    ,    1,2Bt t t t k∗ ∗ ∗θ ∈ − α α ≥ = . (27) 

Тут 

 

0 0

0

( )

, ( , )
t

t

t d
∗ ∗

∗ ∗

θ

Ψ θ = ψ θ ξ ξ∫[ ] , (28) 

а 0( ) ,Bt t t∗ ∗θ ∈ [ ]  − момент часу, починаючи з якого в заданому напрямку 

0( )∗θn  започатковуються перші ковзання на другому етапі активного ( )BC  

навантаження. Із рівняння (28) випливає, що 

 ( ), 0t t∗Ψ α =[ ]∓ . (29) 

Після подвійного диференціювання рівняння (27) за 0
∗θ  одержимо 

 
( )

3 0 2 0

( )

, 4 cos 2( ) ,
t

t

a t a t d

∗

∗

α
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

−α

′′Ψ θ − θ − θ Ψ θ θ =∫[ ] [ ]  

 ( )
0 1 02 2 ( ) cos 2 ( ) ( ) cos 2 ( )[ ] [ ]k

AS t t b t∗ ∗ ∗= θ − Φ + α θ + æ , (30) 

де 

 
2

0
0 2

0

,
,

t
t

∗
∗

∗

∂ Ψ θ′′Ψ θ =
∂ θ

[ ]
[ ] . 

Якщо з (27) і (30) вилучити інтегральний член, то прийдемо до такого 
диференціального рівняння: 

 0 0, 4 , 4 ( )t t C t∗ ∗′′Ψ θ + Ψ θ =[ ] [ ] , (31) 

де 

 
( )

( )
0 0

3
( )

1( ) ( ) ( , )
t

k
A

t

C t b a t d
a

∗

∗

α
∗ ∗

−α

 = − α + ψ θ θ 
 ∫ . (32) 

Частковим розв’язком неоднорідного рівняння (31) є 

 0 0, ( )(cos 2 cos 2 )t D∗ ∗ ∗ ∗Ψ θ = α θ − α[ ] , (33) 

де 

 
( )
0

3 0 0

( )
( )

( 2 ) cos 2 sin 2

k
Ab

D
a a a

∗
∗ ∗ ∗

α
α =

+ α α − α
. 

Визначена у такий спосіб функція 0 , t
∗Ψ θ[ ]  (33) тотожно задовольняє рів-

няння (27), (29) з ( )C t  (32) і, отже, є їх розв’язком за таких умов: 

 3
( )

1 1

( )
tg 2 ( )

( ) 2 ( )k
A

S t
t

S t b
∗ =

− α
æ , (34) 
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 3 2 1
2( ) ( 0.25 sin 4 ) ( ) cos2 ( )
2

D a a S t t∗ ∗ ∗ ∗α + α − α = +[ ] [ æ  

 ( )
3 1( ) sin 2 ( ) 2 ( ) cos2 ( ) ,     k

A BS t t b t t t∗ ∗+ − α ≥]æ æ . (35) 

При наявності побудованої за формулами (16) лінії Σ  і заданої траєк-

торії навантаження ( )t=S S  рівняння (34) і (35) визначають функції ( )t∗α , 

( )t∗æ , а отже, і межі напрямків ковзання 1( )t− α , 2 ( )tα  при Bt t≥ . Зокрема, 

в початковий момент часу Bt t=  другого етапу пружнопластичного дефор-

мування маємо 2 12 ( ) ( ) ( ) 0B B Bt t t∗α = α + α = , а 2 12 ( ) ( ) ( )B B Bt t t∗ ≡ α − αæ  ви-

значається рівнянням (34), у якому потрібно покласти Bt t= . У зв’язку з 

деформаційною анізотропією матеріалу 0( , )mR tθ  (12) множина напрямків 

ковзання 0 1 2( ), ( )t tθ ∈ − α α[ ]  не є симетричною відносно напрямків дії мак-

симальних дотичних напружень і перші ковзання при 0Bt t= +  відхиля-

ються від напрямку max ( )Btτ  на величину кута 02 ( )Bt + Φ[ ]æ  у бік зменшен-

ня опору зсуву 0( , )mR tθ  (рис. 1). 

Наведені вище для другого етапу пружнопластичного деформування 
результати одержано за умови 1,2 2( ) ( ) ( ) 0t t tα = α ≥∓& & &æ . Якщо ж з деякого 

моменту часу Bt t>  відбувається часткове заморожування систем ковзан-

ня, так що 1 2( ) ( ) 0t tα ⋅ α <& &  (істотно немонотонна деформація [21, 27]), то за-

дача визначення функцій ( )t∗α , ( )t∗æ  зводиться до задачі Коші для дифе-
ренціального рівняння першого порядку. Відповідна методика розглянута у 
роботах [27, 33, 36, 37] для дволанкових траєкторій навантаження, але без 
зон розвантаження за пружним законом. Методика залишається без істот-
них змін і при наявності таких зон. 

На основі постулату ізотропії Ільюшина [9] одержані для плоскоплас-
тичної деформації результати узагальнюються на випадок довільного роз-
ташування плоских траєкторій навантаження в п’ятивимірному просторі 
девіатора напружень і, зокрема, в координатних площинах 1 2OS S  і 2 3OS S  

( 2 3 2 ( )zS = σ − σ/ , ( ) ( )
2 3 2p p

zΓ = ε& & /( )), що відповідають плоскому напруже-
ному стану і можуть бути реалізовані в експерименті на розтяг (стиск) із 
закрученням тонкостінної трубки. 

5. Приклади кусково-гладких траєкторій навантаження. 
Приклад 5.1. Розглянемо деформацію трубчатого зразка під дією роз-

тягуючої осьової сили та крутного моменту. Нехай процес навантаження 
трубки в площині 2 3OS S  задається траєкторією 1 1OAOB C . (Тут, як і у на-

ступному прикладі 5.2, вісь 1OS  на рис. 2 потрібно змінити на 2OS .) Гео-

метричні параметри ділянки траєкторії 1 1B C  визначаються формулами 

 3
1 1

2

( )
tg2 ( ) ,       2 ( )

( ) 2
S t

t t
S t

πΦ = = ∞ Φ = , 

 3
0 1 0

2

( )
tg2 0,     2 ( ) 2 ( ) 2

( ) 2
A

A

S t
t t

S t
πΦ ≡ = Φ = Φ − Φ = , 

 ( ) ,       
2

t πϑ = ( ) 2 ( )t t∗ ∗ϑ = ϑ − æ , 

 ( ) (1) ( ) (1)
0 0 1 1( ) ( ),      ( ) ( )k k

A A A Ab b b bα ≡ α α ≡ α . (36) 
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При цьому на основі (24) для компонент вектора швидкості пластичної де-
формації при 

1Bt t≥  одержуємо 

 ( )
2 11 12

1 ( ) ( ) sin 4
2

p B B∗ ∗ ∗ΠΓ = α − α& [ ] æ , 

 ( ) 2
3 11 12( ) sin 2 ( ) cos2 ,     p

BB B t t∗ ∗ ∗ ∗ΠΓ = α + α ≥& æ æ . (37) 

Коефіцієнти 11( )B ∗α , 12 ( )B ∗α  задаються формулами (25) при ∗α = α , а для 

визначення функцій ( )t∗α , ( )t∗æ  на основі (34) і (35) маємо такі рівняння: 

 3
(1)
1

( )
tg2 ( )

2 ( )A

S t
t

b
∗ −

=
α

æ , 

 3 2 3
2( ) ( 0.25 sin 4 ) ( ) sin2
2

D a a S t∗ ∗ ∗ ∗α + α − α = −[ ] [ æ  

 (1)
12 ( ) cos2 2 ( ) 0,    ,    A B Bb t t t∗ ∗− α α = ≥]æ . 

Із першого з цих рівнянь з огляду на характер навантаження трубки 

випливає, що 4 ∗ > πæ . Отже, ( )
2 ( ) 0p tΓ <& , що приводить до скорочення 

розтягнутої за межі пружності та розвантаженої тонкостінної трубки при її 
подальшому закрученні. Якщо в розглянутій в прикладі 5.1 задачі змінити 
порядок прикладання до трубки крутного моменту і осьової сили, то при-
йдемо до відомого в теорії пластичності ефекту, установленого раніше 
експериментально M. Feigen [39, 43]. 

Приклад 5.2. Як другий розглянемо приклад пружнопластичного де-
формування тонкостінної трубки при знакозмінному її навантаженні осьо-
вою силою. Нехай процес навантаження трубки характеризується траєкто-
рією 2 2OAOB C  (рис. 2). Для ділянки пружнопластичного стиску 2 2B C , вра-

ховуючи заміну 1OS  на 2OS , маємо 

 0 1 32 0,     2 ( ) 2 ( ) ,     2 ( ),     ( ) 0t t t S t∗ ∗Φ = Φ = Φ = π ϑ = π − ≡æ , 

 
2

( ) (2) ( ) (2)
0 0 1 1( ) ( ),     ( ) ( ),     k k

A A A A Bb b b b t tα = α α = α ≥ . (38) 

Величина ефекту Баушінґера s
−τ  задається формулою (18). Для визначення 

функцій ( )t∗α , ( )t∗æ  на основі (34) і (35) маємо такі рівняння: 

 
2

(2)2
3 2 1

( )
( ) ,    ( ) 0.25 ( ),    

2 A B

S t
t D a a b t t∗ ∗ ∗ ∗≡ π α + α − = − α ≥[ ][ ]æ . (39) 

Множина напрямків ковзання 
2 20 1 2( ), ( )C Ct t∗ ∗ ∗θ ∈ − α α[ ] , що відповідає 

пружнопластичному стиску вздовж 2 2B C  (рис. 2), на рис. 1 затемнена і по-
значена цифрою III. 

За формулами (38), з урахуванням (24) для компонент вектора ( ) ( )p t&  
одержуємо 

 
2

( ) ( )11
2 3

( )
( ) ,     ( ) 0,     p p

B

B
t t t t

∗− α
Γ = Γ ≡ >

Π
& & . (40) 

Сумарні компоненти 
2

( ) ( )p
CtΓ  визначаємо шляхом інтегрування: 

 
2

2 2

0 2

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 3( ) ( ) ( ) ,      ( ) 0

CA

B

tt
p p p p

C C
t t

t t dt t dt tΓ = Γ + Γ Γ =∫ ∫& & . (41) 
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Пружні складові деформації задаємо законом Гука (7). Залежність між ін-
тенсивностями i iσ ε∼  будуємо з урахуванням формул 

 ( ) ( ) 2 2 1 2
2 33 2 ,      2 3 ,     p p

i iS S S Sσ = ε = Γ = + // / [ ] , 

 ( ) ( ) 2 ( ) 2 1 2
2 3( ) ( )p p pΓ = Γ + Γ /[ ] . (42) 

Приклад 5.3. Як наступний приклад розглянемо знакозмінне закру-
чення тонкостінної трубки. У цьому випадку вісь 1OS  на рис. 2 замінюється 

на 3OS , а 3OS  – на 2OS . Далі на основі постулату ізотропії Ільюшина з 

урахуванням результатів прикладу 5.2 для 
2Bt t≥  можемо записати 

 ( ) ( ) 11
2 3

( )
0,       p p B ∗− α

Γ = Γ =
Π

& & , 

 
2

2

0 2

( ) ( ) ( )
3 3 3( ) ( ) ( ) ,     

CA

B

tt
p p p

C
t t

t t dt t dt t tΓ = Γ + Γ ≥∫ ∫& & . (43) 

Результати цього прикладу будуть конкретизовані і використані далі. 
6. Про матеріальні функції моделі плоскопластичного середовища 

[30] та методи їх визначення з урахуванням ефекту Баушінґера. В основу 
побудови визначальних рівнянь теорії ковзання [30, 37] закладено дві мате-

ріальні функції: функція зміцнення ( )F ω  і функція пластичності ( ) ,p
i k

∗Π ε λ[ ] . 

Перша з них, F , враховує взаємодію систем ковзання, формує деформа-
ційну анізотропію матеріалу і в кінцевому рахунку визначає його векторні 
властивості. У праці [34] розглянуто функцію зміцнення у загальному 
вигляді: 

 1 2
0 2 1

1

( ) cos2 ( 2 )h h
n

n

F a a n a
∞

− −

=

ω = ω + ω + δ π − ω∑ / , (44) 

де 

 0 1 2 1 2 1 2, , , , const,    , 1na a a h h h h <∼ , 

а також її часткові випадки. Найпростіші з них приводять до відомих тео-
рій пластичної течії з ізотропним, constF a≡ = , кінематичним, cos 2F b= ω , 

або комбінованим зміцненням, cos 2F a b= + ω , і відкривають можливості 
природного узагальнення [32, 36] цих теорій. 

Залежно від характеру функції ( )F ω  закладена в теорію пластичності 
[30, 37] концепція ковзання може приводити як до сингулярних, так і до ре-
гулярних поверхонь навантаження Σ . Регулярні поверхні маємо при всіх 
допустимих ( )F ω , 0, 2ω ∈ π[ / ] , які задовольняють умови (0) 0F > , ( 2)F π </  

0< , (0) 0F′ =  ( )F dF d′ = ω/ , а сингулярні, коли (0) 0F > , ( 2) 0F π </ , 

(0) 0F′ > . До цього другого класу належить ( )F ω  (4). 

Функція пластичності ( ) ,p
i k

∗Π ε λ[ ]  враховує вплив на залежність ijσ& ∼  

ijε&∼  інтенсивності пластичної деформації ( )p
iε , її екстремальних значень 

k
∗λ , що відповідають зміні знака швидкості ( ) ( )p

i tε&  на протилежний, або 

максимальному значенню ( )p
iε  за всю історію навантаження, і в кінцевому 

рахунку описує скалярні властивості матеріалу. У випадку пластичного 

деформування, за якого ( ) ( )p
i tε&  є неспадною функцією часу ( )( ( ) 0)p

i tε ≥& , за-

мість ( ) ,p
i k

∗Π ε λ[ ]  приймають ( )
0

p
iΠ ε[ ] . Функція пластичності дозволяє пев-

ною мірою нівелювати деяку невизначеність, що закладається в теорію при 
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виборі часткових функцій зміцнення ( )F ω , і корегувати рівняння зв’язку 

mn mnσ ε∼  з макроекспериментом. 

Для практичної побудови функцій плас-

тичності ( )
0

p
iΠ ε[ ] , ( ) ,p

i k
∗Π ε λ[ ]  за базові можна 

використати експерименти на розтяг – стиск, 
або знакозмінне закручення тонкостінної труб-
ки. За формулами (10), (11) для пружноплас-
тичного закручення на ділянці abc  діаграми 
τ γ∼  (рис. 3) маємо 

 ( ) 11
( )

0

2 ( )p
p
i

B
d d

α
γ = τ

Π ε[ ]
, (45) 

де sα = α τ τ[ / ]  визначається рівнянням 

 3 2

3 0 0

( 0.25 sin 4 )
( 2 ) cos2 sin2

i

s

a a
a a a

+ α − α σ
=

+ α α − α σ
, (46) 

де ( ) ( )3 ,  3 ,  3p p
i s s iσ = τ σ = τ ε = γ / . 
З іншого боку, можемо записати 

 ( ) 1 1p e

t
d d d d

G G
 γ = γ − γ = − τ 
 

, (47) 

де G , tG  – пружний і дотичний модулі діаграми τ γ∼ . Порівнюючи теоре-

тичну залежність ( )pd dγ τ∼  (45) з експериментальною (47), одержуємо 
формулу для визначення функції пластичності 

 ( )
0 11

2
3

p t
i i s

t

EE
B

E E
Π ε = σ σ

−
[ ] [ / ] , (48) 

де 3E G= , 3t tE G= , 3iσ = τ , 3s sσ = τ , ( ) ( ) 0p
i tε ≥& , 11 11i s i sB B qσ σ = σ σ[ / ] [ / ]( )  

і ( )i sq tσ σ = α[ / ]  – розв’язок рівняння (46) відносно α , 4α < π/ . 

Розглянемо тепер задачу побудови функції пластичності ( )
1 1 1,p

i
∗Π = Π ε λ[ ] , 

де ( ) ( )
1 ( ) ( ) 3 3p p

i C Ct t OO∗ ∗λ = ε = γ = / , на ділянці a b c∗ ∗ ∗  діаграми ∗ ∗τ γ∼ , 

зображеної в системі координат O∗ ∗ ∗γ τ  (де ∗τ = − τ , ( ) ( )p
Ct

∗γ = γ − γ ). У 
цьому випадку необхідно використати результати розв’язку задачі при-
кладу 5.3. На основі (43) маємо 

 
( ) ( )

11

1 1

2 ( )
,        ( )

3 3( ),

p p

i
i

B O md
t

d t

∗ ∗ ∗∗ ∗
∗

∗ ∗ ∗

αγ γ= ε = =
τ Π ε λ[ ]

, 

 
( )( )

( ) ( ) ( )
3 1

( )
2 ( ),      ( )

3

pp
p p p C

i C

td
t t

dt

∗
∗ ∗ ∗ ∗ γγγ = = Γ λ = ε =&& , (49) 

де 11( )B ∗α  задається формулою (25), а функція s
∗ ∗ ∗ −α = α τ τ[ / ]  і величина 

s s
− ∗τ ≡ τ  визначаються рівняннями (39) і (18) з урахуванням заміни 1( )S t  

на 3 ( )S t . 
Аналогічно до формули (47) можемо записати 

 ( ) ( ) 1 1p e

t

d d d d
G G

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗

 γ ≡ γ − γ = − τ 
 

. (50) 

Тут індекс « ∗ » означає належність величин ∗γ , ∗τ , G∗ , tG∗  до ділянки 

a b c∗ ∗ ∗  діаграми ∗ ∗τ γ∼  (рис. 3). Порівняння теоретичної формули (49) з 

експериментальною (50) визначає функцію ( )
1 1,p

i
∗Π ε λ[ ] , побудовану з ура-

 

Рис. 3 
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хуванням ефекту Баушінґера. У такий спосіб одержуємо 

 ( )
1 1 11

2, ,      
3

p t
i i s s s

t

E E
B

E E

∗ ∗
∗ ∗ − − ∗

∗ ∗Π ε λ = σ σ σ ≡ σ
−

[ ] [ / ] , (51) 

де 3E G∗ ∗= , 3t tE G∗ ∗= , 3i
∗ ∗σ = τ , ( ) ( ) 3p p

i
∗ ∗ε = γ / , 11 11i s i sB B q∗ ∗ −σ σ = σ σ[ / ] [ / ]( )  

і i sq ∗ − ∗σ σ = α[ / ] , 4∗α < π/ , – розв’язок рівнянь (39) з урахуванням заміни 

1( )S t  на 3 ( )S t . 
Приклад 6.1. У деяких часткових випадках знакозмінного навантажен-

ня експериментальні діаграми ( )p
i iσ ε∼  і ( )p

i i
∗ ∗σ ε∼  для металів і їх сплавів 

можна з достатньою мірою точності замінити графіками степеневої функції 

типу ( )nk k ky a b c x= + − , , , 0k k ka b c x− > , 1,2k = , 1 1n m= </ . Використа-

ємо таку можливість для побудови функцій пластичності 0Π  і 1Π . 

Для ділянки abc  діаграми τ γ∼  (рис. 3) запишемо 

 1( ) ( ) ( ) ( )
1 1,    ,    ( ) ,    1me p e p

sG b mγ = γ + γ γ = τ γ = τ − τ >/ [ ] , (52) 

або в розв’язаному відносно τ  вигляді 

 11( )

1

1 mp
s b

τ = τ + γ /( ) . (53) 

Із (52) маємо 

 1
( )

1
1 1 1 ( )

p
m

s
d

m b b
d

−γ
= τ − τ

τ
[ ] . (54) 

Порівняння формул (45) і (54) дає 

 1

1

2( ) 1 11 1
0 1 1 1 1( )

1

2 1
,    3 ,    1np i s

i np
i

c B q m
c m b n

m
σ σ −

Π ε = = = <
ε

[ ] /[ / ]( )

( )
. (55) 

Для функції ( )
1 1( ),p

i t∗ ∗Π ε λ[ ]  у системі координат O∗ ∗ ∗γ τ  (рис. 3) аналогічно 
до (55) можна одержати 

 2

2

2( ) 2 11
1 1 2 2 2( )

2
( ), ,    3

( )

np i s
i np

i

c B q
t c m b

t

∗ ∗ ∗ −
∗ ∗

∗

σ σ
Π ε λ = =

ε
[ ] /[ / ]( )

( )
, 

 
( )

( ) ( )2
2

2

1
,    3 ,    ( ) ,    

3

p
p p

s s i

m
n t O m

m
− − ∗ ∗ ∗ ∗∗− γ

= σ = τ ε = γ = . (56) 

У вихідній системі координат Oγτ  (рис. 3) формулу (56) перепишемо так: 

 2( ) ( )
1 1 2 11 1( ) 2 ( ) np p

i i s it c B q t∗ − ∗Π λ − ε = σ σ ⋅ λ − ε[ ] [ / ]( ) ( ) , 

 ( ) ( )
1 ( ),    ( ) ,    3p p

i C i s st t O m OO Om∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − −λ = ε ε = = − σ = τ . (57) 

Для деяких матеріалів параметри 1c , 1n  і 2c , 2n  можуть співпадати. 
Якісну картину графіків залежності 

( )
0 1, p

iΠ Π ε∼ , побудованих на основі 

формул (55), (56) для сталі-45 з викорис-
танням експериментальних даних робіт 
[15, 19], показано на рис. 4. Інтегровна 

особливість функцій 0Π  і 1Π  при ( )p
iε =  

0=  і ( )
1

p
i

∗ε = λ  забезпечує неперервність 

дотичного модуля t i iE d d= σ ε/  , а також 
адекватність теорії експерименту в околі 
точок переходу від пружних до плас-
тичних ділянок діаграми i iσ ε∼ . 

 
Рис. 4 
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Питання побудови 0Π , 1Π  при регулярних функціях зміцнення F  роз-

глянуто у роботах [31, 36], де аналогічно до формул (48) і (51) одержано 

 ( ) ( )
0 0 1 1

1 1,     ,
3 3

p pt t
i

t t

EE EE
E E E E

∗
∗

∗Π ε = Π ε λ =
− −

[ ] [ ] . (58) 

Методику побудови для ідеально пружнопластичного матеріалу комбі-

нованої матеріальної функції ( )
0 1, ( )p

iR F∗= Π ε λ ω[ ]  з урахуванням установ-

леної в експерименті зміни поверхні навантаження Σ  при деформації на 
площинці текучості ( const)i sσ = σ =  розглянуто у роботі [22]. 
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ПЛАСТИЧЕСКАЯ ДЕФОРМАЦИЯ МАТЕРИАЛОВ ПРИ НАГРУЖЕНИИ ПО КУСОЧНО-ГЛАДКИМ 
ТРАЕКТОРИЯМ С УЧАСТКАМИ РАЗГРУЗКИ ПО УПРУГОМУ ЗАКОНУ 
 
В рамках варианта теории пластичности, основанной на концепции скольжения, 
предложена с учетом деформационной анизотропии методика определения плас-
тической деформации материалов при нагружении по кусочно-гладким траекто-
риям с участками разгрузки по упругому закону. Заложенная в основу теории 
материальная функция пластичности Π  при заданной функции упрочнения F  
определяется из эксперимента на растяжение – сжатие или на знакопеременное 
кручение тонкостенной трубки. 
 
PLASTIC DEFORMATION OF MATERIALS UNDER LOADING ALONG PIECEWISE SMOOTH 
TRAJECTORIES WITH AREAS OF UNLOADING BY ELASTIC LAW 
 
Within the framework of variant of plasticity theory based on the sliding concept the 
method for determination of plastic deformation of materials with taking into account 
the strain anisotropy under loading along piecewise smooth trajectories with areas of 
unloading by elastic law is proposed. Forming the basis of the theory the material 
function of plasticity Π  for a given function of hardening F  is determined from 
experiment the tension – compression or from the experiment alternating torsion of 
thin-walled tube. 
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