
ISSN 0130–9420. Мат. методи та фіз.-мех. поля. 2015. – 58, № 4. – С. 7-14. 7 

УДК 517.524 
 

Т. М. Антонова1, О. М. Сусь2 
 

ДОСТАТНІ УМОВИ ЕКВІВАЛЕНТНОЇ ЗБІЖНОСТІ ПОСЛІДОВНОСТЕЙ 
РІЗНИХ НАБЛИЖЕНЬ ДВОВИМІРНИХ НЕПЕРЕРВНИХ ДРОБІВ 
 

За допомогою методу фундаментальних нерівностей досліджується еквіва-
лентна збіжність двох фігурних наближень двовимірних неперервних дробів 
– наближень, які одержано із задачі відповідності двовимірних неперервних 
дробів деякому формальному подвійному степеневому ряду та задачі еквіва-
лентності двох двовимірних неперервних дробів. Встановлено деякі достат-
ні умови, за яких ці два наближення двовимірних неперервних дробів будуть 
збігатися до однієї границі. 

 
Неперервні дроби та їх двовимірні узагальнення – двовимірні неперерв-

ні дроби (ДНД), є одним із методів наближення функцій від одної і двох 
змінних відповідно. Хоча наближення неперервних дробів будуються одно-
значно, проте для розв’язування різних задач аналізу розглядають непе-
рервні дроби різної структури. Зокрема, огляд різних неперервних дробів для 
одного і того ж відношення гіпергеометричних функцій ¥аусса та дослід-
ження властивостей послідовностей їх наближень наведено у [10]. Послі-
довності певним чином побудованих наближень неперервного дробу виника-
ють при дослідженні проблеми прискорення збіжності неперервного дробу 
[8, 9]. 

У роботі [3] описано наближення, які найчастіше зустрічаються у зада-
чах з аналітичної теорії ДНД. У [4, 5] розглянуто питання еквівалентної 
збіжності звичайних і фігурних наближень для ДНД з додатними елемента-
ми. У роботах [1, 2] встановлено деякі достатні умови еквівалентної збіж-
ності звичайних наближень і фігурних наближень, які виникли із задачі 
відповідності для ДНД з дійсними елементами. Проблема збіжності фігур-
них наближень ДНД з комплексними елементами, розглянутих в роботі [3], 
потребує детального вивчення. 

Відомо, що основними методами дослідження збіжності багатовимірних 
узагальнень неперервних дробів і, зокрема, ДНД є метод мажорант, різні 
аналоги методу фундаментальних нерівностей, а також метод, який базу-
ється на використанні багатовимірного аналогу теореми Монтеля [4, 5]. 
 Метод фундаментальних нерівностей для дослідження збіжності послі-
довностей різних наближень ДНД, зокрема звичайних і тих фігурних на-
ближень, які одержано із задачі відповідності, розглядались у роботах [6, 7]. 
У цій роботі за допомогою методу фундаментальних нерівностей і методи-
ки, розглянутої в роботах [1, 2], яка дозволяє довести еквівалентність збіж-
ності різних наближень, встановлено достатні умови, за яких два фігурні 
наближення, що виникають із задачі відповідності [5] та із задачі еквіва-
лентності [3], є збіжними до однієї і тієї ж самої границі. 

Розглянемо ДНД вигляду 
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де ,j ka , ,j kb , , 0,1,j k = … , 1j k+ ≥ , – комплексні числа, , 0j kb ≠  і його фі-

гурні наближення: 
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2
,0 0, ,

2 21 1 1,0 0, , ,
,

1 1, ,

,  1,2,D D D
D D

nn n
j j k k

n n k n kj j kj j k j k k k j
k k

j jk j k k k j

a a a
f n

b b a a
b

b b

− −= = =
+ +

= =+ +

= + + =

+ +

…
[ / ]

; (2) 



8 

– наближення, яке виникає із задачі еквівалентності: 
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 Нагадаємо деякі позначення. Вирази 
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називають одновимірними залишками ДНД (1), а вирази 
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називають двовимірними залишками фігурних наближень (2), (3) відпо-
відно. Побудову двовимірних залишків (6) для фігурних наближень (3) ДНД 
(1) розглянуто у роботі [3]. 
 Теорема 1. Нехай елементи ДНД (1) є такими, що 
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та існують додатні сталі h′ , h′′ , h , H , H′ , H′′ , j
′ρ , j

′′ρ , jρ , 1,2,j = … , 

такі, що справджуються нерівності 
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де ( )j rα  визначаються за такими рекурентними формулами [3]: 
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Тоді, якщо виконуються умови 

 1 1 1
1 1 1

lim 0,    lim 0,    lim 0
p p p

j j j
p p pj j j

p p p+ + +→∞ →∞ →∞= = =

′ ′′ρ = ρ = ρ =∏ ∏ ∏ , (13) 

то послідовності nf{ } , ˆ
nf{ }  збігаються, причому 

 
4 1 4 1 2 1

1,0 0,1 1,1
4

2 2 2

r r r

n r j j j
j j j

a a a
f f

hh h

+ + +

= = =

′ ′′− ≤ ρ + ρ + ρ +′ ′′∏ ∏ ∏  

 
2 1 2 1 1

1,1

2 2 2

( )
r r r

j j j
j j j

a
r H H H H

h

+ + +

= = =

 ′ ′ ′′ ′′ ′ ′′+ ρ + ρ + + ρ 
 ∏ ∏ ∏ , 

 1,2, ,     4 1r n r= ≥ +… , (14) 
і 

 ˆlim limn n
n n

f f f
→∞ →∞

= = . 

Д о в е д е н н я.  Щоб довести збіжність nf{ } , 1,2,n = … , і виконан-

ня нерівності (14), використаємо формулу різниці між фігурними підхідни-
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а величини ( )p
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Аналогічно отримуємо 

 
2

, 1( ) (2 )
,2 ,2 1( 1)

1, 1

,   2 ,   1,2, ,   0,1,
m

k kn m
k k jn

jk k

a
n m m k

Q

+
+−

=+

′′ϕ − ϕ ≤ ρ > = =∏ … … . (18) 

Аналізуючи вираз 
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Аналогічно отримуємо 
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Тому остаточно маємо 
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h hh h

+ + +

= = =

′ ′′− ≤ ρ + ρ + ρ + ×′ ′′∏ ∏ ∏  

 
2 1 2 1 1

2 2 2

( )
r r r

j j j
j j j

H H H H
+ + +

= = =

 ′ ′ ′′ ′′ ′ ′′× ρ + ρ + + ρ 
 ∏ ∏ ∏ , 

 1,2, ,     4 1r n r= ≥ +… . 

Спрямовуючи r → ∞  і враховуючи умови (13) теореми, доходимо до ви-
сновку про фігурну збіжність ДНД (1). 

 Покажемо, що послідовність фігурних підхідних дробів ˆ
nf{ }  вигляду 

(3) за умов теореми є збіжною. Для цього встановимо формулу різниці 
ˆ

4n rf f− : 

 ˆ
2

( ) ( ) 1(4 2 ) (4 2 )
4 ,1 ,1 ,2 ,2

0

( 1) k k
r

n nk r k r k
n r k k k k

k

f f α α −− −

=

 − = − ϕ − ϕ + ϕ − ϕ × 
 ∑ [ ] [ ]( ) ( )( ) ( )  

 
ˆ ˆ

2 1

,
, 1

( ( )) 2 2 1(4 2 ) ( ( ))(4 2 )1

1 1

j
j

r

j jk
j j j

n r rr j nr jj j j
j j

j j

a
a

Q Q Q Q

+

=
α +− α−=

= =

× +
∏

∏
∏ ∏

, 

 21 2 ,    16 8 2r n r r= ≥ + +…, , , (23) 

де ( )
,1
p

kϕ , ( )
,2
p

kϕ , 0,1,k = … , 0,1,p = … , визначаються за формулами (16), 

( )j nα , 1,2, ,2 1j r= +… , обчислюються за рекурентними формулами (11″′) і 

оцінимо різницю ˆ
4n rf f−  за абсолютною величиною. 

Використовуючи наведену вище методику доведення збіжності послі-
довності фігурних наближень nf{ } , 1,2,n = … , легко переконатись у пра-

вильності таких нерівностей: 
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 ( (
`ˆˆ

1
, 1,1

1( )) ( ))(4 2 )
1 1

j k

k k
j j

jn nr j
j jkj j

a a

QQ Q

−

+α α−
= =

≤ ρ∏ ∏ , 

 
ˆ

1

,
1,11

11
( ( ))(4 2 ) 1

1 1

j

k

j j k
j

jk k
nr j j

j j
j j

a
a

h
Q Q

+

=
++ α− =

= =

≤ ρ
∏

∏
∏ ∏

. 

Підставляючи ці нерівності разом з оцінками (17), (18) у формулу (23) і 
враховуючи умови (11), (12) теореми, доходимо до висновку, що 

 ˆ
4 1 4 1 2 1

1,0 0,1 1,1 1,1
4

2 2 2

r r r

n r j j j
j j j

a a a a
f f r

h hh h

+ + +

= = =

′ ′′− ≤ ρ + ρ + ρ + ×′ ′′∏ ∏ ∏  

 
2 1 2 1 1

2 2 2

( )
r r r

j j j
j j j

H H H H
+ + +

= = =

 ′ ′ ′′ ′′ ′ ′′× ρ + ρ + + ρ 
 ∏ ∏ ∏ , 

при 1,2,r = … , 216 8 2n r r≥ + + . Звідси з урахуванням умов (13) випливає 

збіжність послідовності n̂f{ } , причому ˆlim limn n
n n

f f
→∞ →∞

= . 

 Теорему доведено.  
Висновки. З використанням методики дослідження умов еквівалент-

ності звичайної і фігурної збіжностей для двовимірних неперервних дробів 
з дійсними елементами, наведеної у роботах [1, 2], встановлено умови (фун-
даментальні нерівності), за яких збіжність фігурних наближень (2) і (3) є 

еквівалентною, тобто виконується рівність ˆlim limn n
n n

f f
→∞ →∞

= , 1,2,n = … . 
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ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ЭКВИВАЛЕНТНОЙ СХОДИМОСТИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 
РАЗНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ ДВУМЕРНЫХ НЕПРЕРЫВНЫХ ДРОБЕЙ 
 
С помощью метода фундаментальных неравенств исследуется эквивалентная 
сходимость двух фигурных приближений двумерных непрерывных дробей – при-
ближений, полученных из задачи соответствия двумерных непрерывных дробей 
некоторому формальному двойному степенному ряду и задачи эквивалентности 
двух двумерных непрерывных дробей. Получены некоторые достаточные условия, 
при которых эти два приближения будут сходиться к одному пределу. 
 
SUFFICIENT CONDITIONS FOR EQUIVALENT CONVERGENCE OF SEQUENCE OF DIFFERENT 
APPROXIMANTS FOR TWO-DIMENSIONAL CONTINUED FRACTIONS 
 
Using the method of fundamental inequalities, equivalent convergence of two figured 
approximants for two-dimensional continued fractions is investigated, namely, appro-
ximants obtained from problem of correspondence for two-dimensional continued 
fractions to some double power series and from problem of equivalence for two two-
dimensional continued fractions. Some sufficient conditions under which these two 
approximants will converge to same limit are obtained. 
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