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УДК 539.3 
 
Ю. С. Процеров 
 
ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ ПОЛОГО 
ЦИЛИНДРА КОНЕЧНОЙ ДЛИНЫ С УЧЕТОМ СОБСТВЕННОГО ВЕСА 
 

Рассматривается полый упругий цилиндр конечной длины под действием 
собственного веса и осесимметричной нормальной нагрузки, приложенной к 
верхнему основанию. Нижнее основание цилиндра неподвижно закреплено. 
Внутренняя цилиндрическая поверхность находится в условиях скользящей 
заделки, а внешняя поверхность неподвижно закреплена. Задача сведена к 
интегральному уравнению І-го рода относительно нормального напряжения 
на защемленной боковой поверхности. Выявлен характер особенности иско-
мой функции и предложен эффективный алгоритм решения полученного 
уравнения с использованием разложения искомой функции в ряд по много-
членам Якоби. Приведены результаты вычислений нормального напряжения 
на боковых поверхностях цилиндра, которые показывают, что в случае 
защемления влияние собственного веса цилиндра значительно меньше, чем в 
случае скользящей заделки. 

 
Введение. Упругие цилиндры конечной длины, сплошные и полые, яв-

ляются одними из самых распространенных типов тел, используемых в 
практике расчета воздействия нагрузок на элементы конструкций. Иссле-
дованию напряженного состояния таких тел посвящен широкий круг пуб-
ликаций, обзор которых содержится в докладе [1] и в монографии [6]. Наи-
более распространенным подходом при решении такого типа задач состоит 
в построении решений уравнений равновесия в виде разложений в ряды 
Фурье – Бесселя [3, 13, 16, 21, 22]. Удовлетворение краевым условиям при-
водит к бесконечным системам линейных алгебраических уравнений отно-
сительно коэффициентов этих разложений. В некоторых случаях удается 
построить точное решение [4, 19]. Большое число работ посвящено термо-
упругим напряжениям в цилиндрах [7, 17, 23], в том числе и анизатропных 
[15, 18]. Исследованию напряженного состояния в полых цилиндрах с не-
круговым сечением посвящена работа [5]. Однако во всех публикациях не 
учитывается действие объемных сил в виде собственного веса материала 
цилиндра, что приводит к необходимости решения неоднородных урав-
нений Ламе. Исключение составляют работа [14], где дается численное ре-
шение задачи о напряженном состоянии полого цилиндра, и работа [20], в 
которой исследуется напряженно-деформируемое состояние трансвер-
сально-изотропного цилиндра под влиянием собственного веса. Аналити-
ческий путь решения таких задач намечен в работе [9] и реализован для 
сплошного цилиндра с защемленной боковой поверхностью в работе [10]. 

Целью данной работы является определение полей смещений и напря-
жений в полом упругом цилиндре под действием осесимметричной нагруз-
ки и с учетом собственного веса цилиндра. Внутренняя цилиндрическая по-
верхность находится в условиях скользящей заделки, а внешняя цилиндри-
ческая поверхность защемлена. Задача сведена к сингулярному интеграль-
ному уравнению первого рода относительно неизвестного нормального на-
пряжения на защемленной цилиндрической поверхности. Выявление харак-
тера особенности неизвестной функции позволяет разыскивать ее в виде 
ряда по многочленам Якоби. Последующая ортогонализация по этой систе-
ме многочленов сводит задачу к бесконечной системе линейных алгебраи-
ческих уравнений І–го рода. 

Постановка задачи. Рассматривается осесимметричная задача для по-
лого упругого цилиндра, заданного в цилиндрической системе координат 
соотношениями 0 1a r a≤ ≤ , − π ≤ ϕ ≤ π , 0 z h≤ ≤ . Нижнее основание ци-

линдра 0z =  защемлено, а к верхнему основанию z h=  приложена осе-
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симметричная нормальная нагрузка интенсивностью ( )p r . Боковая поверх-

ность 0r à=  цилиндра находится в условиях скользящей заделки (гладкого 

контакта), а боковая поверхность 1r à=  защемлена. В безразмерных коор-

динатах 
1

1ra−ρ = , 1zh−ξ =  смещения 1( , ) ( , )ru u a hρ ξ = ρ ξ , 1( , ) ( , )zw u a hρ ξ = ρ ξ  

должны удовлетворять осесимметричным уравнениям Ламе с объемными 
силами в виде собственного веса: 

 
2 2

2
2 2

1 1 1 2 0
1 1

u u wu+ ∂ ∂ ∂ α ∂  ρ − + α + =  − ρ ∂ρ ∂ρ − ∂ρ∂ξ  ρ ∂ξ
æ
æ æ

, 

 
22

2 1
2

( 1)2 1 1 1 2
1 1 ( 1)

au w w
G

γ −α ∂ ∂ − ∂ ∂ ∂   ρ + ρ + α =   + ρ ∂ρ ∂ξ + ρ ∂ρ ∂ρ +    ∂ξ

ææ
æ æ æ

, (1) 

где 3 4= − µæ , µ  – коэффициент Пуассона, G  – модуль сдвига, γ  – удель-

ный вес материала цилиндра, а 1
1a h−α = . 

Напряжения  

1 1 1( , ) ( , ),    ( , ) ( , ),    ( , )r z rza h a h a hρ ξ ρξσ ρ ξ = σ ρ ξ σ ρ ξ = σ ρ ξ τ = τ ρ ξ   

связаны со смещениями формулами 

 
1

1
4

1( 1) ( )

u w u
G

wa u

ρ

ξ

∂ ∂    α +σ  µ     ∂ρ ∂ξ ρ= µ +      σ ∂ ∂−  α ρ    ∂ξ ρ ∂ρ    
æ

, 

 
1

G u w
aρξ

∂ ∂ τ = α + ∂ξ ∂ρ 
, 

где 1 1(1 ) ( 1)(3 )− −µ = − µ µ = + −æ æ . 
Краевые условия на нижнем и верхнем основаниях цилиндра будут 

следующими: 

 0 00,       0u wξ= ξ== = , (2) 

 1

1 1

( 1)1 ( ) ( ),   0
4

aw u wu P
Gξ= ξ=

−∂ ∂ ∂ ∂   ρ + αµ = − ρ α + =   ρ ∂ρ ∂ξ µ ∂ξ ∂ρ   
æ

. (3) 

Здесь 1( ) ( )P ð àρ = ρ . 

Краевые условия на боковых поверхностях цилиндра имеют вид 

 1 10,       0u wρ= ρ== = , 

 0,        0b b
u ρξρ= ρ=

= τ = . (4) 

Отсюда следует, что 

 0
b

w

ρ=

∂ =
∂ρ

, (5) 

где 

 1
0 1 1b a a−= < . 

Сведение задачи к интегральному уравнению. Для приведения по-
ставленной задачи к одномерной воспользуемся следующим интегральным 
преобразованием Ханкеля: 

 
1

1
1 2

1 1

( , )
( ) ( , ) ( , ) ,     ( , ) ( )

( , )

k
k k k

kb k

X
u u X d u u

X

∞

=

ρ λ
ξ = ρ ξ ρ λ ρ ρ ρ ξ = ξ

ρ λ
∑∫ , 
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1

0
0 2

1 0

( , )
( ) ( , ) ( , ) ,      ( , ) ( )

( , )

k
k k k

kb k

X
w w X d w w

X

∞

=

ρ λ
ξ = ρ ξ ρ λ ρ ρ ρ ξ = ξ

ρ λ
∑∫ , (6) 

где 

 1 1 0 1 0( , ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k kX J N N Jρ λ = ρλ λ − ρλ λ , 

 0 0 0 0 0( , ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k kX J N N Jρ λ = ρλ λ − ρλ λ , 

 
2 2

22 1 0
1 0 2 2 2

1

( ) ( )2( , ) ( , )
( )

k k
k k

k k

J b J
X X

J b

λ − λ
ρ λ = ρ λ =

π λ λ
, 

kλ  – положительные корни уравнения 

 1 0 1 0( ) ( ) ( ) ( ) 0J b N N b Jλ λ − λ λ = . (7) 

Здесь ( )mJ z  и ( )mN z  – функции Бесселя и Неймана соответственно. 

Применив интегральное преобразование (6) к системе уравнения Ламе 
(1) и краевым условиям (2) и (3) (краевые условия (4) и (5) будут при этом 
частично удовлетворены за счет способа определения собственных чисел 
как корней уравнения (7)), приходим к одномерной краевой задаче 

 2
2

21 2( ) ( ) ( ) ( )
1 1

k
k k k k

k

hu u w
G

µ+′′ ′ξ − µ ξ − ξ = − χ ξ
− − πα µ

æ
æ æ

, 

 
2
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k
k k k k

k

h
u w w

G

µ γ −−′ ′′ξ + ξ − µ ξ = < ξ <
+ + πα + µ

ææ
æ æ æ

, (8) 

 (0) 0,       (0) 0k ku w= = , 

 
( 1)

(1) (1) ,      (1) (1) 0
4k k k k k k k

h
u w P u w

G
−′ ′µ + µ = − − µ =
µ

æ
, (9) 

где 1
k kµ = λ

α
, 

1

0( ) ( , )k k
b

P P Y d= ρ ρ λ ρ ρ∫ , а 
1

1 1

( 1)
( )

( 1)
G u
aρ ρ=

ρ=

+ ∂χ ξ = σ = ⋅
− ∂ρ

æ
æ

 – 

неизвестная функция. 
Общее решение однородной системы (8) найдем по схеме работы [8]. За-

пишем однородную систему, соответствующую системе (8), в векторном виде: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0k k k kL ′′ ′ξ = ξ + ξ + ξ =y Iy By Cy[ ] , (10) 

где 

 

2
0( ) 1( ) ,         

( ) 2
0

1

k

k
k

k k

u

w

µ − ξ  −ξ = =   ξ µ   
 +

y B æ

æ

, 

 

2

2

1 0 1 01 ,         
1 0 10
1

k

k

+ − µ   −= =   −   − µ +

C I

æ
æ

æ
æ

. 

Для получения решения векторного уравнения (10) следует решить 
однородное матричное уравнение  

( ) 0,    0 1L ξ = < ξ <Y[ ] ,  

где ( )ξY  – матрица второго порядка. Решение матричного уравнения 

строим в виде ( ) seξξ =Y I , где s  – комплексный параметр. Учитывая, что 

( )s sL e s eξ ξ=I M[ ] , где  
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2 2

2

2 2

21
1 1( )

2 1
1 1

k
k

k
k

s
s s s

s

µ −− µ − + −= + + =  µ − − µ + +

M I B C

æ
æ æ

æ
æ æ

, 

решением матричного уравнения будет матрица 

 11( ) ( )
2

s

c

s e ds
i

− ξξ =
π ∫Y MÑ , 

где c  – замкнутый контур, охватывающий полюсы обратной матрицы 

 

2 2

1
2 2 2

2 2

21
1 1 1( )

2 1
1 1

k
k

kk
k

s
s

s s

−

µ −− µ + −=  µ +− µ  − − µ + −

M

æ
æ æ

æ
æ æ

( )
. 

Рассматривая замкнутые контуры c± , охватывающие полюсы второго 

порядка ks = ± µ  соответственно, при помощи теоремы о вычетах получим 

два линейно независимых решения матричного уравнения: 

 
( 1) 11( )

2
1 ( 1)

k

k

k

k

k

eµ ξ+

+ µ ξ ξ 
 + µ −

ξ =  − µ ξξ − + − µ 

Y

æ
æ æ

æ
æ æ
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( 1) 11( )

2
1 ( 1)

k

k

k

k

k

e−µ ξ−

− µ ξ ξ − − + µ −
ξ =  + µ ξξ − + − µ 

Y

æ
æ æ

æ
æ æ

. 

 Общее решение однородного векторного уравнения (10) будет опреде-
ляться формулой 

 1 3

2 4

( )
( ) ( ) ( )

( )
k

k
k

u C C
v C C

+ −ξ     ξ = = ξ + ξ    ξ     
y Y Y , (11) 

где kC , 1, , 4k = … , – произвольные постоянные. 

Для нахождения частного решения неоднородной системы (8) следует 
построить матрицу Грина, однако краевые условия (9) сильно затрудняют 
такие построения. Поэтому поступим следующим образом. Заменим крае-
вые условия (9) на однородные краевые условия гладкого контакта на обоих 
основаниях цилиндра (выполнимость условий (9) обеспечим далее за счет 
выбора постоянных kC ): 

 (0) 0,     (0) 0,     (1) 0,     (1) 0k k k ku w u w′ ′= = = = . (12) 

Запишем вспомогательную краевую задачу (8), (12) в векторном виде 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),      0 1k k k k kL ′′ ′ξ = ⋅ ξ + ⋅ ξ + ⋅ ξ = ξ < ξ <y I y B y C y f[ ] , 

 0 0 0(0) (0) 0k k kU ′= + =y A y B y[ ] , 

 1 0 0(1) (1) 0k k kU ′= + =y A y B y[ ] , (13) 

где ( )k ξy , B  и C  – те же, что и в формуле (10), а 

 
(1)

0 0 (2)

( )0 0 1 0
,      ,     ( )

0 1 0 0
k

k
k

f

f

 ξ   = = ξ =          
A B f , 
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2

(1) (2)
2 2 2

2 ( 1)2( ) ( ),       
( 1)

k k
k k

hhf f
G G

γ −
ξ = − χ ξ = −

πα µ πα + µ
æ

æ
. 

Для построения билинейного разложения матрицы Грина вспомо-
гательной краевой задачи (13) введем матричное интегральное преобра-
зование 

 
1

0

( , ) ( )kn
kn n k

kn

u
d

w
 = = ξ α ξ ξ 
  ∫y yH  

с ядром 

 
cos 0

( , ) ,      
0 sin

n
n n

n
n

α ξ ξ α = α = π α ξ 
H . 

Применим это преобразование к краевой задаче (13) (при этом краевые 
условия (12) будут удовлетворены). Тогда получим 

 0 ( )n kn knα ⋅ = −M y f , 

где 

 

2 2

0
2 2

21
1 1( )

2 1
1 1

n k
n k

n
n k

n k

α µ +α + µ − −α =  α µ − α + µ + +

M

æ
æ æ

æ
æ æ

. 

При 1,2,n = …  отсюда имеем 1
0 ( )kn n kn
−= − α ⋅y M f , где 

 

2 2

1
0 2 2 2

2 2

21
1 1 1( )

2 1
1 1

n k
n k

n
n kn k

n k

−

α µ −α + µ − + −α =  α µ +α + µ  − α + µ + −

M

æ
æ æ

æ
æ æ

( )
. 

При 0n =  имеем 
(1)

0 0
0 0 02

1 1 ,     
0 1 0
k k

k k k
k

u f − = = − =   +  µ  
y f fæ

æ
. 

Воспользовавшись теперь формулой обращения 

 0
1

( ) 2 ( , )k k n kn
n

∞

=

ξ = + ξ α∑y y yH , 

запишем частное решение неоднородной системы: 

 
1

0

( ) ( , ) ( )k kt t dtξ = ξ∫y G f . (14) 

Здесь матрица Грина ( , )tξG  имеет вид 

 
11 12

2 2 2 2
1 21 22

( , ) ( , )1 01 1 1( , ) 2
1 ( , ) ( , )0 0 nk n k

G t G t
t

G t G t

∞

=

ξ ξ  −ξ = − −     + µ α + µ ξ ξ   
∑G æ

æ ( )
, 

где 

 2 2
11

1( , ) cos cos
1n k n nG t t− ξ = α + µ α ξ α + 

æ
æ

, 

 12

2
( , ) cos sin

1
n k

n nG t t
α µ

ξ = − α ξ α
−æ

, 

 21

2
( , ) sin cos

1
n k

n nG t t
α µ

ξ = − α ξ α
+æ

, 

 2 2
22

1( , ) sin sin
1n k n nG t t+ ξ = α + µ α ξ α − 

æ
æ

. 
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Теперь решение краевой задачи (8), (9) можно записать в виде суммы 
решений (11) и (14). Входящие в нее постоянные kC , 1, , 4k = … , определим 

из краевых условий (9). Таким образом, будут найдены трансформанты 
смещений. В силу громоздкости полученных формул приведем только одну 
из них 

 
1

(1) (2)

0

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

k
k k k k k k

hP
u t t

G
ξ = ξ + ξ Φ + ξ Φ −+ ∫A A M

æ
 

 
(2)

(1) (1) 31 2( , ) ( ) th ( )
2 1 2 sh

k k
k k k

k k

f
t f t dt

µ +  − ψ ξ + ξ − −  − µ µ  
A

æ
æ

 

 
(2)

(1)
2
1 1( ) ( )

sh 1
k

k k
k kk

f − ξ − + ξ µ µ − µ
M S

æ
, 

где 

 1( ) 2 ch ( 1) sh ch shk k k k k k k
k

−   ξ = ∆ µ µ − − µ ξ µ ξ + µ ξ −  µ 
A ææ( )  

 2 sh ( 1) ch shk k k k
− µ µ + + µ ξ µ ξ

æ( ) , 

 2 21 4 2 ch2k k k∆ = + + µ + µæ æ , 

 1( ) 2 ( ch2 ) sh 2 (2 sh2 ) chk k k k k k k k k
−ξ = ∆ µ + µ ξ µ ξ − µ µ + µ ξ µ ξ −M æ[  

 2 22 (2 sh2 ) sh (4 1 2 ch 2 ) chk k k k k k− µ + µ µ ξ + µ + + + µ µ ξæ æ æ ] , 

 (1) 1( ) ( 1) ch 2 sh 2 cth ch
shk k k k k k k

k
t t t t tΦ = − µ + µ µ − µ µ µ

µ
æ[ ] , 

 (2) ch1( ) ch (1 ) sh (1 )
sh sh

k
k k k

k k k

t
t t t t

µ Φ = µ − − µ − − µ µ µ 
æ , 

 (1) 1( , ) ch 1 ch (1 )
shk k k

k k
t t tψ ξ = µ − ξ − + µ − ξ − −µ µ

æ ( ( ) )  

 sh 1 ( ) sh (1 )k kt t t t− ξ − µ − ξ − − ξ + µ − ξ − −( )  

 
ch ( ) ch ( )

sh
k k

k

t tµ ξ − + µ ξ + − µ 
, 

 (1)
2

1( ) ch (1 ) ch sh (1 )
sh

k k k k k
k k

ξ = µ − ξ − µ ξ + µ ξ µ − ξ +µ µ
S  

 
ch ch (1 )

(1 ) sh
sh

k k
k k k

k

µ ξ − µ + ξ + µ + ξ µ ξ + µ µ 
. 

Далее следует воспользоваться формулами обращения (6). В выраже-
ния для найденных смещений входит неизвестная функция ( )χ ξ . Для её 
определения воспользуемся оставшимся первым из краевых условий (4) на 
боковой поверхности цилиндра 1ρ = : 

 1 2
1

( )
0

1
k k

k k

u
u

q

∞

ρ=
=

λ ξ
= π =

−
∑ , 

где 0

1

( )

( )
k

k
k

J
q

J b

λ
=

λ
. 
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 В результате приходим к интегральному уравнению I-го рода 

 
1

( ) ( )
1 2

0

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ),       0 1pR t R t t dt F F γξ + ξ χ = ξ + ξ < ξ <∫ [ ] , (15) 

где 

 (1) (2)
1 2

1

1( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

k k k k
k k

R t t t
q

∞

=

ξ = ξ Φ + ξ Φ
−

∑ A M[ ] , 

 (1)
2 2

1

1 1( , ) ( , )
2 1

k
k k

R t t
q

∞

=

ξ = − ψ ξ
−

∑ , 

 ( ) 2
2

1

( ) 2 (1 ) ( )
1

p k k
k

k k

P
F

q

∞

=

µ
ξ = πα − µ ξ

−
∑ A , 

 ( )
2

1

1 3 2( ) th ( )
2 sh(1 )
k

k
k kk k k

F h
q

∞
γ

=

µ  + ξ = γ ξ − −   µ µ µ − 
∑ A æ  

 (1)
2
1 1( ) ( )

shk k
k kk

 − ξ − + ξ  µ µ µ 
M S . 

Анализ ядер ( , )kR tξ  интегрального уравнения (15) показывает, что 

входящие в них ряды наряду с экспоненциально убывающими слагаемыми 

(при kµ → ∞ ) содержат слагаемые вида 1 k t

k
e−µ ξ−

µ
 и (2 )1 k t

k
e−µ −ξ−

µ
, откуда 

следует, что они имеют логарифмические особенности при tζ =  и 1tζ = = . 

Правая часть ( ) ( )F γ ξ  представляет из себя сходящийся при 0,1ξ ∈ [ ]  ряд, а 

ряд для ( ) ( )ðF ξ  сходится, если трансформанта внешней нагрузки kP =  
1

kO − −ε= µ( ) , где 0ε > . 

Решение интегрального уравнения. Найдем характер особенностей 
искомой функции ( )χ ξ  в интегральном уравнении (15) на концах промежут-

ка 0,1[ ] , учитывая, что ( )χ ξ  – нормальное напряжение ρσ  на защемленной 

цилиндрической поверхности 1ρ = . Пренебрегая кривизной цилиндра, 
можно интерпретировать данную задачу, как задачу для клина с углом при 
вершине 2π/ , на гранях которого заданы краевые условия разных видов. 

При 1ξ =  имеем ситуацию «защемление/загруженный край». Тогда соглас-
но [12] напряжение имеет степенную особенность порядка 0.205β = −  при 

1 4µ = /  и 0.310β = −  при 1 3µ = / . При 0ξ =  имеем ситуацию «защемле-
ние/защемление» и, как показано в той же работе [12], напряжение в этом 
случае особенности не имеет. 

Выявленный характер особенности у неизвестной функции ( )χ ξ  требу-
ет искать решение интегрального уравнения (15) в виде ряда по многочле-
нам Якоби 

 (0, )

0

( ) (1 ) (1 2 )m m
m

P
∞

β β

=

χ ξ = − ξ χ − ξ∑ , 

где mχ  – неизвестные пока коэффициенты. 

Подставим это представление в интегральное уравнение (15) и прове-
дем ортогонализацию полученного выражения по системе многочленов 
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(0, ) (1 2 )sP β − ξ{ } . Для этого умножим обе части (15) на (0, ) (1 2 )sP β − ξ  и проин-

тегрируем по ξ  от 0  до 1 . В результате приходим к бесконечной системе 
линейных алгебраических уравнений I-го рода 

 (1) (2) ( ) ( )

0

,      0,1,p
sm sm m s s

m

F F s
∞

γ

=

+ χ = + =∑ A A …( ) , (16) 

где 

 
1 1

( ) (0, ) (0, )

0 0

(1 2 ) ( , )(1 ) (1 2 ) ,     1,2i
sm s i mP d R t t P t dt iβ β β= − ξ ξ ξ − − =∫ ∫A , 

 
1 1

( ) ( ) (0, ) ( ) ( ) (0, )

0 0

( ) (1 2 ) ,      ( ) (1 2 )p p
s s s sF F P d F F P dβ γ γ β= ξ − ξ ξ = ξ − ξ ξ∫ ∫ . 

Остановимся на вычислении коэффициентов и правых частей системы 
(16). Так как в ядре 1( , )R tξ  переменные ζ  и t  разделены, то при вычисле-

нии (1)
smA , ( )p

sF  и ( )
sF γ  возникнут интегралы следующего вида ( 1 2 )x = − ξ : 

 
1

( ) (1 ) (0, )

1

( , ) (1 ) ( )i i p x
p sp s x e P x dx− + β

−

= +∫J , 

 
1

( ) (1 ) (0, )

1

( , ) (1 ) ( ) ,      0,1i i p x
m sp s x e P x dx i− − β

−

= − =∫J . 

Эти интегралы можно вычислить в явном виде следующим образом. При 

помощи формул 10.8.16 из [2] представим (0, ) ( )sP xβ  в виде многочленов от 

1 x+  и 1 x−  соответственно. Далее, интегрируя по частям, получим, что 

 (0)
2

0

( ) ( 1)
( , ) ( )

( !)

s
j j

m j
j

s s
p s f p
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− + β +
= ∑J , 
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j j

m j
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s s
p s f p
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− + β +
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 (0)
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( ) ( 1)( 1)
( , ) ( 1) ( )

! !( 1)

s
j js s

p j
jj

s s
p s f p

s j=

− + β +β +
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β +∑J , 

 (1)
1

0

( ) ( 1)( 1)
( , ) 2( 1) ( )

! !( 1)

s
j js s

p j
jj

s s
p s f p

s j +
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− + β +β +
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где 

 2
0

1( ) 1 pf p e
p

−= −( ) , 

 2

1

! ( 1) ( 1)1( ) 1 ,    1,2,
(2 ) (2 )

j
p

j j i
i

j j j j i
f p e j

p p p
−

=

− − +  = − + =    ∑ … … . 

Интегралы по t  в (1)
smA  и двойной интеграл в (2)

smA  вычислялись чис-

ленно по формуле Гаусса. Корни kλ  уравнения (7) найдены при помощи 

пакета MatLab ( 1, ,6)k = …  и асимптотической формулы [11] при 7k ≥ : 

 
3 2 2

3 3 3

(2 1) (25 63)(1 ) 6 (1 )( 3)3
2(1 ) 4 (2 1) 48 (2 1)

k
k b b b b bb

b b k b k

π − + − + − ++λ + −
− π − π −

∼ . 
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Вычисления проведены для стального цилиндра с такими механи-
ческими и геометрическими параметрами: 0.25µ =  210E =  ГПа, γ =  

47.65 10= ⋅ Н/м3, 0 1à = м, 1 2à = м, 610P∗ = Н/м3) для равномерно распреде-

ленной внешней нагрузки ( ) constP P∗ρ = = , для которой 
2 2

2
k

k

PP
∗

=
πα µ

. 

На рис. 1 приведены зависимости напряжений 
1P

ρ∗ ρ=
σ = σ1  от коорди-

наты /z hξ =  для 4h = м и 8h = м. Сплошная линия соответствует случаю 
без учета веса, штриховая – с учетом веса. 

 
Рис. 1 

Из рисунка видно, что на защемленной цилиндрической поверхности 
1ρ =  при приближении к точке 1ξ =  напряжения становятся положитель-

ными и неограниченно возрастают. 
Выводы. Предложенный метод позволяет получить эффективное при-

ближенное решение для полого цилиндра в случае, когда внешняя цилинд-
рическая поверхность защемлена, а внутренняя находится в условии глад-
кого контакта. 

Влияние собственного веса цилиндра существенно сказывается на 
напряженном состоянии в нем в случае условий гладкого контакта на бо-
ковых поверхностях, в то время как оно незначительно для случая защем-
ления. 
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ОСЕСИМЕТРИЧНА ЗАДАЧА ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ ДЛЯ ПОРОЖНИСТОГО ЦИЛІНДРА 
СКІНЧЕННОЇ ДОВЖИНИ З УРАХУВАННЯМ ВЛАСНОЇ ВАГИ 
 
Розглядається порожнистий пружний циліндр скінченної довжини під дією влас-
ної ваги та осесиметричного нормального навантаження, прикладеного до верх-
ньої основи. Нижня основа циліндра нерухомо защемлена. Внутрішня циліндрична 
поверхня перебуває в умовах ковзного закріплення, а зовнішня нерухомо защемле-
на. Задача зведена до інтегрального рівняння І-го роду стосовно нормального на-
пруження на защемленій бічній поверхні. Встановлено характер особливості 
шуканої функції і запропоновано ефективний алгоритм розв’язання отриманого 
рівняння з використанням розвинення шуканої функції у ряд за поліномами 
Якобі. Наведено результати обчислень нормального напруження на бічних поверх-
нях циліндра, які свідчать, що у випадку защемлення вплив власної ваги циліндра 
є значно меншим, ніж у випадку ковзного закріплення. 
 
AXISYMMETRIC ELASTICITY PROBLEM FOR A HOLLOW CYLINDER OF FINITE LENGTH WITH 
REGARD FOR ITS WEIGHT 
 
A hollow elastic finite cylinder under its weight is considered. To the upper base of 
cylinder the axisymmetric normal load is applied, and its lower base is fixed. The 
internal cylindrical surface is under the conditions of the sliding fixing, and the 
external surface is immovably fixed. The problem is reduced to the integral singular 
equation of first kind with respect to the unknown normal stress on the fixed lateral 
surface. The character of singularitiy of the unknown function are established and the 
effective algorithm for solving the obtained equation is proposed. This algorithm is 
based on the expansion of the unknown function in the form of a series in Jacobi 
polynomials. The presented results of calculation of normal stress on the lateral surfaces 
of cylinder evidence that, in the case of the fixed lateral surface, the effect of the 
weight of the cylinder is much smaller than in the case of the conditions of sliding 
fixing. 
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