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УДК 539.3 
 
Р. І. Тучапський 
 
РІВНЯННЯ ТОНКИХ АНІЗОТРОПНИХ ПРУЖНИХ ОБОЛОНОК ОБЕРТАННЯ 
МЕТОДУ {m,n}-АПРОКСИМАЦІЇ 
 

Побудовано систему диференціальних рівнянь, що описують пружну дефор-
мацію тонких анізотропних оболонок обертання, розв’язаних відносно час-
тинних похідних першого порядку відносно координати по меридіану. 
Рівняння отримано за допомогою методу ,m n{ } -апроксимації. Наближення 

невідомих функцій узгоджуються із силовими граничними умовами на лицьо-
вих поверхнях. 

 
Вступ. У працях [15–17] розроблено метод побудови різних варіантів 

теорії тонких анізотропних пружних оболонок, відомий під назвою методу 
,m n{ } -апроксимації (де m  – порядок наближень тангенціальних перемі-

щень, n  – порядок наближення поперечного переміщення). У його основі – 
апроксимація переміщень і напружень рядами за поліномами Лежандра із 
задоволенням граничних умов для напружень на лицьових поверхнях обо-
лонки. На цих ідеях ґрунтуються дослідження [2, 3, 10–14] та ін. 

Відмінну від указаної методику зведення тривимірних рівнянь теорії 
пружності до двовимірних рівнянь пружного шару, засновану на викорис-
танні поліномів Лежандра, викладено в праці [1]. 

Ще один метод побудови різних варіантів теорії тонких пологих ізо-
тропних оболонок, заснований на застосуванні поліномів Лежандра, запро-
понував І. Н. Векуа [4]. На його ідеях ґрунтуються праці [20–23] та ін. 

Багато конструкцій сучасної техніки містять тонкі оболонки обертання, що 
мають природні або конструктивні анізотропні властивості. 

Для розв’язування задач про напружено-деформований стан тонких 
оболонок обертання на основі теорій Кірхгофа–Лява, типу Тимошенка тощо, 
давно й успішно використовують підхід на основі методу ортогональної про-
гонки С. К. Годунова [5–8]. 

Послідовність обчислень при цьому виглядає так: 1) отримують з ви-
хідних рівнянь оболонок обертання систему диференціальних рівнянь, 
розв’язаних відносно частинних похідних першого порядку відносно коор-
динати по меридіану, виражаючи при цьому всі невідомі функції, що в них 
входять, через компоненти вектора розв’язків і частинні похідні відносно 
координати по колу від них; 2) зводять цю систему до нормальної системи 
звичайних диференціальних рівнянь, яку розв’язують за допомогою методу 
ортогональної прогонки С. К. Годунова. 

Узагальнення цього алгоритму на нові класи задач, що виникають у 
рамках теорії оболонок обертання методу ,m n{ } -апроксимації, таких як 
задачі про напружено-деформований стан оболонки обертання під дією 
швидкозмінного за просторовими координатами навантаження, поміщеної в 
пружне середовище оболонки обертання тощо, несе безумовний інтерес, але 
наштовхується на значні труднощі, зумовлені складністю структури рів-
нянь методу ,m n{ } -апроксимації за великих m  і n . Особливо складну за-

дачу представляє реалізація першого етапу, на якому необхідно розв’язати 
системи лінійних алгебраїчних рівнянь високої розмірності. Вирішенню вка-
заної задачі присвячена ця стаття. Більшість отриманих результатів можна 
використати в рамках теорій [1, 4]. 

1. Розвинення функцій у ряди за поліномами Лежандра відносно 
поперечної координати. Розглянемо тонку оболонку обертання. Припус-
тимо, що вона має серединну поверхню S , утворену обертанням достатньо 
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гладкого меридіана навколо осі z  правої циліндричної системи координат 
r , θ , z , і граничний зріз, твірні якого спрямовані по нормалях до S . За 
криволінійні координати на S  виберемо координату по меридіану s  і коор-
динату по колу θ . Поперечну координату 3x  відраховуватимемо в бік зро-

стання зовнішньої нормалі до S , напрямок якої вибиратимемо так, щоб 
координати s , θ , 3x  утворювали ліву систему координат. Координата θ  

для всіх згаданих систем координат є спільною. Нехай h  – півтовщина 

оболонки; ϕ  – кут між віссю z  і дотичною до меридіана; sR
s

∂ϕ= −
∂

, 

θ =
ϕcos

rR  і Γ  – головні радіуси кривини й граничний контур поверхні S ; 

−S  і +S  – лицьові поверхні оболонки; su , θu , 3u  – фізичні компоненти 

вектора переміщень; sse , θse , θθe , 3se , θ3e , 33e  – фізичні компоненти 

тензора деформації; σss , θσs , θθσ , σ 3s , θσ 3 , σ33  – фізичні компоненти 

тензора напружень; sF , θF , 3F  – фізичні компоненти вектора масових сил, 

віднесені до одиниці об’єму; −
3sP , −

θ3P , −
33P  – напруження σ 3s , θσ 3 , σ33  

відповідно на поверхні −S , а +
3sP , +

θ3P , +
33P  – на поверхні +S . Рівняння 

поверхонь −S  і +S  виражають рівності = −3x h  і =3x h  відповідно. Вважа-

тимемо, що = consth . Припустимо, що оболонка володіє криволінійною 
анізотропією, підпорядковується узагальненому закону Гука й у кожній її 
точці є площина пружної симетрії, перпендикулярна до координати 3x . 

Позначимо через 11A , 12A , 13A , 16A , 22A , 23A , 26A , 33A , 36A , 44A , 45A , 

55A , 66A  матричні компоненти тензора пружної жорсткості матеріалу й 

через 44B , =45 54B B , 55B  – матричні компоненти тензора поперечної зсув-

ної пружної піддатливості матеріалу. Приймемо, що вони від 3x  не зале-
жать. Зазначимо, що компоненти всіх згаданих векторів і тензорів відне-
сено до системи координат s , θ , 3x . 

Припустимо, що функції su , θu , 3u , sse , θse , θθe , 3se , θ3e , 33e , σss , 

θσs , θθσ , σ 3s , θσ 3 , σ33 , sF , θF , 3F  достатньо гладкі і їх відносно скалярної 

координати 3x  можна розвивати в ряди за поліномами Лежандра ( )ζkP  [4, 

15, 19, 20], де ζ = 3x
h

. 

У розвиненні тангенціальних компонент переміщень виділимо + 1m  член, 
а в розвиненні нормальної компоненти – + 1n  [15]: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )θ θ
=

= ζ∑
0

, ,
m

kk
s s k

k

u u u u P , ( ) ( )
=

= ζ∑3 3
0

n
k

k
k

u u P . (1) 

Коефіцієнти ( )k
su , ( )

θ
ku , >k m , і ( )

3
ku , >k n , узагалі кажучи, можуть 

бути й ненульовими. 
У працях [10, 12, 14, 17] розглядали випадок, коли ≤ + 1m n . Зупини-

мось на іншому важливому випадку, коли ≥ + 1m n . 
Маємо [4] 
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де 
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 ( ) ( ) ( ) ( )+ −+  = + − − 3 3
2 1 1

2
kmk k

s s s s
kD u D u v v

h
, ⇔ θs , = +…0, 1, , 1k m , 

 ( ) ( ) ( ) ( )+ −+  = + − − 3 3 33 3 3
2 1 1
2

kk n k kD u D u v v
h

, = +…0, 1, , 1k n , 

причому 
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∞
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1

1
k k

s s
k m

v u , ⇔ θs , ( ) ( )
∞

−

= +
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k k

k n

v u , 

 ( )
∞

+
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1

k
s s
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∞
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 ( ) ( ) ( ) ( )+

=

+  = − − ∑3
2 1 1 1

2

m
k pm k p

s s
p k

kD u u
h

, ⇔ θs , = −…0, 1, , 1k m ; 

 ( ) ( ) ( ) ( )+

=

+  = − − ∑3 3 3
2 1 1 1

2

n
k pn k p

p k

kD u u
h

, = −…0, 1, , 1k n ; 

 ( ) ( ) ( ) ( )+= =1
3 3 0m mm m

s sD u D u , ⇔ θs , ( ) ( ) ( ) ( )+= =1
3 3 3 3 0n n n nD u D u . 

 Тут і далі символ ⇔ θs  означає, що формулі, після якої він слідує, 
відповідають дві формули: другу отримують з першої круговою заміною 
індексів s  і θ . 

Подамо компоненти тензора деформації, тензора напружень і вектора 
масових сил наближеними формулами: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )θ θθ θ θθ
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, 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )θ θ
=
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0

2 1, ,
2

m
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s s k
k

kF F F F P
h

, ( ) ( )
=
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0

2 1
2

n
k

k
k

kF F P
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. (3) 

Відзначимо, що перші шість виразів (3) узгоджуються зі схемою побу-
дови апроксимаційних поліномів [15–17]. 

Функції ( )k
su , ( )

θ
ku , ( )

3
ku , = …0, 1,k , називатимемо узагальненими 

компонентами переміщень, функції ( )k
sse , ( )

θ
k

se , ( )
θθ
ke , = …0, 1, ,k m ; ( )

3
k

se , ( )
θ3
ke , 

= +…0, 1, , 1k m ; ( )
33
ke , = +…0, 1, , 1k n , – узагальненими компонентами 

деформації, функції ( )k
ssP , ( )

θ
k

sP , ( )
θθ
kP , = …0, 1, ,k m ; ( )

3
k

sP , ( )
θ3
kP , 

= +…0, 1, , 1k m ; ( )
33
kP , = +…0, 1, , 1k n , – узагальненими компонентами 

напружень, функції ( )k
sF , ( )

θ
kF , = …0, 1, ,k m ; ( )

3
kF , = …0, 1, ,k n , – узагаль-

неними компонентами масових сил [15]. Усі вони від 3x  не залежать. 
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Використовуючи формули (3), граничні умови на −S  і +S  запишемо так: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
+

− −
θθ

=

+− =∑
1

3 33 3
0

2 11 , ,
2

m
k k k

ss
k

k P P P P
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1

3333
0

2 11
2

n
k k
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k P P
h

, 

 ( ) ( )( ) ( )
+

+ +
θθ

=

+ =∑
1

3 33 3
0

2 1 , ,
2

m
k k

ss
k

k P P P P
h

,  ( )
+

+

=

+ =∑
1

3333
0

2 1
2

n
k

k

k P P
h

. (4) 

Рівняння оболонки, відповідні їм несуперечливі умови для граничного 
контуру поверхні S  та умови (4) отримаємо за варіаційним принципом 
Вашіцу [10, 14, 15, 18], унісши в нього формули (1)–(3) й знехтувавши вели-

чинами 3

s

x
R

 і 
θ

3x
R

 порівняно з 1. Із цих рівнянь випливають наведені нижче 

рівняння рівноваги, деформаційні й фізичні співвідношення. 
2. Система диференціальних рівнянь, розв’язаних відносно частин-

них похідних першого порядку відносно s. Уведемо позначення 
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∧
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~

k
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де 
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AhX P P
k A

, 

 ( )+ −
θθ +

 = ε + − +
23

1, 33 33
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AhX P P
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hX P P
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, = +…0, 1, , 1k n , 

причому 
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+ + +
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2 1
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m k k m
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m m
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 + + + − 
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k

n n
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Рівняння рівноваги оболонки мають вигляд 
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де 

 ( ) ( )
( ) ( )

+
+ + +

=

+ ′ε = − − ε =   + + + − 
∑1, 1,

0

11 1 1
2 2 2 2 1

k
k p

m k m p k m
p

k k

m m
,  

 = …1, 2, ,k m ; 

 ( ) ( )
( ) ( )

+
+ + +

=

+ ′ε = − − ε =   + + + − 
∑1, 1,

0

11 1 1
2 2 2 2 1

k
k p

n k n p k n
p

k k

n n
,  

 = …1, 2, ,k n . (8) 

Позначення (6) і (8) узято з праці [4]. 
Рівняння рівноваги (7) розв’язані відносно частинних похідних першого 

порядку відносно s  від функцій ( )
~

k
ssP , ( )

θ
~

k
sP , = +…0, 1, , 1k n ; ( )k

ssP , ( )
θ
k

sP , 

= + + …2, 3, ,k n n m ; ( )
3

~

k
sP , = …0, 1, ,k n . Доповнимо їх деформаційними 

співвідношеннями, розв’язаними відносно частинних похідних першого по-

рядку відносно s  від функцій ( )k
su , ( )

θ
ku , = …0, 1, ,k m ; ( )

3
ku , = …0, 1, ,k n : 

 
( )

( )
( )∂

= −
∂

3
kk

ks
ss

s

uu
e

s R
, = …0, 1, ,k n ; 

 
( )

( )∂
=

∂

k
ks

ss
u

e
s

, = + + …1, 2, ,k n n m ; 

 
( )

( )
( )

( )θ
θ θ

 ∂ ∂
= − − ϕ  ∂ ∂θ 

12 sin
k k

k ks
s

u u
e u

s r
, = …0, 1, ,k m ; 
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( )

( )
( )

( ) ( )+

∧ =

∂ +  = + − − − ∂ ∑3
3

2 12 1 1
2

k k m
k pk ps

ss
s p k

u u ke u
s R h

, = …0, 1, ,k n . (9) 

Таким чином, маємо систему диференціальних рівнянь (7) і (9), розв’я-
заних відносно частинних похідних першого порядку відносно s  від функ-

цій ( )
~

k
ssP , ( )

θ
~

k
sP , = +…0, 1, , 1k n ; ( )k

ssP , ( )
θ
k

sP , = + + …2, 3, ,k n n m ; ( )
3

~

k
sP , 

= …0, 1, ,k n ; ( )k
su , ( )

θ
ku , = …0, 1, ,k m ; ( )

3
ku , = …0, 1, ,k n . 

3. Вираження деяких невідомих функцій через компоненти вектора 

розв’язків і функції 
( )kuθ∂

∂θ
, = …0, 1, ,k m ; 

( )
3
ku∂

∂θ
, = …0, 1, ,k n . Уведемо 

вектор розв’язків: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 20 1 2

~ ~ ~ ~
, , , , , , , , , , , ,n n mn n m

ss ss ss ss s s s sY P P P P P P P P+ ++ +
θ θ θ θ

= 
… … … …  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 00
3 3 3 3

~ ~
, , , , , , , , , , , .n m nm

s ss sP P u u u u u uθ θ



… … … …  

Функції ( )k
sse , ( )

θ
k
se , ( )

θθ
ke , = …0, 1, ,k m ; ( )

∧ 3
k

se , ( )
θ∧ 3
ke , ( )

θ3
~

kP , 

= +…0, 1, , 1k m ; ( )
∧ 33

ke , ( )
θθ

~

kP , ( )
33

~

kP , = +…0, 1, , 1k n ; ( )
θθ
kP , 

= + + …2, 3, ,k n n m ; ( )
3

~

k
sP , = + + +…1, 2, , 1k n n m ; −

sv , −
θv , −

3v , +
sv , +

θv , +
3v  

виразимо через компоненти вектора Y  і функції 
( )kuθ∂

∂θ
, = …0, 1, ,k m ; 

( )
3
ku∂

∂θ
, = …0, 1, ,k n , або вкажемо, як це можна зробити. Перша група фор-

мул складається з деформаційних співвідношень, що залишились: 

 ( )
( )

( ) ( )θ
θθ

 ∂
 = + ϕ + ϕ

∂θ 
 

3
1 sin cos

k
k kk

s
u

e u u
r

, = …0, 1, ,k n ; 

 ( )
( )

( )θ
θθ

 ∂
 = + ϕ

∂θ 
 

1 sin
k

k k
s

u
e u

r
, = + + …1, 2, ,k n n m ; 

 ( )
( )

( ) ( )+

∧ =

+  = − + − − ∑3
2 1 1 1

2 4

k m
k pk ps

ss
s p k

u ke u
R h

, = + + −…1, 2, , 1k n n m ; 

 ( )
( )

∧
= −3 2

m
m s

s
s

u
e

R
, ( )+

∧
=1

3 0m
se ; 

 ( )
( )

( ) ( ) ( )+
θ θ θ∧ =

 ∂ +   = − ϕ + − − ∂θ 
 

∑3
3

1 2 1cos 1 1
2 4

k m
k pk k p

p k

u ke u u
r h

, = …0, 1, ,k n ; 

 ( ) ( ) ( ) ( )+
θ θ θ∧ =

ϕ +  = − + − − ∑3
cos 2 1 1 1
2 4

m
k pk k p

p k

ke u u
r h

, = + + −…1, 2, , 1k n n m ; 

 ( ) ( )
θ θ∧

ϕ= −3
cos
2

m me u
r

, ( )+
θ∧

=1
3 0me ; 
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 ( ) ( ) ( )+

∧ =

+  = − − ∑33 3
2 1 1 1
2

n
k pk p

p k

ke u
h

, = −…0, 1, , 1k n ; ( ) ( )+

∧ ∧
= =1

33 33 0n ne e . (10) 

Наведемо дві групи фізичних співвідношень, у лівих частинах яких 
фігурують компоненти вектора Y : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ 11 12 13 1633
~

2 2
2 1

k k kk k
ss ss s

hP A e A e A e A e
k θθ θ∧

= + + + −
+

 

( )
1

13
1,

33 0

1 1
n

k p
n k

p

A
A

+
+

+
=

 − ε + − × ∑  

( ) ( ) ( ) ( )( )}13 23 33 3633 2 ,p p pp
ss sA e A e A e A eθθ θ∧

× + + +  

 = +…0, 1, , 1k n ; 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )θθ θ= + +
+ 11 12 16

2 2
2 1

k kk k
ss ss s

hP A e A e A e
k

, = + + …2, 3, ,k n n m ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ 16 26 36 6633
~

2 2
2 1

k k k kk
sss s

hP A e A e A e A e
kθ θθ θ∧

= + + + −
+

 

( )
1

36
1,

33 0

1 1
n

k p
n k

p

A
A

+
+

+
=

 − ε + − × ∑  

( ) ( ) ( ) ( )( )}13 23 33 3633 2 ,p p pp
ss sA e A e A e A eθθ θ∧

× + + +  

 = +…0, 1, , 1k n ; 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )θ θθ θ= + +
+ 16 26 66

2 2
2 1

k k kk
sss s

hP A e A e A e
k

, = + + …2, 3, ,k n n m ; (11) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )+
+θ θ∧ ∧ ∧ ∧=

   = + − ε + − +  +   
∑55 45 1, 55 453 3 33 3

~ 0

4 1 1
2 1

m
k pk k k p p

m ks s s
p

hP A e A e A e A e
k

, 

 = …0, 1, ,k n . (12) 

Уведемо позначення: 

 =1i n , = −2 1i n , =3i n , = +4 1i n , якщо n  – парне, 

 = −1 1i n , =2i n , = +3 1i n , =4i n , якщо n  – непарне, 

 
 

=   
 

11 16

16 66
s

A A
C

A A
, 

 
′ =   

 

12 13

26 36
s

A A
C

A A
, 

 
 

=   
 

2
13 13 36

233 13 36 36

1
s

A A A
L

A A A A
, 

 
′ =   

 

13 23 13 33

33 23 36 33 36

1
s

A A A A
L

A A A A A
, 

 ( )
( )

( )
θ

 
 =
 
 2

k
ssk

s
k

s

e
e

e
, = …0, 1, ,k m , 

 ( )
( )

( )

θθ

∧

 
 ′ =  
 
 33

k

k
s k

e
e

e
, = −…0, 1, , 1k n ; ( )

( )
θθ

 
 ′ =
 
 0

k
k

s

e
e , = + …, 1, ,k n n m , 
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 ( )

( )

( )
θ

 
 

=  
 
 

~

~

k
ss

k
s

k
s

P

P
P

, = +…0, 1, , 1k n , 

  ( )
( )

( )
θ

 
 =
 
 

k
ssk

s
k

s

P
P

P
, = + + …2, 3, ,k n n m . 

Перепишемо співвідношення (11) у вигляді 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

1,
0

2 11 1
2

n
k pk p k

s s n k s s s
p

kC e L e P
h

+
+

+
=

+ − ε + − = − ∑  

( ) ( ) ( )
1

1,
0

1 1 , 0, 1, , 1;
n

k pk p
s s n k s s

p

C e L e k n
+

+
+

=

 ′ ′ ′ ′− + ε + − = + ∑ …  

 ( ) ( ) ( )+ ′ ′= −2 1
2

k k k
s s s s s

kC e P C e
h

, = + + …2, 3, ,k n n m . 

Звідси знаходимо 

 ( ) ( ){1 2 1
2

k k
s s s

ke C P
h

− += +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1,

0

1 1 1 2 1
2

j
j

i
i p p k

n k s s s s s s
p

L C L p P C e
h

− +
+

=

  ′ ′+ ε − + − + − + ∑  

( ) ( ) ( ) ( )1
1,

0

1 1 ,
j

j

i
i p p

n k s s s s s s s
p

L L C L C L e
− +

+
=

   ′ ′ ′ ′+ ε − − − + −     
∑  

 
( ) ( )− − − −

= + …
1 1 1 1

, 2, ,
2 2

j ji i

jk i , = 3, 4j , 

 ( ) ( ) ( )( )− + ′ ′= −1 2 1
2

k k k
s s s s s

ke C P C e
h

, = + + …2, 3, ,k n n m . (13) 

З (12) маємо 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,
3 3 3

~ ~55 1, 1 0

1 2 1 1 1 2 1
4 1 2

j
j

j

i
i pk k pm k

s s s
m i p

e k P p P
hA

++

∧ + + =

 ε  = + + + − + −  ′− ε  
∑  

( ) ( ) ( ) ( )1,45 45
33 3

55 1, 1 552

1 1 ,
1 2

j

j j

m
i pk p pm k

s
m i p i

A A
e e e

A A
++

θ θ∧ ∧ ∧+ + = +

ε   − + + − +  ′− ε  
∑  

 
( ) ( )1 1 1 1

, 2, , ,    1, 2
2 2

j ji i

jk i j
− − − −

= + =… .  (14) 

 Формули (13) і (14) мають смисл у написаному вигляді, якщо викону-
ються умови 

 ≠det 0sC , ( )− ≠det 0s sC L , (15) 

 +′− ε ≠1,1 2 0m n , якщо > 0n , 

 1, 11 2 0m n+ +′− ε ≠ , якщо 0n ≥ . (16) 

Умови (15) виконуються для криволінійно-ортотропної оболонки, у 
кожній точці якої є три площини пружної симетрії, перпендикулярні до 
координат s , θ , 3x . Умови (16) виконуються, якщо ≥ + 1m n . 
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Наведемо фізичні співвідношення, що залишились: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ 12 22 23 2633
~

2 2
2 1

k k k kk
ss s

hP A e A e A e A e
kθθ θθ θ∧

= + + + −
+

 

( )
1

23
1,

33 0

1 1
n

k p
n k

p

A
A

+
+

+
=

 − ε + − × ∑  

( ) ( ) ( ) ( )( )}13 23 33 3633 2 ,p p pp
ss sA e A e A e A eθθ θ∧

× + + +  

 = +…0, 1, , 1k n ; 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )θθ θθ θ= + +
+ 12 22 26

2 2
2 1

k k kk
ss s

hP A e A e A e
k

, = + + …2, 3, ,k n n m ; 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ 13 23 33 3633 33
~

2 2
2 1

k k k kk
ss s

hP A e A e A e A e
k θθ θ∧

= + + + −
+

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1

1, 13 23 33 3633
0

1 1 2 ,
n

k p p p pp
n k ss s

p

A e A e A e A e
+

+
+ θθ θ∧=

 − ε + − + + +   
∑  

 = +…0, 1, , 1k n ; 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )+
+θ θ∧ ∧ ∧ ∧=

   = + − ε + − +  +   
∑55 45 1, 55 453 3 33 3

~ 0

4 1 1
2 1

m
k pk k k p p

m ks s s
p

hP A e A e A e A e
k

, 

 = + + +…1, 2, , 1k n n m ; 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )+
+θ θ θ∧ ∧ ∧ ∧=

   = + − ε + − +  +   
∑45 44 1, 45 443 33 3 3

~ 0

4 1 1
2 1

m
k pk k k p p

m ks s
p

hP A e A e A e A e
k

, 

 = +…0, 1, , 1k m . (17) 

Переміщення лицьових поверхонь виразимо формулами 

 ( ) ( )− −

=
= − +∑

0

1
m

k k
s s s

k

u u v , ⇔ θs , ( ) ( )− −

=
= − +∑3 33

0

1
n

k k

k

u u v , 

 ( )+ +

=
= +∑

0

m
k

s s s
k

u u v , ⇔ θs , ( )+ +

=
= +∑3 33

0

n
k

k

u u v , 

де 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ 1

55 3 45 3
2 1

1 2 3
m

s s
hv B P B P

m m m
+− + +

θ= − + −
+ + +

 

( ) ( )55 3 45 32 sm B P B P− −
θ− + + −  

( ) ( ) ( ) ( )1
3

0

2 1 1 2 ,
m

k k m k
s

k

m e
+ +

∧=

 − − − − +   
∑  

 ⇔ θs , ⇔4 5 , 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ 1

3 33 33
33

2 1 2
1 2 3

nhv P n P
n n n A

+− + −= − − + −
+ + +

 

( ) ( ) ( )
1

1

0

1 1 2
n

k k n

k

n
+

+ +

=

 − − − − + × ∑  

( ) ( ) ( ) ( )( )}13 23 33 3633 2 ,k k kk
ss sA e A e A e A eθθ θ∧

× + + +  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ 55 3 45 3

2 2
1 2 3s s

hv m B P B P
m m m

+ + +
θ= + + −

+ + +
 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1
55 3 45 3 3

0

1 2 2 1 ,
m

m k m k
s s

k

B P B P m e
+ + +− −

θ
∧=

 − − + − + − −   
∑  

 ⇔ θs , ⇔4 5 , 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ 1

3 33 33
33

2 2 1
1 2 3

nhv n P P
n n n A

++ + −= + − − −
+ + +

 

( )
1

1

0

2 1
n

k n

k

n
+

+ +

=

 − + − − × ∑  

( ) ( ) ( ) ( )( )}13 23 33 3633 2 .k k kk
ss sA e A e A e A eθθ θ∧

× + + +  (18) 

Символ ⇔ θs , ⇔4 5  означає, що формулі, після якої він слідує, 
відповідають дві формули: другу отримують з першої круговими замінами 
індексів s  і θ  та 4  й 5 . Знак ( )−  або ( )+  при будь-якій з величин su , θu , 

3u  вказує на те, що її обчислюють або при = −3x h , або при =3x h . 
Унісши вирази (10) у ліві частини формул (13) і (14), отримаємо 

формули, що подають функції ( )k
sse , ( )

θ
k
se , = …0, 1, ,k m ; ( )

∧ 3
k

se , = …0, 1, ,k n , 

через компоненти вектора Y  і функції 
( )kuθ∂

∂θ
, = …0, 1, ,k m ; 

( )
3
ku∂

∂θ
, 

= …0, 1, ,k n . Підставивши їх, а також вирази (10) у праві частини формул 

(17) і (18), дістанемо формули, що подають функції ( )
θθ

~

kP , ( )
33

~

kP , 

= +…0, 1, , 1k n ; ( )
θθ
kP , = + + …2, 3, ,k n n m ; ( )

3
~

k
sP , = + + +…1, 2, , 1k n n m ; 

( )
θ3

~

kP , = +…0, 1, , 1k m ; −
sv , −

θv , −
3v , +

sv , +
θv , +

3v  через компоненти вектора 

Y  і функції 
( )kuθ∂

∂θ
, = …0, 1, ,k m , 

( )
3
ku∂

∂θ
, = …0, 1, ,k n . Унісши в рівняння 

(7) вирази (17) з урахуванням формул (10), (13) і (14), а в рівняння (9) – 

вирази ( )k
sse , ( )

θ
k
se , = …0, 1, ,k m ; ( )

∧ 3
k
se , = …0, 1, ,k n , з (13) і (14) з 

урахуванням формул (10), отримаємо систему рівнянь відносно компонент 

вектора Y . Позначимо її через (M ). Функції ( )
3
k

se , ( )
θ3
ke , ( )

3
k

sP , ( )
θ3
kP , 

= +…0, 1, , 1k m , ( )
33
ke , ( )k

ssP , ( )
θ
k

sP , ( )
θθ
kP , ( )

33
kP , = +…0, 1, , 1k n , можемо 

виразити через компоненти вектора Y  і функції 
( )kuθ∂

∂θ
, = …0, 1, ,k m , 

( )
3
ku∂

∂θ
, = …0, 1, ,k n , використавши формули (5), (10), (13), (14), (17) і (18). 

4. Граничні умови. Припустимо, що 1 2Γ = Γ Γ∪ , де Γ1  і Γ2  – такі час-

тини контуру Γ , що відповідно = consts  і θ = const . Якщо маємо замкнуту 
оболонку, то частина Γ2  відсутня. Без обмеження загальності сформулюємо 

граничні умови лише для Γ1 : 
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 ( ) ( )∗=k k
s su u  або ( ) ( )∗= −

~

k
k k

ssss ssP s X , = +…0, 1, , 1k n ; 

 ( ) ( )∗=k k
s su u  або ( ) ( )∗=k k

ss ssP s , = + + …2, 3, ,k n n m ; 

 ( ) ( )∗
θ θ=k ku u  або ( ) ( )∗

θθ θ= −
~

k
k k

ss sP s X , = +…0, 1, , 1k n ; 

 ( ) ( )∗
θ θ=k ku u  або ( ) ( )∗

θ θ=k k
s sP s , = + + …2, 3, ,k n n m ; 

 ( ) ( )∗=3 3
k ku u  або ( ) ( )∗= − 33 3

~

k
k k

ss sP s X , = …0, 1, ,k n , (19) 

де ( )∗ k
su , ( )∗

θ
ku , ( )∗ k

sss , ( )∗
θ
k

ss , = …0, 1, ,k m ; ( )∗
3

ku , ( )∗
3
k

ss , = …0, 1, ,k n , – задані 

функції на Γ1 . 
Система рівнянь (7), (9), (10), (13), (14), (17) або еквівалентна їй система 

рівнянь (M ) дають можливість розв’язувати задачі про напружено-дефор-
мований стан тонких анізотропних оболонок обертання, забезпечуючи вико-
нання граничних умов на лицьових поверхнях (4), коли на Γ1  задано умови 

(19), а на Γ2  – умови, які тут не виписуватимемо, хоч це неважко зробити. 
Висновки. На основі отриманих Б. Л. Пелехом і М. А. Сухорольським 

результатів побудовано систему диференціальних рівнянь, що описують 
пружну деформацію тонких анізотропних оболонок обертання, розв’язаних 
відносно частинних похідних першого порядку відносно координати по ме-
ридіану. Цю систему можна звести до нормальної системи звичайних дифе-
ренціальних рівнянь за допомогою рядів Фур’є [20], або методу прямих [9], 
або сплайн-апроксимації [8], або, поклавши, що частинні похідні по коловій 
координаті рівні нулю. В останньому випадку отримаємо рівняння осесиме-
тричної деформації оболонки обертання. 

Чисельно розв’язати крайову задачу для нормальної системи зви-
чайних диференціальних рівнянь можна методом ортогональної прогонки  
С. К. Годунова. 

З побудованих рівнянь за певних значень геометричних параметрів 
випливає низка часткових випадків (рівняння кругової циліндричної обо-
лонки, рівняння конічної оболонки тощо). 
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УРАВНЕНИЯ ТОНКИХ АНИЗОТРОПНЫХ УПРУГИХ ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ  
МЕТОДА {m, n}-АППРОКСИМАЦИИ 
 
Построена система дифференциальных уравнений, описывающих упругую дефор-
мацию тонких анизотропных оболочек вращения, разрешенных относительно 
частных производных первого порядка относительно координаты по меридиану. 
Уравнения получены с помощью метода ,m n{ } -аппроксимации. Приближения не-

известных функций согласуются с силовыми граничными условиями на лицевых 
поверхностях. 
 
THE EQUATIONS OF THIN ANISOTROPIC ELASTIC SHELLS OF REVOLUTION  
OF THE {m, n}-APPROXIMATION METHOD 
 
The system of the differential equations describing an elastic deformation of thin 
anisotropic shells of revolution solved for the 1st order partial derivatives with respect 
to the coordinate of the meridian is constructed. The equations are obtained by the 

,m n{ } -approximation method. The approximations of the unknown functions are con-

sistent with the force boundary conditions on the facial surfaces. 
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