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ТЕПЛОПРОВІДНІСТЬ ПЛАСТИНИ З ТОНКИМ ДВОСТОРОННІМ 
БАГАТОШАРОВИМ ПОКРИТТЯМ ЗА УМОВ НЕСТАЦІОНАРНОГО НАГРІВУ  
 

На основі аналітичного розв’язку одновимірної нестаціонарної задачі тепло-
провідності для пластини з двостороннім тонким багатошаровим покрит-
тям, отриманого із застосуванням узагальнених граничних умов, проведено 
дослідження і виявлено закономірності протікання теплового процесу в ті-
лі і покритті при нагріві зовнішнім середовищем зі змінною температурою. 

 
Вступ. Моделюванню та дослідженню процесів теплопровідності та ди-

фузії у пластинах з покриттями присвячено багато робіт [2, 3, 5–11, 13, 14, 
16, 17, 19, 20, 22–24, 26, 27, 30–36, 39]. При врахуванні часової залежності 
температури зовнішнього середовища для пластин з одношаровим покрит-
тям аналітичні розв’язки задач теплопровідності наведено в роботах [11, 13, 
20], а для багатошарових пластин аналітично-числову наближену процеду-
ру – в [16]. У загальному для пластин з багатошаровими покриттями роз-
в’язування обмежується випадками незмінної в часі температури зовніш-
нього середовища. Для розв’язування задач теплопровідності для тіл з тон-
кими покриттями ефективним є підхід з використанням узагальнених гра-
ничних умов [15, 17, 21, 28, 29, 37], які у випадках постійної в часі темпера-
тури зовнішнього середовища для пластин з покриттями застосовувались у 
[5, 6, 9, 10, 22, 36], а змінної в часі температури зовнішнього середовища – 
лише в [10]. Проте підхід, використаний у [10], не є достатньо загальним і 
може бути застосований тільки до обмеженого класу неоднорідних покрить. 

Нижче отримано аналітичний розв’язок одновимірної задачі теплопро-
відності для пластини з двостороннім багатошаровим покриттям за умов 
нестаціонарного конвективного нагріву та проведено дослідження законо-
мірностей процесу теплоперенесення у пластині з ідентичними покриттями 
при нагріванні за експоненціальним законом у часі. 

Формулювання задачі. Розглянемо одновимірну крайову задачу тепло-
провідності для пластини товщини h  з двостороннім багатошаровим по-
криттям за умов нестаціонарного конвективного нагріву (рис. 1). 

Рівняння теплопровідності і початкові умови мають вигляд  
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Приймаємо, що на межі покриття – середовище відбувається теплооб-
мін згідно з законом Ньютона: 
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а на поверхнях поділу шарів покриття і покриття з тілом виконуються умо-
ви ідеального теплового контакту: 
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Тут ( )k
it , (0)t , (E)

1t , (E)
2t  – температури i -го шару k -го покриття, тіла (плас-

тини) і середовищ відповідно; 
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1

kn
k k

j
j=

δ = δ∑  – товщина k -го покриття; ( )k
iδ  

– товщина i -го шару k -го покриття; (0)λ , ( ) k
iλ  і (0)ω , ( )k

iω  – коефіцієнти 

теплопровідності і теплоємності; (1)µ , (2)µ  – коефіцієнти тепловіддачі з по-

верхонь покриття; (0) (0) (0)a = λ ω/  – температуропровідність тіла; ( ) kn  – 

кількість шарів k -го покриття. Індекс 1k =  стосується покриття, нане-
сеного на поверхню 0x =  пластини, а 2k =  – покриття, нанесеного на по-

верхню x h= . 

 
Рис. 1 

Розв’язок задачі теплопровідності з узагальненими граничними умо-
вами. Для розв’язування задачі використано підхід, який ґрунтується на 
моделюванні впливу покрить на теплоперенесення в системі узагальненими 
граничними умовами [21, 29, 37]. Тоді температуру в тілі визначають як 
розв’язок рівняння (1) для пластини з початковою умовою (3) та узагальне-
ними граничними умовами, які для цього випадку матимуть вигляд [36–38] 
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Для розв’язування використаємо інтегральне перетворення Лапласа 
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де s  – параметр перетворення. 
Розв’язок рівняння (1) у пластині в трансформантах з урахуванням 

умов (3), (8), (9) має вигляд 
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трансформанти функцій температури середовищ, 1,2k = . 

Застосовуючи обернене перетворення Лапласа до виразу (10) і вико-
ристовуючи теорему розкладу та інтегральні співвідношення Дюамеля [1, 
18], розв’язок задачі для пластини в безрозмірних координатах отримуємо 
у вигляді  
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Підставляючи (14) у формули відновлення [36–38], які у безрозмірних 
координатах запишемо як 
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отримуємо вирази для температури в i -му шарі k -го покриття: 
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(13) рівносильні наведеним у [4, с. 27].  

Вирази для ( ) (Fo, )kL γ  для деяких законів зміни температур сере-
довищ. Формулами (14), (16) дається розв’язок задачі для довільних 
законів зміни температур зовнішніх середовищ. Конкретизуємо вирази для 

( ) (Fo, )kL γ  для деяких закономірностей. 
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– критерій Предводителєва [18], що характеризує інтенсивність підвищення 
температури середовища, яке контактує з k-м покриттям. 
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Підставляючи (21) у (13), отримуємо  
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Логарифмічна функція зміни температур зовнішніх середовищ. Тоді 
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Підставляючи (23) у (13), отримуємо  
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Періодична функція зміни температур зовнішніх середовищ за за-
коном  
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 У цьому випадку (E)m
kt  – амплітуда коливання температури середови-

ща, яке контактує з k -м покриттям, а критерій Предводителєва 
(E)

( )
(E) m

max

(Fo)
Pd

Fo
k k

k

td
d t

  =   
  

 прямо пропорційний частоті коливань. 

Підставляючи (25) у (13), отримуємо  

 
Fo ( ) ( ) ( )

(E)m( ) ( )
2 ( ) 2

cos Pd Fo Pd sin Pd Fo
(Fo, ) Pd ,  1,2

Pd

k k k
k k

k k

e
L t k

γγ − +
γ = =

γ +

( )
( )

. 

  (26) 

Симетричний нагрів пластини з ідентичними покриттями. У цьому 

випадку маємо (E) (E) (E)
1 2(Fo) (Fo) (Fo)t t t= = , (1) (2)n n n= = , (1) (2)

i i iδ = δ = δ , 
(1) (2)
i i iλ = λ = λ , (1) (2)

i i iω = ω = ω  для , ,i n∈ …{1 } , (1) (2)δ = δ = δ , (1) (2)ξ = ξ = ξ , 
(1) (2)η = η = η , (1) (2)Bi Bi Bi= = , (1) (2)Bi Bi Bi∗ ∗ ∗= = , (1) (2)ε = ε = ε . Тоді на під-

ставі формул (14), (12), (13), (16), (17) розв’язок можна подати у вигляді 

 
2

(E)

1

( , ) (Fo, )
( ,Fo) (Fo) 2Bi ,    1

( )
j j

jj

X L
t t

Z h h

∞

∗
=

ρ − δ δρ = − − ≤ ρ ≤ +∑
æ æ

æ
, (27) 

 

1 2

1 2

( ) cos ( ) ( ) sin ( ),   0 1,

( , ) ( ) ( ) ( ),   1 1 ,

(1 , ), 0,

j j j j

j j j j

j

Y Y

X Y r Y
h

X
h

 ρ + ρ ≤ ρ ≤
 δρ = − ρ ≤ ρ ≤ +
 δ − ρ − ≤ ρ ≤

æ æ æ æ

æ æ æ æ

æ

 (28) 

 2
1( ) (cos 1) Bi sinj j j j jY ∗= + + − ε( )æ æ æ æ æ , (29′) 

 2
2( ) sin Bi (1 cos )j j j j jY ∗= + − ε −( )æ æ æ æ æ , (29″) 

 2 2 2( ) (1 4 ) Bi cosj j j jZ ∗= + ε − − ε +( )æ æ æ æ æ[ ]  

 2 2 21 2Bi (1 ) (2 3 ) (Bi ) sinj j j∗ ∗+ + + ε − ε + ε +( )æ æ æ[ ] , (30) 

jæ  – корені трансцендентного рівняння 

 
2 2 2

2

Bi
ctg

2 Bi
∗

∗

− − ε
=

− ε

( )
( )

æ æ
æ

æ æ
, (31) 

 
Fo (E)

(Fo )

0

( )
(Fo, )

dt
L e d

d
γ −ζζγ = ζ

ζ∫ , (32) 

 
(2)1

(0) (2) (2)1
1

1 1

( )
n i

i
i i

ii

r S S
h

−
−

+ − +
= =

δ ρ − ρ ρ = λ + ρ − ρ − ρ − ρ λ λ ∑ ∑ l

ll
[ ]( ) ( ) , (33) 

де 
1, 0,

( )
0, 0,

z
S z

z+
>=  ≤

 – функція Гевісайда. 

Числовий приклад. Розглянемо симетричний нагрів пластини з іден-
тичними покриттями для випадку нагрівання за експоненціальним законом 
(21). Тоді, підставляючи (22) у (27), отримаємо розв’язок у безрозмірному 
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вигляді 

 
2FoPd Fo Pd Fo

2
1

( , )
( ,Fo) 1 2Bi

(1 /Pd) ( )
jj

j j j

X
e e e

Z

∞
−− −

∗
=

ρ
θ ρ = − − −

−
∑ ææ

æ æ
( ) , 

 1
h h
δ δ− ≤ ρ ≤ + , (34) 

де ( , )jX ρ æ , ( )jZ æ  визначаються співвідношеннями (28), (30), jæ  – корені 

рівняння (31), а 0
(E)m

0

( ,Fo)
( ,Fo)

t t

t t

ρ −
θ ρ =

−
, 

(E)
(E) 0

(E)m
0

(Fo)
(Fo)

t t

t t

−
θ =

−
 – безрозмірні 

температури системи та середовища відповідно; 
(E)

max
Pd

Fo
d
d
θ =  

 
 – критерій 

Предводителєва. 
Безрозмірними вихідними параметрами задачі є: просторова координа-

та ρ , час – число Фур’є Fo , ефективний термоопір покриття ξ , ефективна 

теплоємність покриття η, критерій Біо Bi , критерій Предводителєва Pd .  
На рис. 2 – рис. 4 показано зміну в часі контактної температури на 

поверхні пластина – покриття залежно від ефективних термоопору ξ  і 

теплоємності η  покриття (рис. 2), параметра Bi  (рис. 3) і параметра Pd  

(рис. 4). Розрахунки для рис. 2 проведено при Bi 1= , Pd 1= , для рис. 3 – 
при 0.1ξ = , 0.1η = , Pd 1= , для рис. 4 – при 0.1ξ = , 0.1η = , Bi 1= . На 
рис. 3 і рис. 4 штриховими кривими також показано зміну в часі темпера-
тури середовища. Ці графіки ілюструють вплив теплофізичних характе-
ристик покриття та умов теплообміну з середовищем на характер зміни 
максимальної температури в пластині на поверхні контакту з покриттям. 

  

 Рис. 2 Рис. 3 

  

 Рис. 4 Рис. 5 
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Як і слід було очікувати, наявність покриття призводить до зменшення 
контактної температури (крива 0ξ = , 0η =  на рис. 2 – покриття відсутнє). 
Збільшення інтенсивності теплообміну із зовнішнім середовищем (що відпо-
відає збільшенню критерію Біо Bi ) та швидкості підвищення температури 
середовища (що відповідає збільшенню критерію Предводителєва Pd ) спри-
чиняє зростання контактної температури (див. рис. 3 і рис. 4 відповідно). 

На рис. 5 показано розподіл температури за просторовою координатою 
ρ  у системі пластина – двостороннє тришарове покриття для моменту часу 

Fo 0.2=  при значеннях Bi 1, 10, 100=  і Pd 1, 10, 100=  за таких співвідно-

шень геометричних і теплофізичних параметрів шарів покриття:  1 2 3: :δ δ δ =  

3 : 1 : 1= , 1 2 3: : 3 :10:2λ λ λ = , 1 2 3: : 3:6:1ω ω ω =  при (0)
1 10λ λ =/ , (0)

1ω ω =/  

1= , 0.01hδ =/ . Зважаючи на симетрію задачі, результати наведено для 

півпластини 0 0.5≤ ρ ≤  з покриттям 0.01 0− ≤ ρ ≤ . 

Як бачимо на рис. 5, зі збільшенням критеріїв Bi  та Pd  зростають як 
значення температури, так і температурні перепади в системі пластина –
 тришарове покриття. 

Висновки. На основі застосування математичної моделі з узагальнени-
ми граничними умовами теплообміну тіл із середовищем через тонкі бага-
тошарові покриття методом інтегрального перетворення Лапласа з викорис-
танням інтегральних співвідношень Дюамеля отримано аналітичний роз-
в’язок нестаціонарної задачі теплопровідності для пластини з двостороннім 
багатошаровим покриттям за умов нестаціонарного конвективного нагріву 
при довільних функціях температур зовнішніх середовищ. Записано кон-
кретні вирази розв’язків задачі для випадків лінійної, експоненціальної, ло-
гарифмічної і періодичної зміни функцій температур зовнішнього середови-
ща. Детально розглянуто задачу про симетричний нагрів пластини з іден-
тичними тришаровими покриттями для випадку експоненціального закону 
зміни температури зовнішнього середовища. Проаналізовано вплив ефек-
тивних теплофізичних характеристик покриття – зведених термоопору і 
теплоємності, а також умов теплообміну із зовнішнім середовищем на 
контактну температуру поверхні пластина – покриття. Встановлено, що 
збільшення інтенсивності тепловіддачі з поверхні покриття і швидкості 
підвищення температури зовнішнього середовища суттєво впливають на 
температурні перепади за товщиною пластини та шарів покриття.  

Роботу виконано за часткової фінансової підтримки спільного ґранту 
НАН України та Російського фонду фундаментальних досліджень 
(номер держреєстрації проекту 0114U005082).  
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ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ ПЛАСТИНЫ С ТОНКИМ ДВУСТОРОННИМ МНОГОСЛОЙНЫМ 
ПОКРЫТИЕМ ПРИ НЕСТАЦИОНАРНОМ НАГРЕВЕ 
 
На основе аналитического решения одномерной нестационарной задачи теплопро-
водности для пластины с двусторонним тонким многослойным покрытием, 
полученным на основе обобщенных граничных условий, проведено исследование и 
выявлены закономерности протекания теплового процесса в теле и покрытии 
при нагреве внешней средой с переменной температурой.  
 
HEAT CONDUCTION IN PLATE WITH THIN DOUBLE-SIDED MULTILAYER COATING UNDER 
NONSTATIONARY HEATING 
 
Based on the analytical solution of a one-dimensional nonstationary problem of heat 
conduction for a plate with a double-sided thin multilayer coating, obtained with the 
use of the generalized boundary conditions, the analysis is performed and regularities of 
the heat transfer process in the body and coating under heating by ambient media with 
variable temperature are revealed. 
 
Ін-т прикл. проблем механіки і математики Одержано 
ім. Я. С. Підстригача НАН України, Львів 14.10.14 
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УДК 536.12: 620.198 
 
В. А. Шевчук 
 
ТЕПЛОПРОВІДНІСТЬ ПЛАСТИНИ З ТОНКИМ ДВОСТОРОННІМ 
БАГАТОШАРОВИМ ПОКРИТТЯМ ЗА УМОВ НЕСТАЦІОНАРНОГО НАГРІВУ  
 

На основі аналітичного розв’язку одновимірної нестаціонарної задачі тепло-
провідності для пластини з двостороннім тонким багатошаровим покрит-
тям, отриманого із застосуванням узагальнених граничних умов, проведено 
дослідження і виявлено закономірності протікання теплового процесу в ті-
лі і покритті при нагріві зовнішнім середовищем зі змінною температурою. 

 
Вступ. Моделюванню та дослідженню процесів теплопровідності та ди-

фузії у пластинах з покриттями присвячено багато робіт [2, 3, 5–11, 13, 14, 
16, 17, 19, 20, 22–24, 26, 27, 30–36, 39]. При врахуванні часової залежності 
температури зовнішнього середовища для пластин з одношаровим покрит-
тям аналітичні розв’язки задач теплопровідності наведено в роботах [11, 13, 
20], а для багатошарових пластин аналітично-числову наближену процеду-
ру – в [16]. У загальному для пластин з багатошаровими покриттями роз-
в’язування обмежується випадками незмінної в часі температури зовніш-
нього середовища. Для розв’язування задач теплопровідності для тіл з тон-
кими покриттями ефективним є підхід з використанням узагальнених гра-
ничних умов [15, 17, 21, 28, 29, 37], які у випадках постійної в часі темпера-
тури зовнішнього середовища для пластин з покриттями застосовувались у 
[5, 6, 9, 10, 22, 36], а змінної в часі температури зовнішнього середовища – 
лише в [10]. Проте підхід, використаний у [10], не є достатньо загальним і 
може бути застосований тільки до обмеженого класу неоднорідних покрить. 

Нижче отримано аналітичний розв’язок одновимірної задачі теплопро-
відності для пластини з двостороннім багатошаровим покриттям за умов 
нестаціонарного конвективного нагріву та проведено дослідження законо-
мірностей процесу теплоперенесення у пластині з ідентичними покриттями 
при нагріванні за експоненціальним законом у часі. 

Формулювання задачі. Розглянемо одновимірну крайову задачу тепло-
провідності для пластини товщини h  з двостороннім багатошаровим по-
криттям за умов нестаціонарного конвективного нагріву (рис. 1). 

Рівняння теплопровідності і початкові умови мають вигляд  
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Приймаємо, що на межі покриття – середовище відбувається теплооб-
мін згідно з законом Ньютона: 
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а на поверхнях поділу шарів покриття і покриття з тілом виконуються умо-
ви ідеального теплового контакту: 
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Тут ( )k
it , (0)t , (E)

1t , (E)
2t  – температури i -го шару k -го покриття, тіла (плас-

тини) і середовищ відповідно; 
( )

( ) ( )

1

kn
k k

j
j=

δ = δ∑  – товщина k -го покриття; ( )k
iδ  

– товщина i -го шару k -го покриття; (0)λ , ( ) k
iλ  і (0)ω , ( )k

iω  – коефіцієнти 

теплопровідності і теплоємності; (1)µ , (2)µ  – коефіцієнти тепловіддачі з по-

верхонь покриття; (0) (0) (0)a = λ ω/  – температуропровідність тіла; ( ) kn  – 

кількість шарів k -го покриття. Індекс 1k =  стосується покриття, нане-
сеного на поверхню 0x =  пластини, а 2k =  – покриття, нанесеного на по-

верхню x h= . 

 
Рис. 1 

Розв’язок задачі теплопровідності з узагальненими граничними умо-
вами. Для розв’язування задачі використано підхід, який ґрунтується на 
моделюванні впливу покрить на теплоперенесення в системі узагальненими 
граничними умовами [21, 29, 37]. Тоді температуру в тілі визначають як 
розв’язок рівняння (1) для пластини з початковою умовою (3) та узагальне-
ними граничними умовами, які для цього випадку матимуть вигляд [36–38] 
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Для розв’язування використаємо інтегральне перетворення Лапласа 
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де s  – параметр перетворення. 
Розв’язок рівняння (1) у пластині в трансформантах з урахуванням 

умов (3), (8), (9) має вигляд 
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– ефективні термоопори покрить; 
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трансформанти функцій температури середовищ, 1,2k = . 

Застосовуючи обернене перетворення Лапласа до виразу (10) і вико-
ристовуючи теорему розкладу та інтегральні співвідношення Дюамеля [1, 
18], розв’язок задачі для пластини в безрозмірних координатах отримуємо 
у вигляді  
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Підставляючи (14) у формули відновлення [36–38], які у безрозмірних 
координатах запишемо як 
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отримуємо вирази для температури в i -му шарі k -го покриття: 
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Слід зауважити, що у випадку відсутності покрить (коли (1) (2) 0n n= = , 
(1) (2) 0δ = δ = , (1) (1)Bi Bi∗ = , (2) (2)Bi Bi∗ = , (1) (2) 0ε = ε = ) формули (14), (12), 

(13) рівносильні наведеним у [4, с. 27].  

Вирази для ( ) (Fo, )kL γ  для деяких законів зміни температур сере-
довищ. Формулами (14), (16) дається розв’язок задачі для довільних 
законів зміни температур зовнішніх середовищ. Конкретизуємо вирази для 

( ) (Fo, )kL γ  для деяких закономірностей. 

Лінійна функція зміни температур зовнішніх середовищ. Тоді  
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– критерій Предводителєва [18], що характеризує інтенсивність підвищення 
температури середовища, яке контактує з k-м покриттям. 

Підставляючи (18) у (13), отримуємо  
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Експоненціальна функція зміни температур зовнішніх середовищ. Тоді 
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0(Fo)
k

k k kt t t t e−= − −( ) ,  (21) 

де (E)m
kt  – максимальна температура середовища, яке контактує з k-м 

покриттям, а критерій Предводителєва в цьому випадку визначаємо як 
(E)

( ) 0
(E)m

max0

(Fo)
Pd

Fo
k k

k

t td
d t t

−  =     −
. 

Підставляючи (21) у (13), отримуємо  

 
( )

(E)m
( ) Fo Pd Fo0

( )
(Fo, ) ,    1,2

1 /Pd

kk k
k

t t
L e e kγ −−

γ = − =
+ γ

( ) . (22) 

Логарифмічна функція зміни температур зовнішніх середовищ. Тоді 

 (E) ( )
0 0(Fo) ln Pd Fo 1k

kt t t= + +( ) ,  (23) 

де критерій ( )Pd k  визначається за формулою (19). 

Підставляючи (23) у (13), отримуємо  

 
( )

0

1Fo
Pd( )

( ) ( )
0 0

1Ei Fo Ei(Fo, )
Pd Pd

ktk
k kL e

t t

 
 γ + 
  γ     − γ + − −γ =           

, 

 1,2k = , (24) 

де Ei ( )
z yez dy

y
−∞

= ∫  – інтегральна показникова функція [25, с. 56]. 
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Періодична функція зміни температур зовнішніх середовищ за за-
коном  

 (E) m(E) ( )
0(Fo) sin Pd Fok

k kt t t= + . (25) 

 У цьому випадку (E)m
kt  – амплітуда коливання температури середови-

ща, яке контактує з k -м покриттям, а критерій Предводителєва 
(E)

( )
(E) m

max

(Fo)
Pd

Fo
k k

k

td
d t

  =   
  

 прямо пропорційний частоті коливань. 

Підставляючи (25) у (13), отримуємо  

 
Fo ( ) ( ) ( )

(E)m( ) ( )
2 ( ) 2

cos Pd Fo Pd sin Pd Fo
(Fo, ) Pd ,  1,2

Pd

k k k
k k

k k

e
L t k

γγ − +
γ = =

γ +

( )
( )

. 

  (26) 

Симетричний нагрів пластини з ідентичними покриттями. У цьому 

випадку маємо (E) (E) (E)
1 2(Fo) (Fo) (Fo)t t t= = , (1) (2)n n n= = , (1) (2)

i i iδ = δ = δ , 
(1) (2)
i i iλ = λ = λ , (1) (2)

i i iω = ω = ω  для , ,i n∈ …{1 } , (1) (2)δ = δ = δ , (1) (2)ξ = ξ = ξ , 
(1) (2)η = η = η , (1) (2)Bi Bi Bi= = , (1) (2)Bi Bi Bi∗ ∗ ∗= = , (1) (2)ε = ε = ε . Тоді на під-

ставі формул (14), (12), (13), (16), (17) розв’язок можна подати у вигляді 

 
2

(E)

1

( , ) (Fo, )
( ,Fo) (Fo) 2Bi ,    1

( )
j j

jj

X L
t t

Z h h

∞

∗
=

ρ − δ δρ = − − ≤ ρ ≤ +∑
æ æ

æ
, (27) 

 

1 2

1 2

( ) cos ( ) ( ) sin ( ),   0 1,

( , ) ( ) ( ) ( ),   1 1 ,

(1 , ), 0,

j j j j

j j j j

j

Y Y

X Y r Y
h

X
h

 ρ + ρ ≤ ρ ≤
 δρ = − ρ ≤ ρ ≤ +
 δ − ρ − ≤ ρ ≤

æ æ æ æ

æ æ æ æ

æ

 (28) 

 2
1( ) (cos 1) Bi sinj j j j jY ∗= + + − ε( )æ æ æ æ æ , (29′) 

 2
2( ) sin Bi (1 cos )j j j j jY ∗= + − ε −( )æ æ æ æ æ , (29″) 

 2 2 2( ) (1 4 ) Bi cosj j j jZ ∗= + ε − − ε +( )æ æ æ æ æ[ ]  

 2 2 21 2Bi (1 ) (2 3 ) (Bi ) sinj j j∗ ∗+ + + ε − ε + ε +( )æ æ æ[ ] , (30) 

jæ  – корені трансцендентного рівняння 

 
2 2 2

2

Bi
ctg

2 Bi
∗

∗

− − ε
=

− ε

( )
( )

æ æ
æ

æ æ
, (31) 

 
Fo (E)

(Fo )

0

( )
(Fo, )

dt
L e d

d
γ −ζζγ = ζ

ζ∫ , (32) 

 
(2)1

(0) (2) (2)1
1

1 1

( )
n i

i
i i

ii

r S S
h

−
−

+ − +
= =

δ ρ − ρ ρ = λ + ρ − ρ − ρ − ρ λ λ ∑ ∑ l

ll
[ ]( ) ( ) , (33) 

де 
1, 0,

( )
0, 0,

z
S z

z+
>=  ≤

 – функція Гевісайда. 

Числовий приклад. Розглянемо симетричний нагрів пластини з іден-
тичними покриттями для випадку нагрівання за експоненціальним законом 
(21). Тоді, підставляючи (22) у (27), отримаємо розв’язок у безрозмірному 
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вигляді 

 
2FoPd Fo Pd Fo

2
1

( , )
( ,Fo) 1 2Bi

(1 /Pd) ( )
jj

j j j

X
e e e

Z

∞
−− −

∗
=

ρ
θ ρ = − − −

−
∑ ææ

æ æ
( ) , 

 1
h h
δ δ− ≤ ρ ≤ + , (34) 

де ( , )jX ρ æ , ( )jZ æ  визначаються співвідношеннями (28), (30), jæ  – корені 

рівняння (31), а 0
(E)m

0

( ,Fo)
( ,Fo)

t t

t t

ρ −
θ ρ =

−
, 

(E)
(E) 0

(E)m
0

(Fo)
(Fo)

t t

t t

−
θ =

−
 – безрозмірні 

температури системи та середовища відповідно; 
(E)

max
Pd

Fo
d
d
θ =  

 
 – критерій 

Предводителєва. 
Безрозмірними вихідними параметрами задачі є: просторова координа-

та ρ , час – число Фур’є Fo , ефективний термоопір покриття ξ , ефективна 

теплоємність покриття η, критерій Біо Bi , критерій Предводителєва Pd .  
На рис. 2 – рис. 4 показано зміну в часі контактної температури на 

поверхні пластина – покриття залежно від ефективних термоопору ξ  і 

теплоємності η  покриття (рис. 2), параметра Bi  (рис. 3) і параметра Pd  

(рис. 4). Розрахунки для рис. 2 проведено при Bi 1= , Pd 1= , для рис. 3 – 
при 0.1ξ = , 0.1η = , Pd 1= , для рис. 4 – при 0.1ξ = , 0.1η = , Bi 1= . На 
рис. 3 і рис. 4 штриховими кривими також показано зміну в часі темпера-
тури середовища. Ці графіки ілюструють вплив теплофізичних характе-
ристик покриття та умов теплообміну з середовищем на характер зміни 
максимальної температури в пластині на поверхні контакту з покриттям. 

  

 Рис. 2 Рис. 3 

  

 Рис. 4 Рис. 5 
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Як і слід було очікувати, наявність покриття призводить до зменшення 
контактної температури (крива 0ξ = , 0η =  на рис. 2 – покриття відсутнє). 
Збільшення інтенсивності теплообміну із зовнішнім середовищем (що відпо-
відає збільшенню критерію Біо Bi ) та швидкості підвищення температури 
середовища (що відповідає збільшенню критерію Предводителєва Pd ) спри-
чиняє зростання контактної температури (див. рис. 3 і рис. 4 відповідно). 

На рис. 5 показано розподіл температури за просторовою координатою 
ρ  у системі пластина – двостороннє тришарове покриття для моменту часу 

Fo 0.2=  при значеннях Bi 1, 10, 100=  і Pd 1, 10, 100=  за таких співвідно-

шень геометричних і теплофізичних параметрів шарів покриття:  1 2 3: :δ δ δ =  

3 : 1 : 1= , 1 2 3: : 3 :10:2λ λ λ = , 1 2 3: : 3:6:1ω ω ω =  при (0)
1 10λ λ =/ , (0)

1ω ω =/  

1= , 0.01hδ =/ . Зважаючи на симетрію задачі, результати наведено для 

півпластини 0 0.5≤ ρ ≤  з покриттям 0.01 0− ≤ ρ ≤ . 

Як бачимо на рис. 5, зі збільшенням критеріїв Bi  та Pd  зростають як 
значення температури, так і температурні перепади в системі пластина –
 тришарове покриття. 

Висновки. На основі застосування математичної моделі з узагальнени-
ми граничними умовами теплообміну тіл із середовищем через тонкі бага-
тошарові покриття методом інтегрального перетворення Лапласа з викорис-
танням інтегральних співвідношень Дюамеля отримано аналітичний роз-
в’язок нестаціонарної задачі теплопровідності для пластини з двостороннім 
багатошаровим покриттям за умов нестаціонарного конвективного нагріву 
при довільних функціях температур зовнішніх середовищ. Записано кон-
кретні вирази розв’язків задачі для випадків лінійної, експоненціальної, ло-
гарифмічної і періодичної зміни функцій температур зовнішнього середови-
ща. Детально розглянуто задачу про симетричний нагрів пластини з іден-
тичними тришаровими покриттями для випадку експоненціального закону 
зміни температури зовнішнього середовища. Проаналізовано вплив ефек-
тивних теплофізичних характеристик покриття – зведених термоопору і 
теплоємності, а також умов теплообміну із зовнішнім середовищем на 
контактну температуру поверхні пластина – покриття. Встановлено, що 
збільшення інтенсивності тепловіддачі з поверхні покриття і швидкості 
підвищення температури зовнішнього середовища суттєво впливають на 
температурні перепади за товщиною пластини та шарів покриття.  

Роботу виконано за часткової фінансової підтримки спільного ґранту 
НАН України та Російського фонду фундаментальних досліджень 
(номер держреєстрації проекту 0114U005082).  
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ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ ПЛАСТИНЫ С ТОНКИМ ДВУСТОРОННИМ МНОГОСЛОЙНЫМ 
ПОКРЫТИЕМ ПРИ НЕСТАЦИОНАРНОМ НАГРЕВЕ 
 
На основе аналитического решения одномерной нестационарной задачи теплопро-
водности для пластины с двусторонним тонким многослойным покрытием, 
полученным на основе обобщенных граничных условий, проведено исследование и 
выявлены закономерности протекания теплового процесса в теле и покрытии 
при нагреве внешней средой с переменной температурой.  
 
HEAT CONDUCTION IN PLATE WITH THIN DOUBLE-SIDED MULTILAYER COATING UNDER 
NONSTATIONARY HEATING 
 
Based on the analytical solution of a one-dimensional nonstationary problem of heat 
conduction for a plate with a double-sided thin multilayer coating, obtained with the 
use of the generalized boundary conditions, the analysis is performed and regularities of 
the heat transfer process in the body and coating under heating by ambient media with 
variable temperature are revealed. 
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