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УДК 539.3 
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НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНИЙ СТАН 
КУСКОВО-ОДНОРІДНОГО ТЕРМОЧУТЛИВОГО ЦИЛІНДРА ЗА 
ТЕПЛОВІДВЕДЕННЯ КИПІННЯМ РІДИНИ 
 

На прикладі скінченного трискладового за осьовою координатою циліндра 
проілюстровано формулювання математичної моделі та методики визна-
чення і дослідження усталених температури і напружень за наявності 
тепловідведення через одну з плоских обмежувальних поверхонь шляхом ки-
піння рідини. При цьому використано модель термочутливого тіла і прийня-
то, що в другому шарі циліндра містяться розподілені за параболічним за-
коном джерела тепла, на одну із плоских обмежувальних поверхонь спрямо-
вано потік тепла, а через іншу відбувається тепловідведення кипінням рі-
дини. Знайдено напруження і досліджено вплив залежності термомеханічних 
характеристик матеріалів складових циліндра від температури та інтен-
сивності кипіння на характер і рівень розподілу температури та на-
пружень. 

 
 У наш час важко назвати галузь, у якій розв’язки задач теплопровід-
ності не відігравали би важливої ролі. Зокрема, в елементах мікроелектрон-
них пристроїв, де протікає електричний струм, завжди відбувається неод-
норідне виділення тепла, що спричиняє значний рівень температури вели-
кої ґрадієнтності [6]. Надійність їх роботи неможливо ґарантувати без до-
тримання належного теплового стану. При визначенні полів температури та 
напружень доцільно виходити з моделі термочутливого тіла, яка включає 
залежність теплових і механічних характеристик матеріалів складових 
циліндра від температури. 
 Для більш ефективного відведення тепла з поверхонь термочутливих 
тіл часто використовують явище конвективного теплообміну (коли критична 
температура є меншою від температури кипіння рідини, що подається на 
обмежувальну поверхню тіла) або явище кипіння рідини (коли температура 
кипіння рідини є нижчою від температури тіла). Зауважимо, що утворений 
шар рідини повинен мати набагато меншу товщину, ніж товщина тіла. 
 Детальний огляд досліджень, які стосуються визначення термопружно-
го стану термочутливих тіл від початку дослідження проблеми до її сучас-
ного стану, подано в роботі [4]. Про важливість врахування термочутливості 
матеріалів тіл при визначенні їх температури і напружень свідчать 
публікації [1, 3–5, 8–11]. Процес теплообміну під час кипіння рідини дослід-
жувався у працях [2, 7]. 
 Формулювання задачі. Розглянемо скінченний термочутливий циліндр, 
який складається із трьох циліндрів різної довжини, виготовлених із різних 
матеріалів. На одній із плоских обмежувальних поверхонь 1z z=% %  задано ста-

лий потік тепла q , а через іншу плоску поверхню 4z z=% %  відбувається від-
ведення тепла шляхом кипіння рідини. Коефіцієнт теплообміну через цю по-
верхню є сталим і дорівнює α , а температура середовища, з яким відбува-
ється теплообмін, дорівнює ct . Циліндр нагрівається розміщеними у внут-
рішній складовій джерелами тепла, розподіленими за параболічним законом 

 
(2)

(2) 0
2 32

3 2

4
( ) ( )( )

( )

W
W z z z z z

z z
= − − −

−
% % % % %

% %
, 

де (2)
0W  – максимальна потужність джерел тепла при 2 3

2
z z

z
+

=
% %

% . В інших 

складових циліндра джерела тепла відсутні. На межах 2 3,z z z=% % %  дотику су-
сідніх складових виконуються умови ідеального теплового контакту. 
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Циліндричні поверхні кожної зі складових є теплоізольованими, тобто потік 
тепла через них відсутній. За таких умов ставиться завдання визначити 
поля температури і напружень у циліндрі. З огляду на теплову ізоляцію 
циліндричних поверхонь складових розподіл температури в циліндрі буде 
залежати лише від осьової координати. 
 Математична модель для визначення температури. Нехай експери-
ментально визначені залежності коефіцієнтів теплопровідності складових 
циліндра від температури задано таблично у діапазоні p k,t t[ ] . Для прове-

дення теоретичних досліджень опишемо їх доволі поширеними лінійними 

залежностями ( )i
t i i ia t bλ = + . При цьому, скориставшись методом наймен-

ших квадратів, підберемо невідомі параметри апроксимації ia  та ib  так, 
щоб сума квадратів різниць їх експериментальних і теоретичних значень 
була найменшою. 
 Подамо коефіцієнти теплопровідності складових циліндра у вигляді 

( )( ) ( ) ( )
0 ( )i i i

t i t t it T∗λ = λ λ , де величини ( )
0
i

tλ  мають розмірність коефіцієнта теп-

лопровідності, а ( ) ( )i
t iT∗λ  – безрозмірні функції від безрозмірної температу-

ри ki iT t t= / , 1,2,3i =  (тут за відлікову вибрано температуру kt ). За 
лінійної залежності коефіцієнтів теплопровідності від температури такі 
подання матимуть вигляд 

 ( ) ( )
0 p( ) 1 ( )i i

t i t i it k T Tλ = λ + −( ) , (1) 

де p p kT t t= / , ( )
k 0

i
i i tk a t= λ/ , ( )
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t i ia t bλ = + . 

 Для запису моделі у безрозмірному вигляді виберемо за характерний 
розмір деяке значення 0l  і введемо безрозмірну координату 0z z= %/l . 

 У результаті обезрозмірення математична модель міститиме  
– рівняння теплопровідності: 
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– крайові умови на плоских обмежувальних поверхнях: 
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– умови контакту на поверхнях дотику складових циліндра: 
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µl  – в’язкість рідини [кг/(м ∙ с)]; 
( )

( ) 0
( 1)
0

j
j t

j
t

Kλ −

λ
=

λ
, 2,3j = ; fgh  – питома теп-

лота випаровування рідини [Дж/кг]; g  – прискорення вільного падіння 

[м/с2]; 1ρ , νρ  – густина речовини, яка кипить, у рідкому і газоподібному 

станах [кг/м3] відповідно; σ  – поверхневий натяг рідини [Н/м], ,pC l  – пи-

тома теплоємність рідини при сталому тиску, ,s fC , n  константи, які знахо-

дять експериментально для кожної пари поверхня – рідина; Prl  – число 

Прандтля для рідини, boilt  – температура кипіння рідини. Зазначимо, що 

умова (4) кипіння рідини можлива лише тоді, коли температура на обме-
жувальній поверхні 4z z=% %  перевищує температуру кипіння рідини, тобто, 

коли 3 boil( 5)t t≥ + [К]. Поклавши у ній boil 0m = , отримаємо умову конвек-

тивного теплообміну. 
 Математична модель (2)–(6) є нелінійною з огляду на залежності ко-

ефіцієнтів теплопровідності, власне множників ( ) ( )i
t iT∗λ , 1,2,3i = , від шу-

каних безрозмірних температур, а також третього доданка у лівій частині 
умови (4). 
 Побудова розв’язку математичної моделі. Введемо змінні Кірхгофа 
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Внаслідок заміни (7) замість задачі (2)–(6) отримаємо задачу стосовно змін-
них iθ : 
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 Бачимо, що в результаті застосування перетворення Кірхгофа з нелі-
нійної задачі теплопровідності отримано простішу задачу щодо змінних 
Кірхгофа, в якій нелінійними є умови (10) і (11). За лінійної залежності (1) 
коефіцієнтів теплопровідності складових циліндра від температури з вира-
зів (7) для змінних Кірхгофа маємо 

 2
p p2

i
i i i

k
T T T Tθ = − + −( ) ( ) . (13) 

Розв’язавши рівняння (13) відносно шуканих температур iT , знаходимо їх 
вирази через змінні Кірхгофа: 

 p

1 2 1
( ) i i

i i
i

k
T T

k
+ θ −

θ = + . (14) 

Зазначимо, що вибраний знак перед коренем квадратним у виразах для 
( )i iT θ  забезпечує їх фізичну коректність. 

 Проінтегрувавши рівняння (8), знаходимо, що 
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 Розв’язки (15) містять шість невідомих сталих інтегрування. Для їх ви-
значення сталі, наприклад, 11C  і 12C , які входять у вираз для 1θ , вважати-
мемо відомими (базовими). Решту сталих виразимо через базові, викорис-
товуючи умови контакту (11) і (12) сусідніх складових циліндра. Зазначимо, 
що замість умов (11) при цьому використаємо рівносильні їм умови, наве-
дені у праці [3]: 
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З умов (12) отримуємо 
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а з умов (16) маємо 
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 Бачимо, що сталі інтегрування 1iC  та 2iC , 2,3i = , виражаються через 

базові 11C  і 12C , які визначимо з граничних умов (9) і (10). Використавши 
першу з них, знаходимо, що 

 11 KiC = − . 

З умови (10) отримуємо алгебричне рівняння для визначення сталої 12C : 

 433

31 4 3 p
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1 2 1
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k
M T T

k
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 

. (17) 

 Розв’язок рівняння (17) знайдено за допомогою пакета програм аналі-
тичних перетворень. Знайшовши аналітичний вираз для 12C , який не на-
водимо через його громіздкість, автоматично отримуємо вирази і для решти 
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сталих інтегрування, що обчислюються через 12C . Знаючи ijC , 1,2,3i = , 

1,2j = , за формулами (14), (15) знаходимо розподіли температури у скла-
дових циліндра. 
 Визначення температури в нетермочутливому циліндрі. Обезрозмі-
рена математична модель для визначення температури в аналогічному 
нетермочутливому циліндрі має вигляд 
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, 2,3j = . Індексом «N » позначено величини, що 

відповідають нетермочутливому матеріалу. 
 Зазначимо, що задача для визначення температури у нетермочутливо-
му циліндрі з огляду на граничну умову (20) є нелінійною. 
 Із задачі (18)–(22) знаходимо 
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 Використавши умови (19)–(22), визначаємо сталі інтегрування 
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Ki ( )
Ki ( ) ( )

z z
C z z C W z

Kλ

−
= − − − + + , 

і отримуємо рівняння для знаходження сталої 12C : 

 31 4 3 N 31 4 3 32 c( ) Bi ( )C z z C z z C T− + − + − +( )  

 3
N boil 31 4 3 32 c( ) 0M C z z C T+ − + − =( ) . 
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 Визначення температурних напружень. Записані у безрозмірному ви-
гляді дві ненульові компоненти тензора напружень ( )x y zσ = σ = σ  обчислю-

ємо за формулою [4] 

 
2

( , )
( ) ( , )

1 ( , )
t t t tAN BM z AM CNE z t

z z T
z t A BC

− + − σ = − Φ − ν  −

( )
, (24) 

де 

 
(1) (1)
0 0 k

 
( )

( )
t

z
z

E t

σσ =
α
%

, 

 
(2)
0

1 1 2 2 1 1 2(1)
0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )t

t

z T T T T S z z∗ ∗ ∗
+

α Φ = Φ + Φ − Φ − + 
 α

 

 
(3) (2)
0 0

3 3 2 2 3(1) (1)
0 0

1, 0,
( ) ( ) ( ),   ( )

0, 0,
t t

t t

T T S z z S∗ ∗
+ +

ξ >α α  + Φ − Φ − ξ =   ξ ≤α α  
 

 
(1)

2
p p( )

2i i i i

k
T T T T T∗ αΦ = − + −( ) ( ) , 

 
1 1( ) ( )3 3

0 0
(1) (1)

1 10 0

( ) ( )
,       

1 ( ) 1 ( )

i i

i i

z zi i
i i i i

i i i ii iz z

E EzE T E T
A dz B dz

T TE E

+ +∗ ∗

= =

= =
− ν − ν∑ ∑∫ ∫ , 

 
1 1( ) ( ) ( )23 3

0 0 0
(1) (1) (1)

1 10 0 0

( ) ( ) ( )
,        

1 ( ) 1 ( )

i i

i i

z zi i i
ti i i i i i

t
i i i ii i tz z

E Ez E T E T T
C dz N dz

T TE E

+ +∗ ∗ ∗

= =

α Φ
= =

− ν − να
∑ ∑∫ ∫ , 

 
1( ) ( )3

0 0
(1) (1)

1 0 0

( ) ( )
1 ( )

i

i

zi i
t i i i i

t
i ii t z

E E T T
M z dz

TE

+ ∗ ∗

=

α Φ
=

− να
∑ ∫ . 

 Часткові випадки. 
 1°. Розглянемо випадок, коли за опорні значення коефіцієнтів тепло-
провідності та механічних характеристик складових термочутливого ци-
ліндра вибрано відповідні складові нетермочутливого циліндра. Тоді розпо-
діл температури матиме вигляд (23), а формула (24) для обчислення на-
пружень набуде вигляду 

 
2

( )
( ) ( )

1 ( )
t t t tAN BM z AM CNE z

z z
z A BC

− + − σ = − Φ − ν  −

( )
, (25) 

де 
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0 3N p 3 4(1) (1)

0 0

1, , , ,

( ), ( ), ( ) , , ( ) , ,

, , ( ) , ,

t

t

t

t

T T z z z

E
E z z z T T z z z

E

E
T T z z z

E

 ν − ≤ <


α 
ν Φ = ν − ≤ < 

α 


α  ν − ≤ ≤  α 

{ }

{ }  
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2 0
0 1 1 2 p 1 (1)

1 0

( ) ( )( )
i

t
t i i i i i i i

i t

N E C z z C T z z+ +
=

α
= − + − −

α
∑ ( ) , 

 
( )3

3 2 0
0 1 1 1 2 1 p (1)

1 0

1 1 1( ) ( )
2 3 2

i
t

t i i i i i i i i i
i t

M E z z C z z C C z T+ +
=
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0 0 (1) ( )
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i
i i

E E i
E

= =
− ν
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 2°. У випадку, коли за опорні значення термомеханічних характерис-
тик матеріалів складових циліндра вибрати середньоінтегральні значення 

 
k

p

( ) ( ) ( )
N c 0 p

k p

1 (1 ( ))
T

i i i
t t t i i i

T

k T T dT
T T

λ = λ = λ + − =
− ∫ ( )  

 ( )
0 k p1 ( ) ,     1,2,3

2
i i

t

k
T T i = λ + − = 

 
, 

термопружні характеристики набудуть вигляду 

 ( ) ( ) ( )
c c c, , , ,i i i

i ti i tE Eν α = ν α ={ } { }  

 
k

p
k p

1 ( ), ( ), ( ) ,    1,2,3
T

i i ti i i i i
T

T T E T dT i
T T

= ν α =
− ∫ { } . 

Тоді у виразах (23) для температури треба вважати 

 
(2) (2) (3)

(2) (3)0 c c
N N N2 (1) (2)

c c c

Po Po ,      ,     t t t

t t t

K Kλ λ
λ λ λ

= = =
λ λ λ

. 

 Формула для обчислення напружень матиме вигляд (25), у якій опорні 
значення механічних характеристик слід замінити на середньоінтегральні. 
 Числові дослідження. Як приклад досліджено вплив залежності тепло-
вих і механічних характеристик матеріалів складових циліндра від темпе-
ратури на рівень і характер розподілів температур і напружень залежно 
від вхідних параметрів. За матеріал першої і третьої складових вибрали 
кераміку 2ZrO , а другої – титановий сплавTi-6Al-4V  [11]. 
 Експериментально задані коефіцієнти теплопровідності та термомеха-
нічні характеристики проапроксимували з використанням методу наймен-
ших квадратів лінійними залежностями типу (1) у діапазоні температур 
300 1100÷ К. При цьому отримали, що для кераміки 

 (1,3)
1 p1.915 1 0.24664( )t T Tλ = + −( ) [Вт/(м ∙ К)], (1,3) 0.333ν = , 

 (1,3) 6 2
1 p 1 p8.783 10 1 1.4128( ) 1.7496( )t T T T T−α = ⋅ − − + −( ) [К–1], 

 (1,3) 2
1 p 1 p116.381 1 0.521357( ) 0.084215( )E T T T T= − − − −( ) [ГПа], 

а для титанового сплаву 

 (2)
2 p6.2 1 3.016( )t T Tλ = + −( ) [Вт/(м ∙ К)], 

 (2)
2 p0.2984 1 0.118( )T Tν = + −( ) , 

 (2) 6 2
2 p 2 p8.8559 10 1 0.49014( ) 0.36754( )t T T T T−α = ⋅ + − − −( ) [К–1], 

 (2)
2 p105.05 1 0.5916( )E T T= − −( ) [ГПа]. 

 Обчислення виконано для трискладового циліндра з координатами меж 
складових 1 0z = , 2 0.3z = , 3 0.9z = , 4 1z =  і характерним розміром 0 4z= %l . 
Значення безрозмірних температур при-
йняли такими: p 3 11T = / , k 1T = , 3 11cT = / , 

boil 3 11T = / , а безрозмірних критеріїв – 

 Po 0.5= − , Bi 2= , Ki 0.2= . 
 На рис. 1 наведено графіки залеж-
ності від z  температури T  для вибра-
них значень boilM 0, 1, 3, 5, 7= . 
 На рис. 1 бачимо, що збільшення зна-
чення boilM  має істотний вплив на тем-
пературу: спостерігаємо її зниження в 
кожному шарі циліндра. Зокрема, при 

boilM 7=  температура в точці 0z =  
 

Рис. 1 



96 

зменшилася на 11.7 %, у точці 0.3z =  – на 12.6 %, у точці 0.9z =  – на 
13.9 %, в точці 1z =  – на 15.7 % порівняно з чисто конвективним тепло-
обміном boil(M 0)= . 

 Для дослідження впливу термочутливості матеріалів на розподіли тем-
ператур і напружень побудували графіки їх залежності від осьової коорди-
нати z  (рис. 2, рис. 3) для значень boil 0, 3, 5M = , при цьому інші вхідні па-

раметри задачі залишили незмінними. Суцільні криві відповідають термо-
чутливим матеріалам складових циліндра, штрихові – нетермочутливим за 
опорних значень термомеханічних характеристик, а штрихпунктирні – за 
середньоінтегральних значень.  

  
 Рис. 2 Рис. 3 
 Як бачимо, розподіли температур і напружень у термочутливому ци-
ліндрі найкраще наближаються такими розподілами в аналогічному нетер-
мочутливому циліндрі за середньоінтегральних значень термомеханічних 
характеристик його складових. Однак, якщо максимальні розбіжності для 
температур сягають 1.5 %, то для напружень вони можуть навіть переви-
щувати 50 %, а тому нехтування термочутливістю матеріалів складових 
циліндра при визначенні його напруженого стану дасть хибні результати. 
Зазначимо також, що зміна boilM  фактично не впливає на кількісну зміну 

напружень нетермочутливого циліндра за опорних значень механічних 
характеристик. 
 Висновки. Сформульовано нелінійну математичну модель для визна-
чення розподілу температури у скінченному трискладовому термочутливо-
му циліндрі, в другому шарі якого наявні джерела тепла, розподілені за па-
раболічним законом, на плоских обмежувальних поверхнях наявний тепло-
вий потік та відбувається тепловідведення шляхом кипіння рідини. Визна-
чено температурні напруження, спричинені знайденою температурою. В 
результаті числових досліджень виявлено, що кипіння рідини істотно 
інтенсифікує процес тепловідведення і є досить ефективним способом до-
даткового відведення тепла за критичних умов. 
 Для вибраної композиції матеріалів показано, що розподіли температу-
ри і напружень у термочутливому циліндрі краще наближаються такими 
розподілами в аналогічному нетермочутливому циліндрі за середньоінтег-
ральних значень термомеханічних характеристик його складових, що може 
бути корисним при їх експрес-оцінці. З’ясовано. що нехтування залежністю 
механічних характеристик матеріалів складових циліндра від температури 
(зміна їх на опорні чи середньоінтегральні значення) призводить до досить 
великих кількісних розбіжностей між розподілами напружень термочутли-
вого та аналогічного нетермочутливого циліндрів. 
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НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ КУСОЧНО-ОДНОРОДНОГО 
ТЕРМОЧУВСТВИТЕЛЬНОГО ЦИЛИНДРА ПРИ ТЕПЛООТВОДЕ ПУТЕМ КИПЕНИЯ ЖИДКОСТИ 
 
На примере конечного трёхсоставного по осевой координате цилиндра проил-
люстрированы формулировка математической модели и методики определения и 
исследования установившихся температуры и напряжений при наличии тепло-
отвода путём кипения жидкости. При этом использована модель термочувстви-
тельного тела и принято, что во втором шаре цилиндра размещены распреде-
ленные по параболическому закону источники тепла, на одну из плоских ограни-
чивающих поверхностей направлен поток тепла, а через другую осуществляется 
теплоотвод путём кипения жидкости. Найдены напряжения и исследовано влия-
ние зависимости термомеханических характеристик материалов составляющих 
цилиндра от температуры и интенсивности кипения на характер и уровень 
распределения температуры и напряжений. 
 
STRESS-STRAIN STATE OF THE PIECEWISE HOMOGENEOUS THERMOSENSITIVE 
CYLINDER DURING HEAT REMOVAL BY THE WAY OF BOILING OF LIQUID 
 
On the example of the finite three-layered by axial coordinate cylinder the formulation 
of the mathematical model and the method of determination and investigation of 
steady-state distributions of temperature and stresses at presence heat removal by the 
way of boiling of liquid are illustrated. Therein mathematical model of thermosensitive 
body is used. It is assumed that in the second layer of cylinder there are the heat 
sources distributed by parabolic law, the heat flux is directed to one of the flat 
bounding surfaces, and the heat removal by liquid boiling takes place on the another 
surface. The stresses are determined and the effect of thermomechanical properties of 
materials of the cylinder components depending on the temperature and boiling 
intensity on the nature and level of temperature and stress distributions are 
investigated. 
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