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ÓÄÊ 539.3 
 

С. А. Калоеров, А. В. Петренко 
 

ДВУМЕРНАЯ ЗАДАЧА ЭЛЕКТРОМАГНИТОУПРУГОСТИ 
ДЛЯ МНОГОСВЯЗНЫХ СРЕД 
 

Ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ ñâÿçàííûõ äâóìåðíûõ è ïëîñêèõ çàäà÷ ýëåêòðî-
ìàãíèòîóïðóãîñòè äëÿ ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòåé. Ïîëó÷åíû îñíîâíûå ñîîòíî-
øåíèÿ äâóìåðíîé è ïëîñêîé çàäà÷, ââåäåíû è èññëåäîâàíû îáîáùåííûå êîìï-
ëåêñíûå ïîòåíöèàëû ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîñòè, ïîëó÷åíû ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ, âûðàæåíèÿ ÷åðåç íèõ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê 
ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ (íàïðÿæåíèé, ïåðåìåùåíèé, âåêòîðîâ 
íàïðÿæåííîñòè è èíäóêöèè, ïîòåíöèàëîâ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïî-
ëåé). Ïðèâåäåíî ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ïëàñòèíêè ñ ýëëèïòè÷åñêèì îòâåðñòèåì 
èëè òðåùèíîé.  

 
Â ñâÿçè ñ øèðîêèì ïðèìåíåíèåì â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òåõíèêè ïüåçî-

ýëåêòðè÷åñêèõ è ïüåçîìàãíèòíûõ ìàòåðèàëîâ â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ çíà-
÷èòåëüíî óñèëèëñÿ èíòåðåñ ê âîïðîñàì èññëåäîâàíèÿ óïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ 
òåë èç òàêèõ ìàòåðèàëîâ ïîä äåéñòâèåì ìåõàíè÷åñêèõ ñèë è ýëåêòðîìàã-
íèòíûõ ïîëåé, ðåøåíèþ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ èíæåíåðíîé ïðàêòèêè [1, 2, 12–
15]. Çà÷àñòóþ ýëåìåíòû ðåàëüíûõ êîíñòðóêöèé ñîâðåìåííîé òåõíèêè èìåþò 
îòâåðñòèÿ, èíîðîäíûå âêëþ÷åíèÿ è òðåùèíû. Â ñâÿçè ñ ýòèì íåîáõîäèìî 
ðàçðàáîòàòü ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ òåë â 
ñëó÷àå ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòåé. Äëÿ òàêèõ òåë â ñòàòüÿõ [8, 16] ïðåäëîæåíû 
ìåòîäû ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ è ïëîñêèõ çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè, à â ðàáî-
òàõ [6, 7] – çàäà÷ ìàãíèòîóïðóãîñòè. Â ïðåäëàãàåìîé ñòàòüå óêàçàííûå ïîä-
õîäû ðàñïðîñòðàíåíû íà ñëó÷àé ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîñòè, êîãäà â óðàâíå-
íèÿõ ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ ó÷òåíû êàê ýëåêòðè÷åñêèå, òàê è 
ìàãíèòíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà. 

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì àíèçîòðîïíîå öèëèíäðè÷åñêîå òåëî 
èç ïüåçîìàòåðèàëà, îñëàáëåííîå L  ïðîäîëüíûìè ïîëîñòÿìè ñ îáðàçóþùè-
ìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè öèëèíäðà. Ïóñòü òåëî ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ ìå-
õàíè÷åñêèõ óñèëèé è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íàõîäèòñÿ â óñëîâèÿõ äâó-
ìåðíîãî ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîå íå ìåíÿåòñÿ âäîëü îñè 
öèëèíäðà, ïðèíèìàåìîé çà îñü Oz  ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò 
Oxyz . Îáúåìíûå ñèëû, ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû è íà÷àëüíàÿ íàìàãíè÷åí-
íîñòü îòñóòñòâóþò. Ê öèëèíäðè÷åñêèì ïîâåðõíîñòÿì ïðèëîæåíû ðàñïðåäå-
ëåííûå ñèëîâûå, ýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå âîçäåéñòâèÿ, íå ìåíÿþùèåñÿ 
âäîëü îñè Oz ; âäîëü âíóòðåííèõ ëèíèé, ïàðàëëåëüíûõ îñè Oz , äåéñòâóþò 
ñîñðåäîòî÷åííûå ñèëû, ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû è íàìàãíè÷åííîñòè.  

Ðåøåíèå çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ 
ðàññìàòðèâàåìîãî òåëà ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé [3–
9, 11, 13, 16], ñîñòîÿùåé èç  

– óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ: 

 0,         0,         0xy xy y yzxzx

x y x y x y

∂τ ∂τ ∂σ ∂τ∂τ∂σ
+ = + = + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
;  (1) 

– óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòîñòàòèêè: 

 0,         0y yx x
D ED E

x y y x

∂ ∂∂ ∂
+ = − =

∂ ∂ ∂ ∂
,  (2) 

 0,         0y yx x
B HB H

x y y x

∂ ∂∂ ∂
+ = − =

∂ ∂ ∂ ∂
;  (3) 

– óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ: 

       11 12 13 14 15 16
DB DB DB DB DB DB

x x y z yz xz xys s s s s sε = σ + σ + σ + τ + τ + τ +  
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 , , , , , ,
11 21 31 11 21 31

D D D B B B
x y z x y zg D g D g D p B p B p Bσ σ σ σ σ σ+ + + + + + , 

 12 22 23 24 25 26
DB DB DB DB DB DB

y x y z yz xz xys s s s s sε = σ + σ + σ + τ + τ + τ +  

  , , , , , ,
12 22 32 12 22 32

D D D B B B
x y z x y zg D g D g D p B p B p Bσ σ σ σ σ σ+ + + + + + , 

 13 23 33 34 35 36
DB DB DB DB DB DB

z x y z yz xz xys s s s s sε = σ + σ + σ + τ + τ + τ +  

 , , , , , ,
13 23 33 13 23 33

D D D B B B
x y z x y zg D g D g D p B p B p Bσ σ σ σ σ σ+ + + + + + , 

 14 24 34 44 45 46
DB DB DB DB DB DB

yz x y z yz xz xys s s s s sγ = σ + σ + σ + τ + τ + τ +  

 , , , , , ,
14 24 34 14 24 34

D D D B B B
x y z x y zg D g D g D p B p B p Bσ σ σ σ σ σ+ + + + + + , 

 15 25 35 45 55 56
DB DB DB DB DB DB

xz x y z yz xz xys s s s s sγ = σ + σ + σ + τ + τ + τ +  

  , , , , , ,
15 25 35 15 25 35

D D D B B B
x y z x y zg D g D g D p B p B p Bσ σ σ σ σ σ+ + + + + + , 

 16 26 36 46 56 66
DB DB DB DB DB DB

xy x y z yz xz xys s s s s sγ = σ + σ + σ + τ + τ + τ +  

 , , , , , ,
16 26 36 16 26 36

D D D B B B
x y z x y zg D g D g D p B p B p Bσ σ σ σ σ σ+ + + + + + , 

 , , , , ,
11 12 13 14 15

D D D D D
x x y z yz xzE g g g g gσ σ σ σ σ= − σ − σ − σ − τ − τ −   

 ,
16 11 12 13 11 12 13

D
xy x y z x y zg D D D B B Bσ σ σ σ σ σσ− τ + β + β + β + ν + ν + ν , 

 , , , , ,
21 22 23 24 25

D D D D D
y x y z yz xzE g g g g gσ σ σ σ σ= − σ − σ − σ − τ − τ −  

 ,
26 12 22 23 12 22 23

D
xy x y z x y zg D D D B B Bσ σ σ σ σ σσ− τ + β + β + β + ν + ν + ν , 

 , , , , ,
31 32 33 34 35

D D D D D
z x y z yz xzE g g g g gσ σ σ σ σ= − σ − σ − σ − τ − τ −  

 ,
36 13 23 33 13 23 33

D
xy x y z x y zg D D D B B Bσ σ σ σ σ σσ− τ + β + β + β + ν + ν + ν , 

 , , , , ,
11 12 13 14 15

B B B B B
x x y z yz xzH p p p p pσ σ σ σ σ= − σ − σ − σ − τ − τ −   

  ,
16 11 12 13 11 12 13

B
xy x y z x y zp D D D B B Bσ σ σ σ σ σσ− τ + ν + ν + ν + χ + χ + χ , 

 , , , , ,
21 22 23 24 25

B B B B B
y x y z yz xzH p p p p pσ σ σ σ σ= − σ − σ − σ − τ − τ −  

 ,
26 12 22 23 12 22 23

B
xy x y z x y zp D D D B B Bσ σ σ σ σ σσ− τ + ν + ν + ν + χ + χ + χ , 

 , , , , , ,
31 32 33 34 35 36

B B B B B B
z x y z yz xz xyH p p p p p pσ σ σ σ σ σ= − σ − σ − σ − τ − τ − τ +  

 13 23 33 13 23 33x y z x y zD D D B B Bσ σ σ σ σ σ+ ν + ν + ν + χ + χ + χ ; (4) 

– ñîîòíîøåíèé Êîøè: 

 ,         ,               0,             x y z yz
u v w
x y y

∂ ∂ ∂ε = ε = ε = γ =
∂ ∂ ∂

, 

 ,       ,    ,           xz xy x y
w u v E E
x y x x y

∂ϕ ∂ϕ∂ ∂ ∂γ = γ = + = − = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, 

            0,           ,     ,     0z x y zE H H H
x y

∂ψ ∂ψ
= = − = − =

∂ ∂
. (5) 
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Çäåñü xσ , yσ , zσ , yzτ , xzτ , xyτ  è xε , yε , zε , yzγ , xzγ , xyγ  – êîìïîíåíòû 

òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé; xD , yD , zD , xE , yE , zE  è ϕ  – êîì-

ïîíåíòû âåêòîðîâ èíäóêöèè, íàïðÿæåííîñòè è ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî 
ïîëÿ; xB , yB , zB , xH , yH , zH  è ψ  – êîìïîíåíòû âåêòîðîâ èíäóêöèè, íà-

ïðÿæåííîñòè è ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ; DB
ijs  – êîýôôèöèåíòû äåôîðìà-

öèè ìàòåðèàëà òåëà, èçìåðåííûå ïðè ïîñòîÿííûõ èíäóêöèÿõ ýëåêòðè÷åñêî-

ãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé; ,D
kigσ  è ,B

kipσ  – ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå è ïüåçîìàãíèòíûå 

êîýôôèöèåíòû äåôîðìàöèé è íàïðÿæåííîñòè, èçìåðåííûå ïðè ïîñòîÿííûõ 

íàïðÿæåíèÿõ è èíäóêöèè; k
σβ   è k

σχ   – êîýôôèöèåíòû äèýëåêòðè÷åñêîé è 

ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè, èçìåðåííûå ïðè ïîñòîÿííûõ íàïðÿæåíèÿõ; 

k
σν   – êîýôôèöèåíòû ýëåêòðîìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè, èçìåðåííûå ïðè 

ïîñòîÿííûõ íàïðÿæåíèÿõ. 
Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ñîâìåñòíîñòè Ñåí-Âåíàíà 

 
2 22

2 2
0,          0

y xy yz xzx

x y x yy x

∂ ε ∂ γ ∂γ ∂γ∂ ε
+ − = − =

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
. 

Ñèñòåìó (1)–(5) íóæíî èíòåãðèðîâàòü ïðè çàäàííûõ íà ãðàíè÷íûõ ïî-
âåðõíîñòÿõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ. Òàê, åñëè íà ãðàíèöå çàäàíû ìåõàíè÷åñêèå 
óñèëèÿ, ýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ èíäóêöèè, òî ýòè óñëîâèÿ èìåþò âèä 

 cos ( ) cos ( ) cos ( )x xy xz nnx ny nz Xσ + τ + τ = , 

 cos ( ) cos ( ) cos ( )xy y yz nnx ny nz Yτ + σ + τ = ,  

 cos ( ) cos ( ) cos ( )xz yz z nnx ny nz Zτ + τ + σ = , 

 cos ( ) cos ( ) cos ( )x y z nD nx D ny D nz D+ + = , 

 cos ( ) cos ( ) cos ( )x y z nB nx B ny B nz B+ + = . (6) 

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ äâóìåðíîé çàäà÷è 0zε = , 0zE = , 0zH =  è ðåøàÿ 

îòíîñèòåëüíî zσ , zD  è zB  ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç òðåòüåãî, äåâÿòîãî è äâå-

íàäöàòîãî óðàâíåíèé ðàâåíñòâ (4), íàõîäèì 

 , , , ,
31 1 31 2 13 4 32 1 32 2 23 4

B D DB B D DB
z x yp A g A s A p A g A s Aσ σ σ σσ = − + + σ + + + σ +( ) ( )[  

 , , , ,
34 1 34 2 34 4 35 1 35 2 35 4

B D DB B D DB
yz xzp A g A s A p A g A s Aσ σ σ σ+ + + τ + + + τ +( ) ( )  

 , , ,
36 1 36 2 36 4 13 1 13 2 13 4

B D DB D
xy xp A g A s A A A g A Dσ σ σ σ σ+ + + τ + − ν − β + +( ) ( )  

 , ,
23 1 23 2 23 4 13 1 13 2 13 4

D B
y xA A g A D A A p A Bσ σ σ σ σ σ+ − ν − β + + − χ − ν + +( ) ( )  

 ,
23 1 23 2 23 4

1B
yA A p A B

D
σ σ σ+ − χ − ν +( ) ] , 

 , , , ,
13 2 31 3 31 5 23 2 32 3 32 5
DB B D DB B D

z x yD s A p A g A s A p A g Aσ σ σ σ= − + − σ + + − σ +( ) ( )[  

 , , , ,
34 2 34 3 34 5 35 2 35 3 35 5
DB B D DB B D

yz xzs A p A g A s A p A g Aσ σ σ σ+ + − τ + + − τ +( ) ( )  

 , , ,
36 2 36 3 36 5 13 2 13 3 13 5
DB B D D

xy xs A p A g A g A A A Dσ σ σ σ σ+ + − τ + − ν + β +( ) ( )  

 , ,
23 2 23 3 23 5 13 2 13 3 13 5

D B
y xg A A A D p A A A Bσ σ σ σ σ σ+ − ν + β + − χ + ν +( ) ( )  

 ,
23 2 23 3 23 5

1B
yp A A A B

D
σ σ σ+ − χ + ν( ) ] , 
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 , , , ,
13 1 31 3 31 6 23 1 32 3 32 6
DB D B DB D B

z x yB s A g A p A s A g A p Aσ σ σ σ= − + − σ + + − σ +( ) ( )[  

 , , , ,
34 1 34 3 34 6 35 1 35 3 35 6
DB D B DB D B

yz xzs A g A p A s A g A p Aσ σ σ σ+ + − τ + + − τ +( ) ( )  

 , , ,
36 1 36 3 36 6 13 1 13 3 13 6
DB D B D

xy xs A g A p A g A A A Dσ σ σ σ σ+ + − τ + − β + ν +( ) ( )  

 , ,
23 1 23 3 23 6 13 1 13 3 13 6

D B
y xg A A A D p A A A Bσ σ σ σ σ σ+ − β + ν + − ν + χ +( ) ( )  

 ,
23 1 23 3 23 6

1B
yp A A A B

D
σ σ σ+ − ν + χ( ) ] , (7) 

ãäå 

 , , ,
33 1 33 2 33 4 33 2 33 3 33 5

B D DB DD p A g A s A g A A Aσ σ σ σ σ= + + = − ν + β =  

 ,
33 1 33 3 33 6

Bp A A Aσ σ σ= − ν + χ , 

 , , , ,
1 33 33 33 33 2 33 33 33 33,            B D D BA p g A g pσ σ σ σ σ σ σ σ= β − ν = χ − ν , 

 , , 2
3 33 33 33 33 4 33 33 33,           DB B DA s p g Aσ σ σ σ σ σ= ν + = β χ − ν( ) , 

 , 2 , 2
5 33 33 33 6 33 33 33,             DB B DB DA s p A s gσ σ σ σ= χ + = β +( ) ( ) . 

Ïîäñòàâëÿÿ (7) â ñèñòåìó ðàâåíñòâ (4), ïîëó÷àåì 

 11 12 14 15 16 11x x y yz xz xy xa a a a a b Dε = σ + σ + τ + τ + τ + +  

 21 11 21y x yb D d B d B+ + + , 

 12 22 24 25 26 12y x y yz xz xy xa a a a a b Dε = σ + σ + τ + τ + τ + +  

 22 12 22y x yb D d B d B+ + + , 

 14 24 44 45 46 14yz x y yz xz xy xa a a a a b Dγ = σ + σ + τ + τ + τ + +  

 24 14 24y x yb D d B d B+ + + , 

 15 25 45 55 56 15xz x y yz xz xy xa a a a a b Dγ = σ + σ + τ + τ + τ + +  

 25 15 25y x yb D d B d B+ + + , 

 16 26 46 56 66 16xy x y yz xz xy xa a a a a b Dγ = σ + σ + τ + τ + τ + +  

 26 16 26y x yb D d B d B+ + + , 

 11 12 14 15 16 11x x y yz xz xy xE b b b b b c D= − σ − σ − τ − τ − τ + +  

 12 11 12y x yc D e B e B+ + + , 

 21 22 24 25 26 12y x y yz xz xy xE b b b b b c D= − σ − σ − τ − τ − τ + +  

 22 12 22y x yc D e B e B+ + + , 

 11 12 14 15 16 11x x y yz xz xy xH d d d d d e D= − σ − σ − τ − τ − τ + +  

 12 11 12y x ye D f B f B+ + + , 

 21 22 24 25 26 12y x y yz xz xy xH d d d d d e D= − σ − σ − τ − τ − τ + +  

 22 12 22y x ye D f B f B+ + + , (8) 

ãäå 

 , , , ,
3 3 1 3 2 3 4 3 3 2 3 3

DB DB B D DB D DB B
ij ij i j j j i j ja s s p A g A s A g s A p Aσ σ σ σ= − + + + + −( ) ([  

 , , , ,
3 5 3 3 1 3 3 3 6

D B DB D B
j i j j jg A p s A g A p A

D
σ σ σ σ− + + −) ( ) 1] , 

 , , , ,
3 3 1 3 2 3 4 3 3 2 3 3

D DB D D D
mj mj j m m m j m mb g s A A g A g g A Aσ σ σ σ σ σ σ= − − ν − β + + − ν +( ) ([  

 , ,
3 5 3 3 1 3 3 3 6

B D
m j m m mA p g A A A

D
σ σ σ σ σ+ β + − β + ν) ( ) 1] , 
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 , , ,
3 3 1 3 2 3 4 3 3 2 3 3
D D D

nm nm n m m m n m mc g A A g A g A Aσ σ σ σ σ σ σ σ= β − ν + β − + β − ν +( ) ([  

 ,
3 5 3 3 1 3 3 3 6

D
m n m m mA g A A A

D
σ σ σ σ σ+ β + ν − β + ν) ( ) 1] , 

 , , , ,
3 3 1 3 2 3 4 3 3 2 3 3

B DB B D B
mj mj j m m m j m md p s A A p A g p A Aσ σ σ σ σ σ σ= − − χ − ν + + − χ +( ) ([  

 , ,
3 5 3 3 1 3 3 3 6

B B
m j m m mA p p A A A

D
σ σ σ σ σ+ ν + − ν + χ) ( ) 1] , 

 , , ,
3 3 1 3 2 3 4 3 3 2 3 3
D B B

nm nm n m m m n m me g A A p A p A Aσ σ σ σ σ σ σ σ= ν − χ + ν − + β − χ +( ) ([  

 ,
3 5 3 3 1 3 3 3 6

B
m n m m mA p A A A

D
σ σ σ σ σ+ ν + ν − ν + χ) ( ) 1] , 

 , , ,
3 3 1 3 2 3 4 3 3 2 3 3
B B B

nm nm n m m m n m mf p A A p A p A Aσ σ σ σ σ σ σ σ= χ − χ + ν − + ν − χ +( ) ([  

 ,
3 5 3 3 1 3 3 3 6

B
m n m m mA p A A A

D
σ σ σ σ σ+ ν + χ − ν + χ) ( ) 1] . 

Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî äâóìåðíàÿ çàäà÷à ýëåêòðîìàãíèòîóï-
ðóãîñòè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé, ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèé 
(1)–(3), (5) è (8) ïðè çàäàííûõ íà ãðàíèöå óñëîâèÿõ, íàïðèìåð, òèïà (6). 

2. Êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû çàäà÷è. Ââåäåì ôóíêöèè íàïðÿæåíèé, 
ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé èíäóêöèé òàê, ÷òîáû ðàâåíñòâà (1) è ïåðâûå 
óðàâíåíèÿ ñèñòåì (2) è (3) óäîâëåòâîðÿëèñü òîæäåñòâåííî, ïîëîæèâ [5–8] 

 
2 2 2

2 2
,        ,          x y xy

F F F
x yy x

∂ ∂ ∂σ = σ = τ = −
∂ ∂∂ ∂

, 

 ,      ,          xz yz xD
y x y

∂Ψ ∂Ψ ∂Χτ = τ = − =
∂ ∂ ∂

, 

        , ,           y x yD B B
x y x

∂Χ ∂Ω ∂Ω= − = = −
∂ ∂ ∂

. (9) 

Òîãäà èç ñîîòíîøåíèé (5) è âòîðûõ óðàâíåíèé (2) è (3) ñ ó÷åòîì (8) ïî-
ëó÷èì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà 

 4 3 3 3 0a a b dL F L L L+ Ψ + Χ + Ω = , 

 3 2 2 2 0a a b dL F L L L+ Ψ + Χ + Ω = , 

 3 2 2 2 0b b c eL F L L L+ Ψ + Χ + Ω = , 

 3 2 2 2 0d d e fL F L L L+ Ψ + Χ + Ω = , (10) 

ãäå 

 
4 4 4 4 4

4 22 26 12 66 16 114 3 2 2 3 4
2 (2 ) 2aL a a a a a a

x x y x y x y y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − + + − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, 

 
3 3 3 3

3 24 25 46 14 56 153 2 2 3
( ) ( )aL a a a a a a

x x y x y y
∂ ∂ ∂ ∂= − + + − + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, 

 
2 2 2

2 44 45 552 2
2aL a a a

x yx y
∂ ∂ ∂= − +

∂ ∂∂ ∂
, 

 
3 3 3 3

3 22 12 26 21 16 113 2 2 3
( ) ( )bL b b b b b b

x x y x y y
∂ ∂ ∂ ∂= − + + − + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, 

 
 

2 2 2

2 24 14 25 152 2
( )bL b b b b

x yx y
∂ ∂ ∂= − + +

∂ ∂∂ ∂
, 

 
 

3 3 3 3

3 22 12 26 21 16 113 2 2 3
( ) ( )dL d d d d d d

x x y x y y
∂ ∂ ∂ ∂= − + + − + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, 

 
 

2 2 2

2 24 14 25 152 2
( )dL d d d d

x yx y
∂ ∂ ∂= − + +

∂ ∂∂ ∂
,  
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2 2 2

2 22 12 112 2
2cL c c c

x yx y
∂ ∂ ∂= − + −

∂ ∂∂ ∂
, 

 
 

2 2 2

2 22 12 112 2
2eL e e e

x yx y
∂ ∂ ∂= − + −

∂ ∂∂ ∂
,  

 
 

2 2 2

2 22 12 112 2
2fL f f f

x yx y
∂ ∂ ∂= − + −

∂ ∂∂ ∂
. 

Ðåøàÿ ñèñòåìó (10), ïîëó÷àåì 

 
5 5

1 1

( , ) 2Re ( ),           ( , ) 2Re ( )k k k k
k k

F x y F z x y z
= =

= Ψ = Ψ∑ ∑ , 

 
5 5

1 1

( , ) 2Re ( ),          ( , ) 2Re ( )k k k k
k k

x y z x y z
= =

Χ = Χ Ω = Ω∑ ∑ . (11) 

Çäåñü ( )k kF z , ( )k kzΨ , ( )k kzΧ , ( )k kzΩ  – ïðîèçâîëüíûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíê-

öèè îáîáùåííûõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ 

 k k k kz x y x iy= + µ = + , (12) 

k k kiµ = α + β , 0kβ > , – êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ 

 

4 3 3 3

3 2 2 2

3 2 2 2

3 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

a a b d

a a b d

b b c e

d d e f

µ µ µ µ
µ µ µ µ

=µ µ µ µ
µ µ µ µ

   
   
   
   

, (13) 

ãäå 

 4 3 2
4 11 16 12 66 26 22( ) 2 (2 ) 2a a a a a a aµ = µ − µ + + µ − µ + , 

 3 2
3 15 14 56 25 46 24( ) ( ) ( )a a a a a a aµ = µ − + µ + + µ − , 

 2
2 55 45 44( ) 2a a a aµ = µ − µ + ,  

 2
2 15 14 25 24( ) ( )b b b b bµ = µ − + µ + , 

 3 2
3 11 21 16 12 26 22( ) ( ) ( )b b b b b b bµ = µ − + µ + + µ − , 

 2
2 11 12 22( ) 2c c c cµ = − µ + µ − , 

 3 2
3 11 21 16 12 26 22( ) ( ) ( )d d d d d d dµ = µ − + µ + + µ − , 

 2
2 15 14 25 24( ) ( )d d d d dµ = µ − + µ + , 

   

2
2 11 12 22( ) 2e e e eµ = − µ + µ − ,  

 2
2 11 12 22( ) 2f f f fµ = − µ + µ − . 

Òàê êàê ôóíêöèè ( )k kF z , ( )k kzΨ , ( )k kzΧ , ( )k kzΩ  äîëæíû óäîâëåòâî-

ðÿòü ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé (10), òî ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ìåæäó 
íèìè ñóùåñòâóþò ñâÿçè âèäà 

 ( ) ( ),      ( ) ( ),      ( ) ( )k k k k k k k k k k k k k k kz F z z F z z F z′ ′ ′Ψ = λ Χ = ν Ω = ρ ,  (14) 

ãäå kλ , kν , kρ  – ïîñòîÿííûå. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (14) â óðàâíåíèÿ ñèñ-

òåìû (10) è ó÷èòûâàÿ (11), ïîëó÷àåì 

 4 3 3 3 0a k a k b k d+ λ + ν + ρ =    , 

 3 2 2 2 0a k a k b k d+ λ + ν + ρ =    , 
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 3 2 2 2 0b k b k c k e+ λ + ν + ρ =    , 

 3 2 2 2 0,             1, ,5d k d k e k f k+ λ + ν + ρ = =     .  (15) 

Èç âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèé ñèñòåìû (15) íàõîäèì 

 1 2 3

0 0 0
,       ,       ,       1, ,5k k k

k k k
k k k

k
∆ ∆ ∆

λ = ν = ρ = =
∆ ∆ ∆

 ,  (16) 

ãäå 

 
2 2 2

0 2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

a k b k d k

k b k c k e k

d k e k f k

µ µ µ
∆ = µ µ µ

µ µ µ

  
  
  

,      
3 2 2

1 3 2 2

3 2 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

a k b k d k

k b k c k e k

d k e k f k

− µ µ µ
∆ = − µ µ µ

− µ µ µ

  
  
  

, 

 
2 3 2

2 2 3 2

2 3 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

a k a k d k

k b k b k e k

d k d k f k

µ − µ µ
∆ = µ − µ µ

µ − µ µ

  
  
  

,    
2 2 3

3 2 2 3

2 2 3

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

a k b k a k

k b k c k b k

d k e k d k

µ µ − µ
∆ = µ µ − µ

µ µ − µ

  
  
  

. 

Ïîäñòàâèâ (16) â ïåðâîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (15), ïîëó÷èì  

 4 0 3 1 3 2 3 3 0a k a k b k d k∆ + ∆ + ∆ + ∆ =    . 

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå íà îñíîâå (13) óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî.  
Ïðè ðàññìîòðåíèè ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ àíèçîòðîïèè (êîãäà äâóìåðíàÿ çà-

äà÷à ðàñïàäàåòñÿ íà çàäà÷è î ïëîñêîé è àíòèïëîñêîé äåôîðìàöèÿõ) èñ-
ïîëüçîâàíèå 5λ , âû÷èñëåííîãî ïî ôîðìóëå (16), ïðèâîäèò ê íåêîòîðûì íå-
óäîáñòâàì. Ïîýòîìó, ïî àíàëîãèè ñ âûâîäàìè Ñ. Ã. Ëåõíèöêîãî [10] äëÿ äâó-
ìåðíîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè, 5λ  áóäåì îïðåäåëÿòü, ðåøàÿ ñèñòåìó, ñî-
ñòîÿùóþ èç ïåðâîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé (15). Òîãäà 

 5
5

6

∆
λ = −

∆
, (17) 

ãäå 

 
4 5 3 5 3 5

5 3 5 2 5 2 5

3 5 2 5 2 5

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

a b d

b c e

d e f

µ µ µ
∆ = µ µ µ

µ µ µ

  
  
  

,        
3 5 3 5 3 5

6 2 5 2 5 2 5

2 5 2 5 2 5

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

a b d

b c e

d e f

µ µ µ
∆ = µ µ µ

µ µ µ

  
  
  

. 

Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé [5–8, 10, 16] óäîáíåå èìåòü äåëî ñ âåëè÷èíîé, 
îáðàòíîé (17). Ïåðåîáîçíà÷àÿ íîâóþ âåëè÷èíó îïÿòü ÷åðåç 5λ , äëÿ íåå áó-
äåì èìåòü 

 6
5

5

∆
λ = −

∆
.  (18) 

Â ñâÿçè ñ óêàçàííûì â äàëüíåéøåì ïîä 1λ , 2λ , 3λ , 4λ , kν , kρ , 

1, ,5k =  , ïîíèìàþòñÿ âåëè÷èíû (16), ïîä 5λ  – âåëè÷èíà (18). 
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âûðàæåíèÿ (14), áóäåì èìåòü 

 
5 4

5 5
51 1

1( , ) 2Re ( ),           ( , ) 2Re ( ) ( )k k j j j
k j

F x y F z x y F z F z
= =

′ ′= Ψ = λ +
λ∑ ∑ , 

 
5 5

1 1

( , ) 2Re ( ),        ( , ) 2Re ( )k k k k k k
k k

x y F z x y F z
= =

′ ′Χ = ν Ω = ρ∑ ∑ . (19) 

Ïîäñòàâèâ ôóíêöèè (19) â ðàâåíñòâà (9), ïîëó÷èì  

 
5

1 2 4 5 6
1

( , , , , ) 2Re ( , , , , ) ( )x y yz xz xy k k k k k k k
k

z
=

′σ σ τ τ τ = λ λ λ λ λ Φ∑ , (20) 
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5

0 0 0

1

( , , , , ) 2Re , , , , ( )k k k k k k k
k

u v w p q s r h z
=

ϕ ψ = Φ +∑ ( )  

     3 0 3 0 0 0 0( , , , , )y u x v w+ − ω + ω + ϕ ψ , (21) 

 
5

7 8
1

( , ) 2Re ( , ) ( )x y k k k k
k

D D z
=

′= λ λ Φ∑ , (22) 

 
5

0 0

1

( , ) 2Re , ( )x y k k k k k
k

E E r r z
=

′= − µ Φ∑ ( ) , (23) 

 
5

9 10
1

( , ) 2Re ( , ) ( )x y k k k k
k

B B z
=

′= λ λ Φ∑ , (24) 

 
5

0 0

1

( , ) 2Re , ( )x y k k k k k
k

H H h h z
=

′= − µ Φ∑ ( ) . (25) 

Çäåñü 

 2
1 2 4 5 6,       1,       ,       ,       j j j j j j j j j jλ = µ λ = λ = − λ λ = λ µ λ = − µ , 

 2
7 8 9 10 15 5 5,     ,     ,     ,     j j j j j j j j j jλ = ν µ λ = − ν λ = ρ µ λ = − ρ λ = λ µ , 

 25 5 45 55 5 65 5 5 75 5 5 5,      1,      ,      ,      λ = λ λ = − λ = µ λ = − λ µ λ = λ ν µ , 

 85 5 5 95 5 5 5 105 5 5,      ,      λ = − λ ν λ = λ ρ µ λ = − λ ρ , 

 2
11 16 12 15 14 11 21( ) ( ) ,     1, , 4j j j j j j jp a a a a a b b j= µ − µ + + µ − λ + µ − ν =  , 

 22 24 22 22
12 26 25 12 12j j j j j

j j j j

a a b d
q a a a b d     = µ − + + − λ + − ν + − ρ     µ µ µ µ     

, 

 0 24 44 24 24
14 46 45 14 14j j j j j

j j j j

a a b d
s a a a b d     = µ − + + − λ + − ν + − ρ     µ µ µ µ     

, 

 0 2
11 16 12 15 14 11 12 11 12( ) ( ) ( )j j j j j j j j jr b b b b b c c e e= µ − µ + + µ − λ − µ − ν − µ − ρ , 

 0 2
11 16 12 15 14 11 12 11 12( ) ( ) ( )j j j j j j j j jh d d d d d e e f f= µ − µ + + µ − λ − µ − ν − µ − ρ , 

 2
5 11 5 16 5 12 5 15 5 14 11 5 21 5 5( ) ( )p a a a a a b b= µ − µ + λ + µ − + µ − λ ν +  

 11 5 21 5 5( )d d+ µ − λ ρ , 

 22 24 22
5 12 5 26 5 25 12 5 5

5 5 5

a a b
q a a a b   = µ − + λ + − + − λ ν +   µ µ µ   

 

 22
12 5 5

5

d
d + − λ ρ µ 

, 

 0 24 44 24
5 14 5 46 5 45 14 5 5

5 5 5

a a b
s a a a b   = µ − + λ + − + − λ ν +   µ µ µ   

 

 24
14 5 5

5

b
d d + − λ ρ µ 

, 

 0 2
5 11 5 16 5 12 5 15 5 14 11 5 12 5 5( ) ( )r b b b b b c c= µ − µ + λ + µ − − µ − λ ν −  

 11 5 12 5 5( )e e− µ − λ ρ , 

 0 2
5 11 5 16 5 12 5 15 5 14 11 5 12 5 5( ) ( )h d d d d d e e= µ − µ + λ + µ − − µ − λ ν −  

 11 5 12 5 5( )f f− µ − λ ρ , 

 5 5 5 5
5

1( ) ( ),    1, , 4,         ( ) ( )j j j jz F z j z F z′ ′Φ = = Φ =
λ

 ,  

3 0y u− ω + , 3 0x vω + , 0w  – æåñòêèå ïåðåìåùåíèÿ òåëà êàê öåëîãî; 0ϕ , 0ψ  

– íóëåâîé óðîâåíü ïîòåíöèàëîâ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé. 



216 

Òàêèì æå îáðàçîì, êàê ýòî ñäåëàíî â [5–8, 16], íàõîäèì, ÷òî êîìïëåêñ-
íûå ïîòåíöèàëû ( )k kzΦ  îïðåäåëåíû â îáëàñòÿõ kS , ïîëó÷àåìûõ èç çàäàí-

íîé îáëàñòè S  àôôèííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè (12), è ìîãóò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíû â âèäå 

 0 0
0

1 1

( ) ln ( ) ln ( ) ( )
J

k k k k k k k kj k kj k k
j

z z A z z A z z z
= =

Φ = Γ + − + − + Φ∑ ∑ 



,  (26) 

ãäå kΓ  – ïîñòîÿííûå, ðàâíûå íóëþ â ñëó÷àå êîíå÷íîé îáëàñòè S  è îïðåäå-

ëÿåìûå äëÿ áåñêîíå÷íîé îáëàñòè èç ñèñòåì 

 
5

1 2 4 5 6 7 8 9 10
1

2Re ( , , , , , , , , , )k k k k k k k k k k k k k
k

q p
=

λ λ λ λ λ λ λ λ λ − µ Γ =∑  

 3, , , , , , , , ,2x y yz xz xy x y x yD D B B∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞= σ σ τ τ τ ω( ) , (27) 

åñëè íà áåñêîíå÷íîñòè çàäàíû ìåõàíè÷åñêèå óñèëèÿ è èíäóêöèè, èëè 

 
5

0 0 0 0
1 2 4 5 6

1

2Re , , , , , , , , ,k k k k k k k k k k k k k k k
k

r r h h q p
=

λ λ λ λ λ − − µ − − µ − µ Γ =∑ ( )  

 3, , , , , , , , ,2x y yz xz xy x y x yE E H H∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞= σ σ τ τ τ ω( ) , (28) 

êîãäà âìåñòî èíäóêöèè çàäàíû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî 
ïîëåé; kA   – êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå 

 
5

0 0 0
6 2 4 8 10

1

2Re , , , , , , , , ,k k k k k k k k k k k
k

p q r s h iA
=

λ λ λ λ λ =∑ ( )   

 э м, , , , , 0, 0, 0, 0, 0
2 2 2 2 2

QX Y Z Q =  π π π π π 
    , (29) 

X , Y , Z , эQ  , мQ   – êîìïîíåíòû ãëàâíîãî âåêòîðà âíåøíèõ óñèëèé è 

ñóììàðíûå ïîòîêè ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ, äåéñòâóþùèå íà 

êîíòóð L ; 0
kjA  – êîýôôèöèåíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå, ïîëó÷àåìîé 

èç (29) çàìåíîé kjA , X , Y , Z , эQ  , мQ   íà 0
kjA , 0X , 0Y , 0Z , э

0Q  , м
0Q   

ñîîòâåòñòâåííî; 0X , 0Y , 0Z , э
0Q  , м

0Q   – êîìïîíåíòû ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû 

è ñîñðåäîòî÷åííûõ ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ, äåéñòâóþùèõ ïî 

ëèíèÿì, ñîîòâåòñòâóþùèì â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè âíóòðåííåé òî÷êå 0
jz  îá-

ëàñòè S ; 0 ( )k kzΦ  – ôóíêöèè, ãîëîìîðôíûå â ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ kS , 

âêëþ÷àÿ è òî÷êè 0
kjz , ñîîòâåòñòâóþùèå 0

jz  ïðè óêàçàííûõ àôôèííûõ ïðå-

îáðàçîâàíèÿõ.  
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ ñëå-

äóþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, â ÷àñòíîñòè, èç óñëîâèé (6). 
Òàêèì æå îáðàçîì, êàê ýòî ñäåëàíî â ðàáîòàõ [5–8, 16], äëÿ îïðåäåëåíèÿ 

( )k kzΦ  ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:  

 
5

0

1

2Re ( ) ( ),          1, ,5ki k k i
k

g t F t i
=

Φ = =∑  , (30) 

ãäå â ñëó÷àå çàäàíèÿ íà ãðàíèöå ìåõàíè÷åñêèõ óñèëèé 

     

0 0 0
1 2 5 6 2 4, , , ,( ) ( )k k k k k kg g g = λ λ λ , 

     1 2 5 1 2 5
0

( , , ) ( , , ) ( , , )
s

n n nF F F X Y Z ds c c c= +∫ ,  

à ïðè çàäàíèè ïåðåìåùåíèé 
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0 0 0 0
1 2 5, , , ,( ) ( )k k k k k kg g g p q s= , 

     1 2 5 3 0 3 0 0( , , ) ( , , )F F F u y u v x v w w∗ ∗ ∗= + ω − − ω − − ; 

äëÿ ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ( 3,4i = ) â (30) 

  

0
3 8 3 3

0

,            
s

k k ng F D ds c= λ = +∫ , 

  

0
4 10 4 4

0

,           
s

k k ng F B ds c= λ = +∫ , 

åñëè íà ãðàíèöå çàäàíû èíäóêöèè, è 

 0 0
3 3 3,             ( )k kg r F z c∗= = ϕ + ,  

 0 0
4 4 4,             ( )k kg h F z c∗= = ψ +  

â ñëó÷àå çàäàíèÿ íà ãðàíèöå ïîòåíöèàëîâ. 

3. Ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ òåëà ñ ýëëèïòè÷åñêèì îòâåðñòèåì. Ðàññìîò-
ðèì áåñêîíå÷íîå òåëî ñ ýëëèïòè÷åñêèì îòâåðñòèåì, 
êîòîðîìó â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ñîîòâåòñòâóåò ýëëèïñ 
L  ñ ïîëóîñÿìè a  è b  ñîîòâåòñòâåííî âäîëü îñåé êî-
îðäèíàò Ox  è Oy  (ðèñ. 1). Íà áåñêîíå÷íîñòè çàäàíî 
îäíîðîäíîå ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîå ñîñòîÿíèå, õàðàê-

òåðèçóåìîå âåëè÷èíàìè x
∞σ , y

∞σ , yz
∞τ , xz

∞τ , xy
∞τ , xD∞ , 

yD∞  (èëè xE∞ , yE∞ ), xB∞ , yB∞  (èëè xH∞ , yH∞ ), 3 0∞ω = ; íà 

êîíòóðå îòâåðñòèÿ ìåõàíè÷åñêèå óñèëèÿ, ýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå âîç-
äåéñòâèÿ îòñóòñòâóþò. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû 
(26) èìåþò âèä 

 0( ) ( )k k k k k kz z zΦ = Γ + Φ , (31) 

ãäå kΓ  – ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿåìûå èç ñèñòåìû (27) èëè (28); 0 ( )k kzΦ  – 

ôóíêöèè, ãîëîìîðôíûå âíå ýëëèïñîâ kL , ïîëó÷àåìûõ èç L  àôôèííûìè 

ïðåîáðàçîâàíèÿìè (12). 
Îòîáðàçèì êîíôîðìíî âíåøíîñòü åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè 1kζ ≥  íà 

âíåøíîñòü ýëëèïñîâ kL  [8]: 

 k
k k k

k

m
z R  = ζ + ζ 

. 

Çäåñü 

 
2
( ),        k

k k k
k

a i b
R a i b m

a i b
+ µ

= − µ =
− µ

1 . 

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (31) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (30) è èñïîëüçóÿ ìå-
òîä ðÿäîâ, ïîëó÷àåì  

 1
1( )k k k k k k k k
k

z z a R mΦ = Γ + − Γ
ζ

( ) , 

 1 1 1 1 2 2 2k k k k k k k k k ka r R s R e R+ + + + + += − Γ − Γ − Γ −  

  3 3 3 4 4 4k k k k k kn R m R+ + + + + +− Γ − Γ , 

ãäå 

 1 6, 1 6 2, 1 2 8, 1 8 4, 1 4 10, 1 10k k k k k k k k k k k
k

s M M M M M+ + + + + += λ + λ + λ + λ + λ
∆
1[ ] , 

 2 6, 2 6 2, 2 2 8, 2 8 4, 2 4 10, 2 10k k k k k k k k k k k
k

e M M M M M+ + + + + += λ + λ + λ + λ + λ
∆
1[ ] , 

 
b 

O a 

L 

y 

x 
 

Рис. 1 
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 3 6, 3 6 2, 3 2 8, 3 8 4, 3 4 10, 3 10
1

k k k k k k k k k k k
k

n M M M M M+ + + + + += λ + λ + λ + λ + λ
∆

[ ] , 

 4 6, 4 6 2, 4 2 8, 4 8 4, 4 4 10, 4 10
1

k k k k k k k k k k k
k

m M M M M M+ + + + + += λ + λ + λ + λ + λ
∆

[ ] ,  

 6 6 2 2 8 8 4 4 10 10
1

k k k k k k k k k k k
k

r M M M M M= λ + λ + λ + λ + λ
∆

[ ] , (32) 

 1 6 6 2 2 8 8 4 4 10 10,     k k k k k k k k k k k k kM M M M M+∆ = − ∆ ∆ = λ + λ + λ + λ + λ , 

 

6, 1 6, 2 6, 3 6, 4

8, 1 8, 2 8, 3 8, 4
2

4, 1 4, 2 4, 3 4, 4

10, 1 10, 2 10, 3 10, 4

k k k k

k k k k
k

k k k k

k k k k

M

+ + + +

+ + + +

+ + + +

+ + + +

λ λ λ λ
λ λ λ λ

= − λ λ λ λ
λ λ λ λ

, 

 

6, 1 6, 2 6, 3 6, 4

2, 1 2, 2 2, 3 2, 4
4

8, 1 8, 2 8, 3 8, 4

10, 1 10, 2 10, 3 10, 4

k k k k

k k k k
k

k k k k

k k k k

M

+ + + +

+ + + +

+ + + +

+ + + +

λ λ λ λ
λ λ λ λ

= − λ λ λ λ
λ λ λ λ

, 

 

2, 1 2, 2 2, 3 2, 4

8, 1 8, 2 8, 3 8, 4
6

4, 1 4, 2 4, 3 4, 4

10, 1 10, 2 10, 3 10, 4

k k k k

k k k k
k

k k k k

k k k k

M

+ + + +

+ + + +

+ + + +

+ + + +

λ λ λ λ
λ λ λ λ

= λ λ λ λ
λ λ λ λ

, 

 

6, 1 6, 2 6, 3 6, 4

2, 1 2, 2 2, 3 2, 4
8

4, 1 4, 2 4, 3 4, 4

10, 1 10, 2 10, 3 10, 4

k k k k

k k k k
k

k k k k

k k k k

M

+ + + +

+ + + +

+ + + +

+ + + +

λ λ λ λ
λ λ λ λ

= λ λ λ λ
λ λ λ λ

, 

 

6, 1 6, 2 6, 3 6, 4

2, 1 2, 2 2, 3 2, 4
10

8, 1 8, 2 8, 3 8, 4

4, 1 4, 2 4, 3 4, 4

k k k k

k k k k
k

k k k k

k k k k

M

+ + + +

+ + + +

+ + + +

+ + + +

λ λ λ λ
λ λ λ λ

= λ λ λ λ
λ λ λ λ

,  

k  – èíäåêñ, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, 4, 5, ïðè÷åì çíà÷åíèå èíäåêñà 
k j+ , êîãäà îí áîëüøå 5, ôîðìàëüíî ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 5k j+ − . 

Ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííîé kz  è äèôôåðåíöèðóÿ ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ, 

áóäåì èìåòü 

 1 1
1 12 2

( ) ,          
24

k k k k k k
k k k k k

k k
k k k

d z R m a
z d d

R mz R m

Γ −′Φ = ± − + Γ =
−

. 

Åñëè ïîëóîñü 0b =  (òåëî ñ òðåùèíîé äëèíû 2a ), òî 1km = , 2kR a= / . 

Âáëèçè êîíöîâ ðàçðåçà ( )k kz a z∗= ± + , ãäå kz
∗  – ìàëàÿ âåëè÷èíà. Òîãäà 

 ( ) (1)
2 2

k
k k

k

M
z O

z∗
′Φ = ± + , (33) 

 1 1 2 2 3 3 4 4k k k k k k k k k k k kM r s e n m a+ + + + + + + += Γ + Γ + Γ + Γ + Γ + Γ( ) , 

(1)O  – îãðàíè÷åííàÿ âåëè÷èíà. 
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Ïîäñòàâëÿÿ (32) â (31) è ñîáèðàÿ â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè êîìáèíàöèè 

kΓ  â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (27) èëè (28), áóäåì èìåòü 

 2 6 4 8 10
1

k k y k xy k yz k y k y
k

M M M M M D M B a∞ ∞ ∞ ∞ ∞= σ + τ + τ + +
∆

[ ] . 

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäèì 

 2 6 4 8 10
1EH EH EH EH EH EH

k k y k xy k yz k y k y
k

M M M M M D M B a∞ ∞ ∞ ∞ ∞= σ + τ + τ + +
∆

[ ] . 

Çàìåíÿÿ y a∞σ , xy a∞τ , yz a∞τ , yD a∞ , yE a∞ , yB a∞ , yH a∞  íà êîýôôè-

öèåíòû èíòåíñèâíîñòè íîðìàëüíîãî îòðûâà 1k , êàñàòåëüíîãî ñäâèãà 2k , 

ïðîäîëüíîãî ñäâèãà 3k , ýëåêòðè÷åñêîé Dk  è ìàãíèòíîé Bk  èíäóêöèé, ýëåêò-

ðè÷åñêîé Ek  è ìàãíèòíîé Hk  íàïðÿæåííîñòåé, ïîëó÷àåì 

 2 1 6 2 4 3 8 10
1

k k k k k D k B
k

M M k M k M k M k M k= + + + +
∆

[ ] ,  

 2 1 6 2 4 3 8 10
1EH EH EH EH EH EH

k k k k k E k H EH
k

M M k M k M k M k M k= + + + +
∆

[ ] .  

Èñõîäÿ èç ôîðìóë (20)–(25), (33), äëÿ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ýëåêòðîìàã-
íèòîóïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ âáëèçè êîíöîâ ðàçðåçà íàõîäèì 

     ( , , , , )x y yz xz xyσ σ τ τ τ =  

     

5

1 2 4 5 6
1

1 Re ( , , , , )
2 cos sin

k
k k k k k

k k

M

r =
= λ λ λ λ λ

θ + µ θ
∑ ,  

   

5

7 8
1

1( , ) Re ( , )
2 cos sin

k
x y k k

k k

M
D D

r =
= λ λ

θ + µ θ
∑ , 

   

5
0 0

1

1( , ) Re ( , )
2 cos sin

EH
k

x y k k k
k k

M
E E r r

r =

= − − µ
θ + µ θ

∑ , 

   

5

9 10
1

1( , ) Re ( , )
2 cos sin

k
x y k k

k k

M
B B

r =

= λ λ
θ + µ θ

∑ , 

   

5
0 0

1

1( , ) Re ( , )
2 cos sin

EH
k

x y k k k
k k

M
H H h h

r =

= − − µ
θ + µ θ

∑ , 

         

5
0 0 0

1

( , , , , ) 2 Re ( , , , , ) cos sink k k k k k k
k

u v w r p q s r h M
=

ϕ ψ = θ + µ θ∑ .  

Â ýòîì ñëó÷àå èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà 

       

5

1 2 3 2 6 4
1

( , , ) 2Re ( , , ) ( , , )k k k k y xy yz
k

k k k M a ∞ ∞ ∞

=

= λ λ λ = σ τ τ∑ , 

 
5 5

8
1 1

Re ,     Re EH
D k k y E k k y

k k

k M a D k r M a E∞ ∞

= =
= λ = = − =∑ ∑ , 

 
5 5

10
1 1

Re ,      Re EH
B k k y H k k y

k k

k M a B k h M a H∞ ∞

= =
= λ = = − =∑ ∑ . 

Äëÿ ïëàñòèíêè ñ êðóãîâûì îòâåðñòèåì ïðè åå îäíîñòîðîííåì ðàñòÿæå-
íèè èëè äåéñòâèè îäíîðîäíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñ çàäàííîé íàïðÿæåí-
íîñòüþ áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæå-
íèé, íàïðÿæåííîñòè è èíäóêöèè. Â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà ïëàñòèíêè ðàññìàò-
ðèâàëñÿ ïîëÿðèçîâàííûé â íàïðàâëåíèè îñè Oy  ñïëàâ 3 2 4BaTiO CoFe O− , 
äëÿ êîòîðîãî [17]  
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11 2.26EHc = α , 22 2.16EHc = α , 33 2.26EHc = α , 44 0.44EHc = α ,  

55 0.55EHc = α ,  66 0.44EHc = α , 12 1.24EHc = α , 13 1.25EHc = α ,  

23 1.25EHc = α ,  ,
16 5.8Eeε = β ,  ,

12 2.2Eeε = − β ,  ,
22 9.3Eeε = β ,  

,
32 2.2Eeε = − β , ,

34 5.8Eeε = β , ,
16 275Hf ε = γ , ,

12 290.2Hf ε = γ ,  

,
22 350Hf ε = γ , ,

32 290.2Hf ε = γ , ,
34 275Hf ε = γ ; 11 5.64εε = δ , 

22 6.35εε = δ , 33 5.64εε = δ , 11 2.97εµ = λ , 22 0.835εµ = λ , 

33 2.97εµ = λ , 11 5.367εβ = ξ , 22 2737.5εβ = ξ , 33 5.367εβ = ξ , 

310 ÌÏàα = ,  21Êë/ìβ = , 21Âá/ìγ = , 9 210 Êë/(Íì )−δ = , 

410 Ã/ì−λ = , 1210 Íñ/(ÂÊë)−ξ = . 

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïî ýòèì ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ 
(4) èñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëû ïåðåñ÷åòà [5].  

×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðîâåäåíû äëÿ 4 ñëó÷àåâ: êîãäà ðåøà-
ëèñü çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè (â óðàâíåíèÿõ ñîñòîÿíèÿ îòáðàñûâàëèñü 
«ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîñòîÿííûå» ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èçìåíåíèÿìè â äðó-
ãèõ óðàâíåíèÿõ), ýëåêòðîóïðóãîñòè (îòáðàñûâàëèñü «ìàãíèòíûå ïîñòîÿí-
íûå»), ìàãíèòîóïðóãîñòè (îòáðàñûâàëèñü «ýëåêòðè÷åñêèå ïîñòîÿííûå») è 
ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîñòè (â óðàâíåíèÿõ ñîñòîÿíèÿ ñîõðàíÿëèñü âñå ïîñòî-
ÿííûå). Ðåçóëüòàòû ýòèõ èññëåäîâàíèé ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè äåéñòâèè ìå-
õàíè÷åñêèõ ñèë â ïëàñòèíêå âîçíèêàþò íå òîëüêî íàïðÿæåíèÿ, íî è ýëåêò-
ðîìàãíèòíîå ïîëå (õîòÿ è íåçíà÷èòåëüíîé íàïðÿæåííîñòè), ÷åãî íåëüçÿ íå 
ó÷èòûâàòü ïðè èññëåäîâàíèè ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïðè äåé-
ñòâèè ïîëÿ ïîñòîÿííîé íàïðÿæåííîñòè âîçíèêàþùèå íàïðÿæåíèÿ çíà÷è-
òåëüíû è èõ íåëüçÿ íå ó÷èòûâàòü ïðè èññëåäîâàíèÿõ ýëåêòðîìàãíèòîóïðó-
ãîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîñëåäíèå íàïðÿæåíèÿ ìîæíî íàéòè, ðåøàÿ òîëüêî îáùóþ 
çàäà÷ó ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîñòè, ÷òî è äàíî â íàñòîÿùåé ðàáîòå. 
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ДВОВИМІРНА ЗАДАЧА ЕЛЕКТРОМАГНІТОПРУЖНОСТІ 
ДЛЯ БАГАТОЗВ’ЯЗНОГО СЕРЕДОВИЩА 
 
Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ðîçâ’ÿçàííÿ çâ’ÿçàíèõ äâîâèì³ðíèõ ³ ïëîñêèõ çàäà÷ åëåêòðî-
ìàãí³òîïðóæíîñò³ äëÿ áàãàòîçâ’ÿçíèõ îáëàñòåé. Îòðèìàíî îñíîâí³ ñï³ââ³äíîøåí-
íÿ äâîâèì³ðíî¿ òà ïëîñêî¿ çàäà÷, ââåäåíî òà äîñë³äæåíî êîìïëåêñí³ ïîòåíö³àëè 
åëåêòðîìàãí³òîïðóæíîñò³, îòðèìàíî ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ ¿õ âèçíà÷åííÿ, âèðàçè 
çà ¿õ äîïîìîãîþ ãîëîâíèõ õàðàêòåðèñòèê åëåêòðîìàãí³òîïðóæíîãî ñòàíó (íà-
ïðóæåíü, ïåðåì³ùåíü, âåêòîð³â íàïðóæåíîñò³ òà ³íäóêö³¿, ïîòåíö³àë³â åëåêòðè÷-
íîãî òà ìàãí³òíîãî ïîë³â). Ïîäàíî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ äëÿ ïëàñòèíè ç åë³ïòè÷íîþ ïî-
ðîæíèíîþ ÷è òð³ùèíîþ. 
 
TWO-DIMENSIONAL PROBLEM OF MAGNETOELECTROELASTICITY  
FOR A MULTI-CONNECTED BODY 
 
A method for solution of connected two-dimensional and plane magnetoelectroelasticity 
problems for multiply-connected domain is proposed. The basic relationships for com-
plex potentials of two-dimensional magnetoelectroelasticity problem, boundary condi-
tions for its determination, expressions for stresses, displacements, electromagnetic field 
intensity and induction vectors, and potentials of electric and magnetic fields are ob-
tained. A closed solution of the problem is given for the body with one elliptic (circular) 
hole or a crack. 
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