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ÓÄÊ 539.3 
 

Д. В. Тарлаковский, Г. В. Федотенков  
 

АНАЛИТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ОСОБЕННОСТЕЙ  
НАПРЯЖЕНИЙ В ПЛОСКИХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ КОНТАКТНЫХ 
ЗАДАЧАХ С ПОДВИЖНЫМИ ГРАНИЦАМИ 
 

Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ îñîáåííîñòåé êîíòàê-
òíûõ íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè íåñòàöèîíàðíî-ïîäâèæíîé ãðàíèöû îáëàñ-
òè êîíòàêòà â ïëîñêèõ íåñòàöèîíàðíûõ êîíòàêòíûõ çàäà÷àõ ñ ïîäâèæ-
íûìè ãðàíèöàìè, îñíîâàííàÿ íà ñâåäåíèè ãðàíè÷íîãî äâóìåðíîãî ñèíãóëÿðíîãî 
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ðàçðåøàþùåãî çàäà÷ó, ê ñèñòåìå äâóõ îäíîìåðíûõ 
ñèíãóëÿðíûõ óðàâíåíèé. Â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòîâ èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçó-
åòñÿ ìåòîäèêà ñâåäåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ê ýêâèâàëåí-
òíîé çàäà÷å òèïà Ðèìàíà äëÿ êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé è òåõíèêà 
äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî íà ïîäâèæíîé ãðàíèöå 
îáëàñòè êîíòàêòà èìååò ìåñòî ñòåïåííàÿ îñîáåííîñòü, ïîðÿäîê êîòîðîé 
çàâèñèò îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ãðàíèöû. 

 
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Àáñîëþòíî æåñòêèé óäàðíèê, îãðàíè÷åííûé 

ãëàäêîé âûïóêëîé ïîâåðõíîñòüþ, äâè-
ãàÿñü âåðòèêàëüíî ñ íåêîòîðîé íà-
÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 0V , âåêòîð êîòî-

ðîé íàïðàâëåí ïî íàïðàâëåíèþ âíåø-
íåé íîðìàëè ê åãî áîêîâîé ïîâåðõíîñ-
òè, âõîäèò â êîíòàêò ñ îäíîðîäíûì 
èçîòðîïíûì ëèíåéíî óïðóãèì ïîëó-
ïðîñòðàíñòâîì (ðèñ. 1). Äëÿ óäàðíèêà 
èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ 
àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà, çàïèñàííîå 
â èíòåãðàëüíîé ôîðìå  

  0
1( ) , ( )sh V I b
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τ = τ + τ τ[ ] , 
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s
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I b dt t t d
τ

−

τ = τ − σ ξ ξ∫ ∫ , (1) 

ãäå τ  – áåçðàçìåðíîå âðåìÿ; ( )h τ  – ãëóáèíà ïîãðóæåíèÿ óäàðíèêà â ïîëó-
ïðîñòðàíñòâî; m  – ïîãîííàÿ ìàññà óäàðíèêà; ( )b τ  – çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè 

ïîëóøèðèíà îáëàñòè êîíòàêòà; 33 0
( , )

z
x =σ τ = σ  – íîðìàëüíûå êîíòàêòíûå 

íàïðÿæåíèÿ. Óäàðíèê ïðåäïîëàãàåòñÿ áåñêîíå÷íî äëèííûì, ïîýòîìó ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è.  

Äâèæåíèå ïîëóïðîñòðàíñòâà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ïëîñêîé çàäà÷è 
ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè 
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,        ,          
x z
∂ ∂ϕ = ∆ϕ η ψ = ∆ψ ∆ = +

∂ ∂
  , (2) 

ãäå ϕ  è ψ  – ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë è íåíóëåâàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðíîãî ïî-
òåíöèàëà ñìåùåíèé, òî÷êàìè îáîçíà÷åíû ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè. 

Çäåñü è äàëåå âñå ïàðàìåòðû ïðèâåäåíû â áåçðàçìåðíîé ôîðìå (øòðè-
õàìè îáîçíà÷åíû áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû, â ïîñëåäóþùåì èçëîæåíèè 
øòðèõè îïóùåíû) 
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1 2 2

2
,     ,     ,     

2
mc c m
L

λ + µ µ λ′= = = =
ρ ρ λ + µρ

æ , 

ãäå u  è w  – ïåðåìåùåíèÿ âäîëü îñåé Ox  è Oz  (òàíãåíöèàëüíîå è íîð-
ìàëüíîå ïåðåìåùåíèÿ); L  – ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ìàññ 1O  äî ëîáîâîé òî÷-

êè óäàðíèêà; 1c  è 2c – ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ 

è ñäâèãà; ijσ  – êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé; λ , µ  è ρ  – óïðóãèå ïî-

ñòîÿííûå Ëàìå è ïëîòíîñòü ñðåäû; m  – ïîãîííàÿ ìàññà óäàðíèêà. 
Íèæå ïðèâåäåíû ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå êîìïîíåíòû âåêòîðà ïå-

ðåìåùåíèé è òåíçîðà íàïðÿæåíèé ñ óïðóãèìè ïîòåíöèàëàìè: 

 11,          ,          u wu w
x z z x x z

∂ϕ ∂ψ ∂ϕ ∂ψ ∂ ∂= − = + σ = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

æ , 

 22 33 13
1,     ,    

2
u w u w u w
x z x z z x

∂ ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂   σ = + σ = + σ = +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
ææ æ . (3) 

Â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è îáëàñòü êîíòàêòà ïðèáëèæåííî çàìåíÿ-
åòñÿ îòðåçêîì [ ( ), ( )]b bΩ = − τ τ , ïðèíàäëåæàùèì íåâîçìóùåííîé ñâîáîäíîé 

ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà 0z =  (ðèñ. 1). Ïîëóøèðèíà îáëàñòè êîíòàê-
òà îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ïåðåñå÷åíèÿ íåäåôîðìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè 
ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòüþ óäàðíèêà  

 1( ) 1 ( )b f h−τ = − τ[ ] . (4) 

Çäåñü f  – ôóíêöèÿ â óðàâíåíèè 1 1( )z f x=  ãðàíèöû óäàðíèêà â ñîáñò-

âåííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 1 1 1O x z  ( 1x x= , 1 1z z h= + − , ñì. ðèñ. 1). 
Ïîëàãàÿ, ÷òî êîíòàêò ïðîèñõîäèò â óñëîâèÿõ ñâîáîäíîãî ïðîñêàëüçûâà-

íèÿ è âíå çîíû êîíòàêòà ãðàíèöà ïîëóïðîñòðàíñòâà ñâîáîäíà îò íàïðÿæå-
íèé, à òàêæå äîïóñêàÿ îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, ïðèõî-
äèì ê ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì: 

   13 330 0
0,    ( , ),            0,    ( )

z z
   x    x b= =σ = ∈ −∞ ∞ σ = > τ , 

   0 00
( , ), ( ),            ( , ) ( ) 1 ( )

z
w w x    x b w x f x h

=
= τ ≤ τ τ = − + τ , 

 ( ) 2 2 2, 1 ,       ,          O r r x zϕ ψ = → ∞ = + . (5) 

Çàìûêàþò ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ 

 0 0 0 0 0τ= τ= τ= τ=ϕ = ϕ = ψ = ψ =  . 

2. Ðàçðåøàþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé. Ðàçðåøàþùàÿ ñèñòåìà óðàâíå-
íèé ñòðîèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè äëÿ ëèíåéíûõ çàäà÷. 
Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå â ïåðåìåùåíèÿõ (ñì. (5)) è èí-
òåãðàëüíàÿ ñâÿçü êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé è íîðìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé 

 
0

( , ) ( , )
z

w G x x
=

= τ ∗∗ σ τ . (6) 

Çäåñü ñèìâîëîì ∗∗  îáîçíà÷åíà ñâåðòêà ïî êîîðäèíàòå x  è âðåìåíè τ ; 

( , )G x τ  – ïîâåðõíîñòíàÿ ôóíêöèÿ âëèÿíèÿ, êîòîðàÿ åñòü íîðìàëüíîå ïåðå-
ìåùåíèå íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèþ ñèñòåìû 
óðàâíåíèé (2), (3) ñ îäíîðîäíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è ñëåäóþùèìè 
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ( δ  – äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà): 

 13 330 0
0,           ( ) ( )

z z
x= =σ = σ = δ τ δ . 

Ôóíêöèÿ ( , )G x τ  èìååò âèä [2] ( ( )H τ  – ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà) 

     1 2( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )G x G x H x G x H xτ = τ τ − + τ τ − η , 
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2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
1 24 2 2 2 2 2

2

2
( , ) ,     ( , ) 2

( ) ( , )R

x x
G x P x x x

x c P x

η − τ τ −
τ = τ = − α τ + β τ

πη − τ τ
( )

, 

 
22 2 2 2 2 2

2 2
2 4 2 2 2 2 2 2 6 2

2

4 8(1 )4( , ) ,     ,   
2( ) ( , )
R

R R

cx x
G x

x c P x c

τ τ − τ − η +τ = α = − β =
πη − τ τ η η

æ( )
. 

Îòìåòèì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ñòåïåíè (−1) è èìååò ñèíãóëÿð-
íóþ îñîáåííîñòü ïîðÿäêà (−1) íà ôðîíòàõ âîëí Ðýëåÿ Rx c= ± τ . 

 Èç (5) è (6) âûòåêàåò ðàçðåøàþùåå äâóìåðíîå ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëü-
íîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé 

    

( )

0
0 ( )

( , ) ( , ) ( , )
b t

b t

G x t t dt d w x
τ

−

− ξ τ − σ ξ ξ = τ∫ ∫ . (7) 

Äî çàìêíóòîé ñèñòåìû îíî äîïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè (1) è (4). 
3. Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Ââîäÿ íîâûå ïåðåìåííûå 

 sin ,           cosx r t rξ = + ϕ = τ − ϕ  

è èñïîëüçóÿ óêàçàííûå âûøå ñâîéñòâà ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (7), 
ïðåäñòàâèì åãî â ñëåäóþùåé ôîðìå: 

  

( ; , )1

02 2
1 0

( )
( , ; , ) ( , )

x

R

g
q r x d dr w x

β ψ τ

−

ψ ψ τ ψ = τ
ψ − ψ∫ ∫ , (8) 

ãäå 
 tg ,          ( , ; , ) ( , arctg ; , )q r x p r xψ = ϕ ψ τ = ϕ τ , 

 ( , ; , ) ( sin , cos )p r x x r rϕ τ = σ + ϕ τ − ϕ , 

 
  

2
2 2

4 2 2
2 1

1( ), ,
1

( )
1,1 ( ), 1,

R
g

P R

 ψ ψ ≤+ ψ  ηψ = ⋅ 
πη ψ ψ < ψ ≤ η

   

 2 2 2
2 1 1( ) ( ) 4(1 ) 1 ,        ( ) 2 1R R Rψ = ψ + − ψ − η ψ ψ = η ψ − − ψ( ) , (9) 

à ôóíêöèÿ ( ; , )r x= β ψ τ  íåÿâíî çàäàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé 

 2 2 2 2( ) 1 ,       ( ) 1 ,       ( )r x r t b tψ = ξ − + ψ = τ − + ψ ξ = . 

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ( )g ψ  â (9) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà íà îò-

ðåçêå [ 1,1]− . Óðàâíåíèå (8), î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå èç äâóõ ñëåäó-
þùèõ óðàâíåíèé: 

 
1

02 2
1

( )
( ; , ) ( , )

R

g
Q x d w x

c−

ψ ψ τ ψ = τ
ψ −∫ , 

 
( ; , )

0

( , ; , ) ( ; , )
x

q r x dr Q x
β ψ τ

ψ τ = ψ τ∫ . (10) 

Ðàññìîòðèì ïåðâîå èç óðàâíåíèé (10). Ðàçëîæèì åãî ÿäðî íà ýëåìåí-
òàðíûå äðîáè: 

 
1 1

0
1 1

( ; , ) ( ; , )
2 ( , ) R

R R

Q x Q x
d d w x c

c c
− −

ψ τ ψ τψ − ψ = τ
ψ − ψ +∫ ∫
 

, (11) 

 ( ; , ) ( ) ( ; , )Q x g Q xψ τ = ψ ψ τ . 

Íà ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé Rz c iy= +  ñ ðàçðåçîì ïî îò-

ðåçêó [ 1,1]−  äåéñòâèòåëüíîé îñè ðàññìàòðèâàåì äâå àíàëèòè÷åñêèå âåçäå, 
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êðîìå òî÷åê ýòîãî îòðåçêà, ôóíêöèè ( ; , )z xΦ τ  è ( ; , )z xΦ τ , ïðåäñòàâëåííûå 
èíòåãðàëàìè òèïà Êîøè 

 
1

1

( ; , )1( ; , )
2

Q x
z x d

i z
−

ψ τΦ τ = ψ
π ψ −∫


,  

 
1

1

( ; , )1( ; , )
2

Q x
z x dt

i z
−

ψ τΦ τ =
π ψ +∫

 . 

Äëÿ èõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ( ; , )Rc x+Φ τ , ( ; , )Rc x+Φ τ  è ( ; , )Rc x−Φ τ , 

( ; , )Rc x−Φ τ  íà âåðõíåì è íèæíåì áåðåãó ðàçðåçà ñîîòâåòñòâåííî âûïîëíÿ-

þòñÿ ôîðìóëû Ñîõîöêîãî 

 1

1

( ; , ) ( ; , ) ( ; , ),

( ; , )1( ; , ) ( ; , ) ;

R R R

R
R R

R

c x c x Q c x

Q c x
c x c x d

i c

+ −

+ −

−

Φ τ − Φ τ = τ


τΦ τ + Φ τ = ψ π ψ −
∫


  

 1

1

( ; , ) ( ; , ) ( ; , ),

( ; , )1( ; , ) ( ; , ) .

R R R

R
R R

R

c x c x Q c x

Q c x
c x c x d

i c

+ −

+ −

−

Φ τ − Φ τ = − τ


τΦ τ + Φ τ = ψ π ψ +
∫

 


   (12) 

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (11) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó ôóíê-
öèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ 

 ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , )R R R Rc x c x c x c x+ + − −Φ τ − Φ τ + Φ τ − Φ τ =   

 0
1 2 ( , )Rc w x i= − τ
π

. (13) 

Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî äëÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè  

 ( ; , ) ( ; , ) ( ; , )R R Rc x c x c xΨ τ = Φ τ − Φ τ  

èìåþò ìåñòî àíàëîãè÷íûå (12), (13) ôîðìóëû: 

 0
1( ; , ) ( ; , ) 2 ( , )R R Rc x c x c w x i+ −Ψ τ + Ψ τ = − τ
π

, 

 ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , )R R R R Rc x c x Q c x Q c x Q c x+ −Ψ τ − Ψ τ = τ − − τ = τ  . (14) 

Òàê êàê ( ); ,z xΨ τ  – àíàëèòè÷åñêàÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ óêàçàí-
íûì ðàçðåçîì, òî èç âòîðîãî èç óðàâíåíèé (14) ñëåäóåò, ÷òî îíà ìîæåò áûòü 

ïðåäñòàâëåíà èíòåãðàëîì òèïà Êîøè ñ ïëîòíîñòüþ ( ; , )RQ c x τ : 

 
1

1

( ; , )1( ; , )
2

RQ c x
z x d

i z
−

τ
Ψ τ = ψ

π ψ −∫ . 

Ïåðâîå óðàâíåíèå â (14) åñòü çàäà÷à Ðèìàíà [1, 3] íà ðàçîìêíóòîì êîí-
òóðå. Åå ðåøåíèå èìååò âèä [4] 

 
1 2

0

2 2
1

( , ) 1
( ; , )

1

w x
z x d

zz −

τ ψ − ψΨ τ = − ψ
ψ −π −

∫ . 

Òåïåðü ïî âòîðîé èç ôîðìóë (14) ìîæåò áûòü íàéäåíî âûðàæåíèå äëÿ 
( ; , )RQ c x τ  (ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêè [3]): 

 
1 2

20 0

2 2 2
1

( , ) ( , )1( ; , ) 1 2
1 1

w x w xt tQ x dt
t

−

τ τ−ψ τ = − = − − ψ
− ψπ − ψ π − ψ

∫ . 
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Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ( ; , )Q xψ τ  ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ïî ψ , ïîëó÷àåì ðåøå-
íèå ïåðâîãî èç óðàâíåíèé (10): 

 20

2

( , )
( ; , ) 1 2

( ) 1

w x
Q x

g

τ
ψ τ = − − ψ

π ψ − ψ
. (15) 

Ðàññìîòðèì âòîðîå èç óðàâíåíèé (10). Ñ ó÷åòîì (15) îíî èìååò âèä 

 
( ; , )
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2
0

( , )
( , ; , ) 1 2

( ) 1

x w x
q r x dr

g

β ψ τ τ
ψ τ = − − ψ

π ψ − ψ
∫ . (16) 

Îíî áóäåò îáëàäàòü åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì, åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ 
ôóíêöèÿ èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó [5]: 

 
( , ; , )

( , ; , )
( ; , )

q r x
q r x

x r α
ψ τ

ψ τ =
β ψ τ −


[ ]

, 

ãäå ( , ; , )q r xψ τ  – îãðàíè÷åííàÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè êîíòàêòà ôóíêöèÿ. Â 
ýòîì ñëó÷àå îíî – îáîáùåííîå óðàâíåíèå òèïà Àáåëÿ, îáëàäàþùåå åäèíñò-
âåííûì ðåøåíèåì, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ òåõíèêè äðîá-
íîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ [5].  

Èç âûøåèçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå îñíîâíîãî èíòåãðàëüíîãî 
óðàâíåíèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùåé ñòðóêòóðîé, èìåþùåé ñòåïåííóþ îñîáåí-
íîñòü íà ãðàíèöå [5]: 

 
 2

1 2

sin ( , )
( , ; , ) (1 2 ),   0 1

( ) ( ; , ) 1

w x
q r x

r g x r−α α

πα τψ τ = − − ψ < α <
π ψ β ψ τ − − ψ[ ]

. 

 Ïðèâåäåì îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé, â êîòî-
ðîì ïîðÿäîê îñîáåííîñòè α  ìîæåò áûòü îïðå-
äåëåí òî÷íî. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå óäàðíèêà 
øòàìï ñ ïðÿìîóãîëüíûì îñíîâàíèåì øèðèíîé 
2b . Â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòü êîíòàêòà èçâåñòíà 
çàðàíåå è, â ïëîñêîé ïîñòàíîâêå, ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé îòðåçîê [ , ]b b− . Èññëåäóåì ïîâåäåíèÿ 
êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè óãëî-
âûõ òî÷åê øòàìïà. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ìàëûé 
ïàðàìåòð ε  (ðèñ. 2). 

Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå 
(16) ïðèìåò âèä 
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 ( ; , ) ( , ; , )q r b q r b− ε τ = ψ − ε τ
  . (17) 

Ñäåëàåì çàìåíó 21r y= + ψ ψ/  â (17): 

  
2

2
1 2

0
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( ) 1

q y b w b
dy

a y g

ε

α− α

+ ψ ψ − ε τ − ε τ= − − ψ
ε − π ψ − ψ

∫


[ ]

/ 
. (18) 

Ðåøåíèå (18) èìååò âèä [5] 
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Рис. 2 
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Ïåðåõîäÿ â íåì ê ïðåäåëó ïðè 0ε → , ïîëó÷àåì  

 1
10 0

( , )sinlim ( ; , ) ( , ) lim
w b

q a b q b caα−
−αε→ ε→

τπαε − ε τ = τ =
π ε

 
. (19) 

Èç (19) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ ( , ; , )q r xψ τ  îñòàâàëàñü 
îãðàíè÷åííîé â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû îáëàñòè êîíòàêòà, ïîðÿäîê îñîáåííîñ-
òè äîëæåí áûòü ðàâåí −1. Îòìåòèì, ÷òî â àíàëîãè÷íîé ñòàòè÷åñêîé êîí-
òàêòíîé çàäà÷å ïîðÿäîê îñîáåííîñòè ðàâåí −1/2. 
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АНАЛІТИЧНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ ОСОБЛИВОСТЕЙ НАПРУЖЕНЬ 
У ПЛОСКИХ НЕСТАЦІОНАРНИХ КОНТАКТНИХ ЗАДАЧАХ З РУХОМИМИ ГРАНИЦЯМИ 
 
Ïðîïîíóºòüñÿ ìåòîäèêà àíàë³òè÷íîãî äîñë³äæåííÿ îñîáëèâîñòåé êîíòàêòíèõ 
íàïðóæåíü â îêîë³ íåñòàö³îíàðíî-ðóõîìî¿ ãðàíèö³ îáëàñò³ êîíòàêòó â ïëîñêèõ 
íåñòàö³îíàðíèõ êîíòàêòíèõ çàäà÷àõ ç ðóõîìèìè ãðàíèöÿìè, ÿêà áàçóºòüñÿ íà 
çâåäåíí³ ãðàíè÷íîãî äâîâèì³ðíîãî ñèíãóëÿðíîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ, ÿêå ðîçâ’ÿ-
çóº çàäà÷ó, äî ñèñòåìè äâîõ îäíîâèì³ðíèõ ñèíãóëÿðíèõ ð³âíÿíü. ßê ³íñòðóìåíòè 
äîñë³äæåííÿ âèêîðèñòîâóºòüñÿ ìåòîäèêà çâåäåííÿ ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³â-
íÿíü äî åêâ³âàëåíòíî¿ çàäà÷³ òèïó Ð³ìàíà äëÿ êóñêîâî-àíàë³òè÷íèõ ôóíêö³é ³ 
òåõí³êà äðîáîâîãî ³íòåãðî-äèôåðåíö³þâàííÿ. Ïîêàçàíî, ùî íà ðóõîì³é ãðàíèö³ 
îáëàñò³ êîíòàêòó ìàº ì³ñöå ñòåïåíåâà îñîáëèâ³ñòü, ïîðÿäîê ÿêî¿ çàëåæèòü â³ä 
øâèäêîñò³ ðóõó ãðàíèö³.  
 
ANALYTIC INVESTIGATION OF FEATURES OF STRESSES 
IN PLANE NON-STATIONARY CONTACT PROBLEMS WITH MOVING BOUNDARIES 
 
A method for analytic investigation of singularities in the vicinity of transitional mo-
ving boundary of the contact area in the plane non-stationary contact problems is pro-
posed. The method is based on reduction of boundary two-dimensional singular integral 
equation to a system of two one-dimensional singular equations. The means of research 
are: the method of reduction of singular integral equations to equivalent Riemann’s 
piece-wise smooth functions problem and the technique of rational integro-differenti-
ation. It is shown that on the moving contact boundary there is a power singularity and 
the power depends on the velocity of the boundary. 
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