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КОНТАКТНЫЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ И ОПТИМИЗАЦИЯ ОБОЛОЧЕЧНЫХ 
КОНСТРУКЦИЙ ПРИ ЛОКАЛЬНОМ НАГРУЖЕНИИ 
 

Îáîáùåíû ìåòîäû ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ 
ýëåìåíòîâ îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé ìåæäó ñîáîé è ñî øòàìïàìè ðàçíûõ 
òèïîâ. Ðàññìîòðåíû ñõåìû îïðåäåëåíèÿ ðàçðóøàþùèõ íàãðóçîê ñ èñïîëüçî-
âàíèåì òåîðèè ïðåäåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ è êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê ëîêàëüíîé 
óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷å÷íûõ ñèñòåì ïðè óêàçàííîì íàãðóæåíèè. Ïðèâåäåíû 
ñõåìû îïòèìèçàöèè ôîðìû ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ïðè ëîêàëüíûõ íàãðóç-
êàõ. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé. 

 
Ëîêàëüíûå íàãðóæåíèÿ, âûçûâàþùèå êîíöåíòðàöèþ íàïðÿæåíèé, ÿâ-

ëÿþòñÿ íàèáîëåå îïàñíûìè äëÿ îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé ðàçëè÷íûõ îò-
ðàñëåé òåõíèêè. Òàêèå íàãðóæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êîíòàêòíûìè âçàèìîäåé-
ñòâèÿìè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ìåæäó ñîáîé èëè ñ òåëàìè, îáëàäàþùèìè 
ðàçëè÷íûìè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè (â ÷àñòíîñòè, ñî øòàìïà-
ìè – îïîðàìè ðàçëè÷íîãî âèäà).  

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî èçìåíåíèå ôîðìû è íà÷àëî ðàçðóøåíèÿ êîíñòðóê-
öèé ïðè êîíòàêòå èõ ñî øòàìïàìè – îïîðàìè. Íàëè÷èå ðàçðóøåíèÿ (òðåùè-
íû) èëè âîçíèêàþùèå îòêëîíåíèÿ ôîðìû ïðèâîäÿò ê íåñòàíäàðòíûì ñëó-
÷àÿì íàãðóæåíèÿ è âîçìîæíîñòè ðàçðóøåíèÿ ïðè ýêñïëóàòàöèè êîíñòðóê-
öèé (ïðîöåññû õðàíåíèÿ è òðàíñïîðòèðîâêè, ïðèâåäøèå ê âîçíèêíîâåíèþ 
ýòèõ îñîáåííîñòåé, ïðåäøåñòâîâàëè îñíîâíîìó ýòàïó ýêñïëóàòàöèè; ïðè 
îñíîâíûõ ðàñ÷åòàõ ïðî÷íîñòè îíè íå ó÷èòûâàëèñü) [3, 5]. 

 

 

Рис. 1. Èçìåíåíèå ôîðìû è ðàçðóøåíèå 
Ïðè ýêñïëóàòàöèè êîíñòðóêöèè ïîäâåðãàþòñÿ äåéñòâèþ ðàçëè÷íûõ ëî-

êàëüíûõ íàãðóçîê, îáû÷íî äåéñòâóþùèõ â ìåñòàõ ðàñïîëîæåíèÿ ïîäêðåï-
ëÿþùèõ ýëåìåíòîâ (ðåáåð æåñòêîñòè, íàêëàäîê, ñòåðæíåâûõ ñèñòåì). Îáî-
ëî÷êè ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûì óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèì îñíîâàíèåì, ïðîèñõîäèò 
ïåðåðàñïðåäåëåíèå óñèëèé ìåæäó ýëåìåíòàìè è îáîëî÷êàìè, íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè ñïåöèàëüíûõ êîí-
òàêòíûõ çàäà÷. Ðåàëèçóþòñÿ äâå îñíîâíûå ñõåìû ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ [20]: 
ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ (À. È. Ëóðüå); ðàñ÷ëåíåíèå ñèñòåìû íà 
ýëåìåíòû, âîçäåéñòâèå îáîëî÷åê íà ïîäêðåïëÿþùèå ýëåìåíòû ìîäåëèðóåò-
ñÿ êîíòàêòíûìè óñèëèÿìè, ïðè îïðåäåëåíèè êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ óñëî-
âèÿ ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé (Â. Ç. Âëàñîâ [1]).  

Äðóãîãî òèïà êîíòàêòíûå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè äåéñòâèè øòàìïîâ (ê 
íèì îòíîñÿòñÿ è îïîðû), ñâîéñòâà êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìè ìîäå-
ëÿìè [10, 11, 21, 22]. Äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé îïèðàíèå íà ñåäëî-
âûå îïîðû îáû÷íî ïðîèçâîäèòñÿ â ìåñòàõ íàèáîëüøåé ïîïåðå÷íîé æåñòêîñ-
òè. Åñëè çäåñü ðàñïîëîæåí êîëüöåâîé ïîäêðåïëÿþùèé ýëåìåíò – øïàíãîóò, 
èìååò ìåñòî íåêîòîðàÿ «äâîéíàÿ» êîíòàêòíàÿ çàäà÷à. Êîíòàêòíûå óñèëèÿ, 
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îïðåäåëÿåìûå ïðè ðåøåíèè êîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû îïîðà – êîí-
ñòðóêöèÿ, ÿâëÿþòñÿ âíåøíèìè ëîêàëüíûìè íàãðóçêàìè äëÿ øïàíãîóòà, äå-
ôîðìàöèè êîòîðîãî ñòåñíåíû íàëè÷èåì îáîëî÷å÷íîé ñèñòåìû. Ñõåìû ðåøå-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíòàêòíûõ çàäà÷ äàþò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü 
óïðóãîå èëè óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå. 
Îïðåäåëåíèå ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿæåíèé èëè äåôîðìàöèé è ñðàâíåíèå èõ ñ 
äîïóñòèìûìè – èçâåñòíàÿ ñõåìà îöåíêè ïðî÷íîñòè, âåäóùàÿ íà÷àëî ñî âðå-
ìåí Íàâüå [24], äàþùàÿ íèæíþþ ãðàíèöó ðàçðóøàþùèõ íàãðóçîê. 

Ðàññìîòðåííûå ñõåìû ïðèâîäÿò ê âûñîêîé íàãðóæåííîñòè îáîëî÷å÷íîé 
ñèñòåìû. Ýòî ìîæåò âûçâàòü ëîêàëüíóþ ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷åê ëè-
áî ïîÿâëåíèå ìåñòíûõ ïëàñòè÷åñêèõ çîí, ñîçäàþùèõ îñîáûå ìåõàíèçìû 
ðàçðóøåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î íåñóùåé ñïîñîáíîñòè òîãäà öåëåñîîá-
ðàçíî ïðèìåíÿòü ðàçäåë òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè – òåîðèþ ïðåäåëüíîãî ðàâíî-
âåñèÿ, èñïîëüçóþùóþ ìîäåëü èäåàëüíî-ïëàñòè÷åñêîãî òåëà [7]. Îòìåòèì, 
÷òî ïîäîáíûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ðàçðóøàþùåé íàãðóçêè ïðåäëîæåí 
Ãàëèëååì â ðàáîòå 1638 ã., êîòîðàÿ, ïî îïðåäåëåíèþ Ñ. Ï. Òèìîøåíêî, «çíà-
ìåíóåò âîçíèêíîâåíèå íàóêè î ïðî÷íîñòè…» [24, ñ. 15].  

Äðóãàÿ ñõåìà ðàçðóøåíèÿ ñâÿçàíà ñ 
ëîêàëüíîé ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷åê 
ïðè äåéñòâèè ëîêàëüíûõ íàãðóçîê, äåéñò-
âóþùèõ íà ïîâåðõíîñòü îáîëî÷åê èëè ïåðå-
äàâàåìûõ ñî ñòîðîíû øòàìïîâ [9, 21, 22]. 

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû ñõåìû ðàçðóøå-
íèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïîÿâëåíèåì ëîêàëüíûõ 
çîí ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, äëÿ öè-
ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïðè äåéñòâèè 
øòàìïîâ – ñåäëîâûõ îïîð, àíàëîãè÷íûõ ïî-
êàçàííûì íà ðèñ. 1.  

Ðèñ. 3 ïîêàçûâàåò ôîðìû âîëíîîáðà-
çîâàíèÿ ïðè ëîêàëüíîé ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè, íàãðó-
æåííîé ÷åðåç ðåáðî æåñòêîñòè – êðàåâîé øïàíãîóò øòàìïîì – îïîðîé. Èí-
òåðåñíà îñîáåííîñòü ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷åê ïðè íàëè÷èè îòâåð-
ñòèé. Äëÿ îïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ êîíñòðóêöèè êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæå-
íèé ïðèâîäèò âíà÷àëå ê îáðàçîâàíèþ ëîêàëüíûõ âìÿòèí ó êðàåâ îòâåðñòèé, 
çàòåì îáðàçóþòñÿ âìÿòèíû âáëèçè øòàìïà â çîíå ìàêñèìàëüíîé êîíöåí-
òðàöèè íàïðÿæåíèé, êîòîðûå âûçâàíû ëîêàëüíîé íàãðóçêîé è îïðåäåëÿþò 
îáùóþ ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû [8, 29].  

    

Рис. 3. Ôîðìû âîëíîîáðàçîâàíèÿ ïðè ëîêàëüíîé ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè 
Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ, ðÿä èç êîòîðûõ ïðîèëëþñòðèðîâàí 

âûøå, îïðåäåëÿëè íàïðàâëåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé∗. 
Äëÿ ëîêàëüíîãî íàãðóæåíèÿ åñòåñòâåííà ïîñòàíîâêà çàäà÷ îïòèìàëüíî-

ãî ïðîåêòèðîâàíèÿ, ñâÿçàííûõ ñ âûáîðîì ôîðìû ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé, 
îáåñïå÷èâàþùåé íàèìåíüøóþ êîíöåíòðàöèþ íàïðÿæåíèé, ÷òî îïðåäåëÿåò 
êîíñòðóêöèþ ìèíèìàëüíîãî âåñà. 

                                           
∗ Óìåñòíî âñïîìíèòü ñëîâà Ì. Â. Ëîìîíîñîâà: «Èç íàáëþäåíèé óñòàíîâëÿòü òåîðèþ, 

÷åðåç òåîðèþ èñïðàâëÿòü íàáëþäåíèÿ – åñòü ëó÷øèé âñåõ ñïîñîá ê èçûñêàíèþ 
ïðàâäû…». 

 

Рис. 2. Ôîðìû ðàçðóøåíèÿ ïðè 
íàãðóæåíèè øòàìïàìè 
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1. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå ëîêàëüíûõ íàãðóçîê íà îáîëî÷å÷íóþ êîíñòðóê-
öèþ â ìåñòå ïîñòàíîâêè ðåáåð æåñòêîñòè – øïàíãîóòîâ. Èñïîëüçóÿ ìåòîä 
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ, ïðèìåíÿÿ ñõåìû [1, 4, 21, 22], êîãäà ïîñòîÿííûå 
èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ îáîëî÷åê è 
øïàíãîóòîâ îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé èõ ñîâìåñòíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, ïîñ-
ëå ãðîìîçäêèõ âûêëàäîê îïðåäåëèì ñâÿçü ìåæäó øåñòèìåðíûì âåêòîðîì 

âíåøíåé íàãðóçêè 1 6( )Z z ÷ , ãäå ÷åðåç 1 6z ÷  ñîîòâåòñòâåííî îáîçíà÷åíû êîýô-
ôèöèåíòû Ôóðüå âíåøíèõ óñèëèé (ðàäèàëüíîãî, òàíãåíöèàëüíîãî è îñåâîãî) 
è òðåõ ìîìåíòîâ, äåéñòâóþùèõ íà øïàíãîóò, è ÷åòûðåõìåðíûì âåêòîðîì 
ïåðåìåùåíèé 1 4( )x ÷X , ãäå ÷åðåç 1 4x ÷  îáîçíà÷åíû êîýôôèöèåíòû òðåõ 
ïåðåìåùåíèé è óãëà ïîâîðîòà øïàíãîóòà: 

 H A=X Z , (1) 
ãäå A , H  – ìàòðèöû ðàçìåðîâ 4 6×  è 4 4×  ñîîòâåòñòâåííî, ýëåìåíòû êî-
òîðûõ îïðåäåëåíû äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàñ÷åòíûõ ìîäåëåé ïîäêðåïëÿþùèõ îáî-
ëî÷åê [4, 21, 22]. 

Ïðè äèíàìè÷åñêîì íàãðóæåíèè øïàíãîóòà èññëåäóþòñÿ íåóñòîé÷èâûå 
ôîðìû èçãèáíûõ êîëåáàíèé ñ ïîñòðîåíèåì îáëàñòåé äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷è-
âîñòè (ïðè èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèé Ìàòüå) [6].  

2. Èññëåäóåì êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå îáîëî÷å÷íîé ñèñòåìû, â îñ-
íîâíîì öèëèíäðè÷åñêîé êîíñòðóêöèè, ñîñòîÿùåé èç ñîïðÿæåííûõ îáîëî÷åê 
(ìåñòà èõ ñòûêà, êàê ïðàâèëî, ïîäêðåïëåíû øïàíãîóòàìè), îïèðàåìûõ íà 
ñåäëîâûå îïîðû (ëîêàëüíûå èëè ïðîòÿæåííûå ïî äëèíå) [10, 21, 22]. Åñëè 
îïèðàíèå ïðîèñõîäèò â ìåñòå ðàñïîëîæåíèÿ ðåáðà æåñòêîñòè – øïàíãîóòà 
èìååì «äâîéíóþ» êîíòàêòíóþ çàäà÷ó, ïðè ðåøåíèè êîòîðîé èñïîëüçóþòñÿ 
ñîîòíîøåíèÿ (1). Óðàâíåíèå, îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå îáîëî÷å÷íîé ñèñòåìû 
ïðè ïîïåðå÷íîì íàãðóæåíèè, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 

 1 2L w L F= , (2) 

ãäå w , F  – ôóíêöèè ïðîãèáà è íàãðóçêè, çàâèñÿùèå îò êîîðäèíàò α , β ; 

1L , 2L  – äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, âèä êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ èñ-
ïîëüçóåìîé òåîðèåé îáîëî÷åê.  

Ïðè êîíòàêòå îáîëî÷åê ñ îïîðàìè ( , )F α β  îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ 

( , )F Q pα β = − , ãäå Q  – âíåøíÿÿ íàãðóçêà, p  – êîíòàêòíîå äàâëåíèå äëÿ 
ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé øòàìïîâ – îïîð (Âèíêëåðà, Â. Ç. Âëàñîâà, Â. Â. Áîëîòè-
íà, Ä. Í. Ñîáîëåâà, Ã. Á. Ìóðàâñêîãî, óïðóãîïëàñòè÷åñêàÿ è äð. [21]). Øèðî-
êî èñïîëüçóþòñÿ ìîäåëè Âèíêëåðà, ãäå êîíòàêòíîå äàâëåíèå ïðîïîðöèî-
íàëüíî ïðîãèáó, Âëàñîâà, ó÷èòûâàþùàÿ ðàñïðåäåëèòåëüíûå ñâîéñòâà øòàì-
ïà – îïîðû. 

Ïðåäñòàâèì íàãðóçêó ( , )F α β  è îáùåå ðåøåíèå (1) â âèäå òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ðÿäîâ, ïîäñòàâèâ èõ â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1), ïîñëå 
ðÿäà âûêëàäîê ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ îáî-
ëî÷å÷íûõ ñèñòåì ïðè ëîêàëüíîì êîíòàêòíîì âçàèìîäåéñòâèè ñî øòàìïà-
ìè – îïîðàìè. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â âèäå áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì 
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòà Ôóðüå ïðîãèáà w , 
îïðåäåëÿþùåãî ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) 

 A W Q=[ ] , (3) 

ãäå A[ ]  – ìàòðèöà æåñòêîñòè, W  – âåêòîð-ñòîëáåö èñêîìûõ âåëè÷èí, Q  – 
âåêòîð-ñòîëáåö çàäàííûõ âíåøíèõ íàãðóçîê.  

Ïîêàçàíà ðåãóëÿðíîñòü òàêèõ ñèñòåì, èõ ìîæíî ðåäóöèðîâàòü, çàìåíèâ 
êîíå÷íûìè ñèñòåìàìè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöè-
åíòîâ Ôóðüå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé è êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ ñòðî-
ÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäû. Ðàçíîîáðàçíûå àñïåêòû è îñîáåííîñòè ðåøå-
íèÿ ìíîãî÷èñëåííûõ çàäà÷ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îòðàæåíû â ìíîãî-
÷èñëåííûõ ðàáîòàõ, îñíîâíàÿ ÷àñòü êîòîðûõ îáîáùåíà â [10, 20–22] è äð. 
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Ìû ïðèâåëè ñõåìó àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷ êîíòàêòíîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ. Äëÿ ÷àñòíîãî âèäà îïîð òàêèå çàäà÷è ìîãóò áûòü ðåøåíû íà îñ-
íîâå ÷èñëåííîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [21]. 

Ïîëó÷åííûå îáùèå çàâèñèìîñòè ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ 
ïîâåäåíèÿ ñëîæíûõ îáîëî÷å÷íî-ñòåðæíåâûõ ñèñòåì ïðè ðàçëè÷íûõ ñõåìàõ 
êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ìåæäó ñîáîé è ñî 
øòàìïàìè – ñåäëîâûìè îïîðàìè. Ïðèâåäåì ðÿä ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ êîí-
òàêòíûõ çàäà÷ äëÿ îáîëî÷å÷íîé êîíñòðóêöèè è øòàìïà – îïîðû [5, 10–13, 
21, 22, 28, 30]. 
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Рис. 4. Ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ 

Ðèñ. 4à äàåò ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ äëÿ êîíè÷åñêîé îáî-

ëî÷êè ( 15o
kθ = , 200R δ = , R , δ  – ðàäèóñ øïàíãîóòà è òîëùèíà îáîëî÷-

êè), ïîäêðåïëåííîé øïàíãîóòîì è íàãðóæåííîé óïðóãèì øòàìïîì – ñåäëî-
âîé îïðîé, äëÿ êîòîðîãî ïðèíÿòà ìîäåëü Âèíêëåðà. Äàâëåíèå â ëåâîé ÷àñòè 
ðèñóíêà ñîîòâåòñòâóåò ìàëîé æåñòêîñòè îñíîâàíèÿ ñ ïàðàìåòðîì b =  

4
1k R EI= /  (ãäå I  – ìîìåíò èíåðöèè øïàíãîóòîâ, E  – ìîäóëü óïðóãîñòè), 

ðàâíûì 500, â ïðàâîé ÷àñòè 1b = . Íà ðèñ. 4á ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå äàâ-
ëåíèÿ äëÿ ñòûêà ñôåðè÷åñêîé è öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷åê, ïîäêðåïëåííîãî 

øïàíãîóòîì ( 45o
kθ = , / 100R δ = , 3 42(1 ) / 1.67 10I R −+ ν δ = ⋅ , ν  – êîýôôèöè-

åíò Ïóàññîíà, 500b =  – ñëåâà, 1b =  – ñïðàâà). 
Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå 

ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ 
äëÿ ìîäåëè Âèíêëåðà, îäíîñëîéíîé è 
äâóõñëîéíîé ìîäåëåé Âëàñîâà (ñîîò-
âåòñòâåííî øòðèõîâàÿ, ñïëîøíàÿ, 
øòðèõïóíêòèðíûå ëèíèè äëÿ 1 0/k k =  

0.025, 0.25, 0.5= ). Äâóõñëîéíàÿ ìîäåëü 
ñîñòîèò èç äâóõ ñëîåâ; ñóììàðíîå ïå-
ðåìåùåíèå ðàâíî 1 2w w+ , ãäå ïåðå-

ìåùåíèÿ âåðõíåãî 1w  è íèæíåãî 2w  
ñëîåâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ ρ  

è ïàðàìåòðû: 
2

1 0 1 2 2
( )w k k k

∂ ρ
= + ρ −

∂ϕ
, 2 0 ( )w k= ρ ϕ  (äëÿ îäíîñëîéíîé ìîäåëè 

1w w= , 0 0k = ). Ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíî êîíòàêòíîå äàâëåíèå, ïî îñè àá-

ñöèññ – óãîë ϕ  øòàìïà – îïîðû. 
Äëÿ íåëèíåéíî óïðóãèõ è óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé øòàìïà – îïî-

ðû èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, êîãäà â êà÷åñòâå 
ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ðåøåíèÿ äëÿ óïðóãîé ìîäåëè [12, 21]. 

Àíàëèç ìíîãî÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷ äëÿ 
îáîëî÷åê è øòàìïîâ – ñåäëîâûõ îïîð ðàçëè÷íîãî êëàññà [4] ïîêàçûâàåò, ÷òî 
ïðè óâåëè÷åíèè æåñòêîñòè øòàìïà ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå íåðàâíîìåðíîñ-
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Рис. 5. Âëèÿíèå ìîäåëè øòàìïà – îïîðû 



192 

òè ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ (äëÿ «ìÿãêîãî» øòàìïà è «æåñò-
êîé» êîíñòðóêöèè ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ áëèçêî ê êîñèíóñî-
èäàëüíîìó); ïðè ýòîì íà êðàÿõ çîí êîíòàêòà äàâëåíèå ðåçêî âîçðàñòàåò 
(ñì. ðèñ. 1). Ïðè áîëüøîé æåñòêîñòè øòàìïà è îïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðàõ 
îáîëî÷åê êîíòàêò íàðóøàåòñÿ, ïîÿâëÿþòñÿ íåñêîëüêî çîí êîíòàêòà (óêàçàí-
íûå ýôôåêòû ïåðâîíà÷àëüíî èññëåäîâàíû â [13] è ïîäòâåðæäàþòñÿ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíî, â òîì ÷èñëå ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ ôîòîóïðóãîñòè [20–
22]. Îòìåòèì, ÷òî äåéñòâèå àáñîëþòíî æåñòêèõ øòàìïîâ íà îáîëî÷êè èññëå-
äîâàëîñü â [2]. 

Ðåøåíèå êîíòàêòíûõ çàäà÷ äëÿ øòàìïîâ – ñåäëîâûõ îïîð, èìåþùèõ 
ïðîòÿæåííîñòü ïî äëèíå öèëèíäðè÷åñêîé êîíñòðóêöèè, êîòîðîå ìîæåò áûòü 
îñóùåñòâëåíî íà îñíîâå îáùåé ìåòîäîëîãèè, ðàññìîòðåííîé âûøå, ïîêàçû-
âàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îáîëî-
÷å÷íîé êîíñòðóêöèè â áîëüøåé ñòåïåíè âëèÿåò èçìåíåíèå óãëà îõâàòà 
øòàìïà – îïîðû, ÷åì åãî ïðîòÿæåííîñòü [10, 19, 21]. 

Ïîÿâëåíèå ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé â ýëåìåíòàõ îáîëî÷å÷íîé êîí-
ñòðóêöèè çà÷àñòóþ íåèçáåæíî â ñâÿçè ñ âûñîêèì óðîâíåì ëîêàëüíûõ íà-
ãðóçîê è äàåò ýôôåêòû, ñõîäíûå ñ óìåíüøåíèåì åå æåñòêîñòè [12, 21]. 

Íà ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ âëèÿåò èñïîëüçóåìàÿ ìîäåëü 
òåîðèè îáîëî÷åê. Â ïðèâåäåííûõ ðàñ÷åòàõ ïðèìåíåíà ìîäåëü, íå ó÷èòûâà-
þùàÿ ñäâèãîâîé æåñòêîñòè (îíà ïðèåìëåìà â îñíîâíîì äëÿ ìåòàëëè÷åñêèõ 
êîíñòðóêöèé). Óêàæåì, ÷òî ëîêàëèçàöèÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ âîçëå êðàåâ 
ïëîùàäîê äàâëåíèÿ ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ â ìåíüøåé ñòåïåíè äëÿ ìîäå-
ëåé, èñïîëüçóåìûõ, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ ðàñ÷åòà îáîëî÷åê èç êîìïîçèòíûõ 
ìàòåðèàëîâ [5, 21]. 

Ëîêàëèçàöèÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ èãðàåò îñíîâíóþ ðîëü ïðè îöåíêå 
íåñóùåé ñïîñîáíîñòè êîíñòðóêöèé â ýòèõ ñëîæíûõ êîíòàêòíûõ çàäà÷àõ. Â 
çîíàõ êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé âîçíèêàþò ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè, ÷òî 
ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó ïåðåðàñïðåäåëåíèþ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðî-
âàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñ èçìåíåíèåì â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëî-
æåíèÿ çîí óïðóãîãî è ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ (ïðè íåîáõîäèìîñòè ñ 
ó÷åòîì ýôôåêòîâ âÿçêîñòè) èëè ê ëîêàëüíîé ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷åê. 
Ïðè îöåíêå íåñóùåé ñïîñîáíîñòè öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåíèå äâóõ îñíîâ-
íûõ ñõåì: ðàçðóøåíèÿ è ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè.  

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ðàññìîòðåííûå êîíòàêòíûå çàäà÷è õàðàê-
òåðíû, â ïåðâóþ î÷åðåäü, äëÿ êîíñòðóêöèé àýðîêîñìè÷åñêîé òåõíèêè, ñóäî-
ñòðîåíèÿ, òðàíñïîðòíîãî ìàøèíîñòðîåíèÿ è äð. [3, 5, 21, 29, 31]. 

3. Ñõåìû îïðåäåëåíèÿ ðàçðóøàþùèõ íàãðóçîê ïðè îáðàçîâàíèè ïëàñ-
òè÷åñêèõ çîí è ïðåâðàùåíèè ñèñòåìû â êèíåìàòè÷åñêèé ìåõàíèçì ðàçðó-
øåíèÿ îñíîâàíû íà òåîðèè ïðåäåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ. Ñðåäè ñõåì ðàçðóøå-
íèÿ, îáðàçóåìûõ ëèíåéíûìè ïëàñòè÷åñêèìè øàðíèðàìè, âûáèðàåòñÿ òà, 
êîòîðàÿ äàåò ìèíèìàëüíóþ ðàçðóøàþùóþ íàãðóçêó [7, 22]. Ýòà íàãðóçêà 
îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ ñêîðîñòåé âèðòóàëüíûõ ðàáîò 

 A D= , (4) 

ãäå A  – ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ðàáîòû âíåøíèõ íàãðóçîê, D  – ñêîðîñòü äèñ-
ñèïàöèè ýíåðãèè ïðè ïëàñòè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè. 

Îñîáåííîñòè òàêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ äàþò âîçìîæíûì ôîðìóëèðîâà-
íèå çàäà÷ òåîðèè ïðåäåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ êàê çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ (ïîèñê ýêñòðåìóìà îïðåäåëåííûõ ôóíêöèîíàëîâ ïðè çàäàí-
íûõ îãðàíè÷åíèÿõ).  

Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ðàçðóøàþùèõ íàãðóçîê è 
ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïðè íàãðóæåíèè öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè àá-
ñîëþòíî æåñòêèì (ñòàëü) øòàìïîì. Ïðè ðàñ÷åòå çàäàâàëàñü ôîðìà ðàçðó-
øåíèÿ, ïîäîáíàÿ ôîðìàì ðàçðóøåíèÿ, ïîêàçàííûì íà ðèñ. 2 (òàêèå ñõåìû 
ðàçðóøåíèÿ ïîäðîáíî ïðîàíàëèçèðîâàíû â [5, 7, 21, 27]). Ôîðìà ðàçðóøå-
íèÿ, èñïîëüçîâàííàÿ ïðè ðàçðàáîòêå ìåòîäà ðàñ÷åòà, ïîêàçàíà â ïðàâîé 
÷àñòè ðèñóíêà. Îòìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû 
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îáëàñòè ðàçðóøåíèÿ, îãðàíè÷åííîé ëèíåéíûìè ïëàñòè÷åñêèìè øàðíèðàìè 
(ïîêàçàíû ïóíêòèðîì), äàþùèå ìèíèìàëüíóþ ðàçðóøàþùóþ íàãðóçêó.  

0

3

6

9

12

0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75

p⋅10-3, H

h⋅10-3, ì

 2 

1
2 

3 

  

 P

 
Рис. 6. Ðàçðóøàþùèå íàãðóçêè ëîêàëüíî íàãðóæåííîé îáîëî÷êè 

Êðèâûå 1, 2, 3 ïîñòðîåíû ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ãëàäêèõ îáîëî÷åê (óãëû 
îõâàòà øòàìïà 5° è 25°) è ïðè âîçäåéñòâèè øòàìïà â ìåñòå ðàñïîëîæåíèÿ 
ðåáðà æåñòêîñòè – øïàíãîóòà (óãîë îõâàòà 25°). Ïðè ýòîì ñïëîøíûå ëèíèè 
îïðåäåëÿþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ïóíêòèðíûå – ðàñ÷åò. Èñïûòûâà-
ëèñü îáîëî÷êè, âûòî÷åííûå èç ñïëàâà ÀÌÃ6ì. Èñïûòàíî 35 îáîëî÷åê ñ ïà-
ðàìåòðàìè 33 133R δ = ÷/  è 15 îáîëî÷åê ñ 46 183R δ = ÷/ . Èç ýòèõ îáîëî÷åê 
13 ïîäêðåïëåíû øïàíãîóòîì (ïîñåðåäèíå îáîëî÷êè). Ðàññìîòðåííàÿ ñõåìà 
ðàçðóøåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ äëÿ ñðàâíèòåëüíî òîëñòîñòåííûõ îáîëî÷åê, 
êîãäà ïðîèñõîäèò ïëàñòè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå. Ìíîãî÷èñëåííûå äðóãèå 
ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðåäåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ îáîëî÷åê ïðè ëîêàëüíûõ íàãðóçêàõ 
ïðèâåäåíû â [7]. Ïðîâåäåííîå ñðàâíåíèå ðàçðóøàþùèõ íàãðóçîê ñ ðåçóëü-
òàòàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïîêàçûâàåò õîðîøåå ñîâïàäåíèå.  

Ïîêàçàííûå íà ðèñ. 3 ôîðìû âîëíîîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëÿþò ëîêàëüíóþ 
ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñôåðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ïðè ñóùåñòâåííî íå-
îäíîðîäíîì íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè. Ëîêàëüíîå íàãðóæå-
íèå îñóùåñòâëÿëîñü ÷åðåç øòàìï – ñåäëîâóþ îïîðó è ïåðåäàâàëîñü íà ðåá-
ðî æåñòêîñòè – êðàåâîé øïàíãîóò (ðàâíîäåéñòâóþùàÿ âíåøíåé íàãðóçêè 
ëåæèò â ïëîñêîñòè øïàíãîóòà; ïðåäâàðèòåëüíî ðåøàëàñü êîíòàêòíàÿ çàäà-
÷à ñîïðÿæåíèÿ îáîëî÷êè è øïàíãîóòà). Óêàæåì, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ ñõåìà 
íàãðóæåíèÿ õàðàêòåðíà äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé, èìåþùèõ ñôå-
ðè÷åñêèå è êîíè÷åñêèå äèàãðàììû, ïîâûøàþùèå ïîïåðå÷íóþ æåñòêîñòü 
ñèñòåìû [3, 5, 9, 31]. Ïðè ðåøåíèè ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ëî-
êàëüíûõ âàðèàöèé – ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ çàäà÷. Ïðè 
ýòîì èññëåäóåòñÿ ôóíêöèîíàë ýíåðãèè Ý  ïðè ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ 
ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó äåôîðìàöèÿìè, êðèâèçíàìè è ïåðåìåùåíèÿìè u , v , 
w . Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, êîòîðîå îïðåäåëÿåò 
êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó, èìååò âèä  

 ( , , ) 0
S

Ý Ý u v wδ = δ =∫ . (5) 

Ïðè èñïîëüçîâàíèè óêàçàííîãî ìåòîäà ïðîâîäèòñÿ äèñêðåòèçàöèÿ 
ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè, îáîëî÷êà ðàçáèâàåòñÿ íà ÿ÷åéêè è îïðåäåëÿþòñÿ ïå-
ðåìåùåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèîíàë ýíåðãèè ìèíèìàëåí. Â ðàññìîòðåííîì 
ñëó÷àå çàðàíåå âûáèðàåòñÿ íàïðàâëåíèå ïîèñêà, è ðàçìåðû ÿ÷ååê ìåíÿþò-
ñÿ. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ, íåêîòîðûå èç êîòî-
ðûõ ïîêàçàíû íà ðèñ. 3. Òàêèå ýêñïåðèìåíòû îïðåäåëÿþò, â ÷àñòíîñòè, ðàñ-
ïîëîæåíèå è ôîðìó ëîêàëüíîé âìÿòèíû, îïðåäåëÿþùèõ ôîðìó âîëíîîáðà-
çîâàíèÿ ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè. Â çîíå ëîêàëüíîé âìÿòèíû ïðîâîäèòñÿ 
ñãóùåíèå ñåòêè ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì åå ðàçìåðîâ, ýòî äåëàåò óêàçàí-
íûé ìåòîä ýôôåêòèâíûì äëÿ òàêèõ çàäà÷. Èíòåðåñíà çäåñü ïîñòàíîâêà 
çàäà÷è î âûáîðå îïòèìàëüíîé æåñòêîñòè øòàìïà – ñåäëîâîé îïîðû.  
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Ðèñ. 7 äàåò ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ (êðèâûå 1, 2) íà îñíîâå ìåòîäà ëîêàëü-
íûõ âàðèàöèé êðèòè÷åñêîãî óñèëèÿ â 
çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà, õàðàêòå-
ðèçóþùåãî æåñòêîñòü êðàåâîãî øïàí-

ãîóòà 4/ sini I R= θ , ãäå I  – ìîìåíò 
èíåðöèè øïàíãîóòà ïðè èçãèáå â 
ïëîñêîñòè, θ  – óãîë, îïðåäåëÿþùèé 
ðàñïîëîæåíèå êðàÿ ñôåðè÷åñêîé îáî-
ëî÷êè (ñôåðè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà) è 
óãëà θ . Ïî îñè îðäèíàò îòëîæåí ïà-

ðàìåòð 2/P Ehω = , ãäå P  – êðèòè-
÷åñêàÿ ñèëà, ïðèëîæåííàÿ ê øòàìïó. 
Êðóæêàìè íàíåñåíû äàííûå ýêñïåðè-
ìåíòà äëÿ ðàçëè÷íûõ ñôåðè÷åñêèõ 
îáîëî÷åê èç ñïëàâà ÀÌÃ6ì [9, 10]. Çà-
òåìíåííûå êðóæêè è êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóþò çàâèñèìîñòè ω  îò θ , à ñâåò-
ëûå è êðèâàÿ 2 – ω  îò i . Ðàçëè÷èå îáúÿñíÿåòñÿ ïîâûøåííîé ÷óâñòâèòåëü-
íîñòüþ èñïûòàííûõ ñôåðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ê íåèçáåæíûì íåñîâåðøåíñòâàì 
è ïîãðåøíîñòÿì ýêñïåðèìåíòà. Èñïûòàíèÿ ïðîâåäåíû íà ñïåöèàëüíî ñî-
çäàííîé óñòàíîâêå, ïîçâîëÿþùåé îñóùåñòâëÿòü íàãðóæåíèå îáîëî÷åê ëî-
êàëüíûìè íàãðóçêàìè ðàçëè÷íîãî òèïà [10, 21, 29]. Ëîêàëüíûå ôîðìû âîë-
íîîáðàçîâàíèÿ ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè àíàëîãè÷íû ïîêàçàííûì íà ðèñ. 3. 

Ðèñ. 8 èëëþñòðèðóåò âàæíîå ÿâëåíèå – âëèÿíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ íåñî-
âåðøåíñòâ ôîðìû (íà ðèñ. ïðåä-
ñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâà-
íèÿ íåñîâïàäåíèÿ äèàìåòðîâ öè-
ëèíäðè÷åñêîé êîíñòðóêöèè è 
ñåäëîâîé îïîðû [5, 28, 29]. Îïè-
ðàíèå ïðîèñõîäèò â ìåñòå ðàñïî-
ëîæåíèÿ øïàíãîóòà, ïîäêðåïëÿ-
þùåãî ñôåðè÷åñêóþ îáîëî÷êó, 
êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå êîòîðîé 
îïðåäåëÿåòñÿ ëîêàëüíîé ïîòåðåé 
óñòîé÷èâîñòè; ïî îñè îðäèíàò 
îòëîæåí êîýôôèöèåíò, äàþùèé 
îòíîøåíèå êðèòè÷åñêèõ íàãðó-
çîê ïðè íàëè÷èè íåñîâïàäåíèÿ 
äèàìåòðîâ è äëÿ «èäåàëüíîãî» êîíòàêòà (äèàìåòðû ñîâïàäàþò); ïî îñè àá-
ñöèññ – ðàçíîñòü 2 1R Rδ = −  ( 1R , 2R  – ðàäèóñû êîíòàêòèðóþùèõ øïàíãî-

óòà è îïîðû, ïðè èõ ñîâïàäåíèè 0δ = ). 
4. Óñèëåíèÿ â âèäå çàìêíóòûõ (øïàíãîóòîâ) è íåçàìêíóòûõ êðèâîëèíåé-

íûõ ñòåðæíåé, íàêëàäîê è äðóãèõ ïîäêðåïëÿþùèõ ýëåìåíòîâ èñïîëüçóþòñÿ 
äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïðî÷íîñòè îáîëî÷åê, âîñïðèíèìàþùèõ ëîêàëüíûå íàãðóçêè. 
Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ýòèõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé èìååò 
íåðåãóëÿðíûé õàðàêòåð è îáåñïå÷åíèå ïðî÷íîñòè ïóò¸ì îáùåãî óâåëè÷åíèÿ 
ðàçìåðîâ ñå÷åíèÿ ïîäêðåïëÿþùåãî ýëåìåíòà âåä¸ò ê íåîïðàâäàííîìó çàâû-
øåíèþ âåñà. Ïðèìåíåíèå ñèëîâûõ ýëåìåíòîâ ïåðåìåííîé æ¸ñòêîñòè ïîçâî-
ëÿåò óëó÷øèòü ïàðàìåòðû íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, îäíàêî 
ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò ðåøåíèå êîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ ñèëîâîãî ýëåìåíòà è 
îáîëî÷êè.  

Ïðè âåñîâîé îïòèìèçàöèè êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ ýôôåêòèâíûìè 
ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ [14, 18, 25]. 

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ [14] ñîñòîèò â îòûñêàíèè îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ( )x Dδδ ∈  èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà  
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Рис. 7. Êðèòè÷åñêèå ñèëû ëîêàëüíîé 
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Рис. 8. Âëèÿíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ 
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0

0( , ) ( , , )
Lx

x

V u u x dxδ = ϕ δ∫  (6) 

äëÿ ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé  

 ( , , ),            1, ,i
i

du
u x i n

dx
= ϕ δ =  ,  (7) 

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè  

 0 0 0( ) ,            ( )L L Lu u x U u u x U= ∈ = ∈  

ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé ( ) ,  ux D u Dδδ ∈ ∈ , îñíîâíûå èç êîòîðûõ èìåþò 

âèä  

 

0

1 2 3( )    ( , , ) 0;     ( )    ( , , ) 0;     ( )    ( , ) 0
Lx

x

f u x f u x f u xδ ≤ δ ≤ ≤∫à á â . (8) 

Â ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè îáîëî÷å÷íûõ è ñòåðæíåâûõ 
ñèëîâûõ ýëåìåíòîâ óðàâíåíèÿ (7) ëèíåéíû ïî ôàçîâûì ïåðåìåííûì u  (èëè 

ñâîäÿòñÿ ê íèì) è íåëèíåéíû ïî óïðàâëåíèþ ( )xδ ; êðàåâûå óñëîâèÿ ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé óñëîâèÿ çàêðåïëåíèÿ èëè âçàèìîäåéñòâèÿ ïîäêîíñòðóêöèé, 
à (8) – îãðàíè÷åíèÿ ïðî÷íîñòè, æåñòêîñòè, óñòîé÷èâîñòè, êîíñòðóêòèâíûå è 
òåõíîëîãè÷åñêèå òðåáîâàíèÿ.  

Ðàñøèðåííûé ãàìèëüòîíèàí è ñèñòåìà äëÿ ñîïðÿæ¸ííûõ ôóíêöèé ñ 
êðàåâûìè óñëîâèÿìè òðàíñâåðñàëüíîñòè èìåþò âèä  

 ( )    ;              ( )    ,    1, ,i

i

d dHH H f i n
dx du

∗
∗ λ

= + ξ ⋅ = − =à á  ; 

 0( )( )    ( ) ,    1, ,j L e je
e

x c d i nλ = =∑â  ,  (9) 

ãäå 
0

n

i i
i

H
=

= λ ϕ∑ ; êîìïîíåíòû âåêòîðà-ñòîëáöà f  – îáîáù¸ííûå îãðàíè÷åíèÿ 

(8) (äëÿ ñëó÷àÿ (â) èç (8) – ýòî ïåðâàÿ èç ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ îãðàíè÷åíèÿ, 

êóäà âïåðâûå óïðàâëåíèå âõîäèò â ÿâíîì âèäå); c , ( )xξ  – ìíîæèòåëè Ëà-

ãðàíæà, d  – èçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû, à îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ( )x∗δ  

0( [ , ])Lx x x∈  îòûñêèâàåòñÿ èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ãàìèëüòîíèàíà 

 ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ),sup( ) ( )
mD

H u x x x x H u x x x x∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

δ∈
λ δ = λ δ . (10) 

Ñëåäóÿ ïîäõîäó Â. Ç. Âëàñîâà, øïàíãîóò îòäåëÿåòñÿ îò îáîëî÷êè (ðèñ. 9), 
èõ âçàèìîäåéñòâèå çàìåíÿåòñÿ âíåøíèìè äëÿ êàæäîé èç ïîäêîíñòðóêöèé 
óñèëèÿìè, êîòîðûå, îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé. 
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 Рис. 9. Âçàèìîäåéñòâèå ýëåìåíòîâ   Рис. 10. Îïòèìàëüíàÿ êîíôèãó-
êîíñòðóêöèè            ðàöèÿ øïàíãîóòà 
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Â ðåçóëüòàòå ýòîãî äëÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ øïàíãîóòà â 

ôóíêöèîíàëå (6) 0 ( , , )u xϕ δ  ïðåäñòàâëÿåò ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, à 

(7) – óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ â óñëîâèÿõ ïðîñòðàíñòâåííîãî (â îáùåì ñëó÷àå) 
íàãðóæåíèÿ. Îïòèìàëüíîå èçìåíåíèå âûñîòû ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî 
ñå÷åíèÿ øïàíãîóòà ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 10. 

Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè òîíêèõ óïðóãèõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ ïåðå-
ìåííîé æåñòêîñòè ïðè ïðîèçâîëüíîì íàãðóæåíèè èìåþò âèä 

 
( )4 8

( ) ( )
( )

0 1

( , ) ( , ) ,      1, ,8
m

jm mi
ij im

m j

XX
a s f s i

s
= =

∂∂  = ϕ + ϕ = ∂  ∂ϕ
∑ ∑  .  (11) 

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Ôóðüå ïî îêðóæíîé êîîðäèíàòå, óðàâ-
íåíèå (11) ïðåäñòàâèì â âèäå ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ 
óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè (6), çàïèñàííûìè îòíîñèòåëüíî 
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, è ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. 

Ýôôåêòèâíûì îêàçûâàåòñÿ òàêæå äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíûé ïîäõîä, 
ïðè ïðèìåíåíèè êîòîðîãî â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè ïðèìåíÿåòñÿ êîíå÷íî-
ðàçíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñîîòíîøåíèé, à â ïðîäîëüíîì – â âèäå äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.  

Ñëåäóÿ ïðèíöèïó ïîýòàïíîé îïòèìèçàöèè [23], ñëåäóþùèì øàãîì â ðåøå-
íèè çàäà÷è îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ îòûñêàíèå îïòèìàëüíîé ïåðåìåííîé òîëùè-
íû îáîëî÷åê â çîíå ïåðåõîäíûõ ó÷àñòêîâ (ñòûêîâ îáîëî÷åê ñî øïàíãîóòîì) è 
ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé ñàìèõ øïàíãîóòîâ (ðèñ. 11) è 
ñèíòåç îïòèìàëüíûõ ïîäêîíñòðóêöèé ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé 
ïóòåì óòî÷íåíèÿ óñèëèé âçàèìîäåéñòâèÿ îòäåëüíûõ ïîäêîíñòðóêöèé.  
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Рис. 11. Ñõåìà ðàçáèåíèÿ êîíñòðóêöèè 

Òàêîé àëãîðèòì ïîýòàïíîé îïòèìèçàöèè ïîçâîëÿåò îòûñêàòü îïòèìàëü-
íûå ïàðàìåòðû ñëîæíûõ ñîñòàâíûõ îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé, ó÷åñòü ðÿä 
òðåáîâàíèé ðåàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ, â ïîëíîé ìåðå èñïîëüçóÿ ïðåèìó-
ùåñòâà êàê ìåòîäîâ òåîðèè îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ äëÿ îïòèìèçàöèè îáî-
ëî÷åê, òàê è àëãîðèòìîâ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îòûñêàíèÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ (êîíôèãóðàöèè) ñëîæíûõ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé ñèëîâûõ 
ýëåìåíòîâ.  

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî óñïåøíîå ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ äîëæíî áûòü îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ïðÿìîãî 
ðàñ÷åòà òàêèõ êîíñòðóêöèé. Â ñëó÷àå ñîåäèíåííîãî øïàíãîóòîì ïó÷êà îáîëî-
÷åê âðàùåíèÿ ïðè íåñèììåòðè÷íîì íàãðóæåíèè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ øïàíãî-
óòà ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êî-
ýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé â ðÿäû Ôóðüå ïåðåìåùåíèé  
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Óðàâíåíèÿ (12) äîïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿìè íåðàçðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé 
ëèíèé ñòûêà îáîëî÷åê è øïàíãîóòà, êîòîðûå óñòàíàâëèâàþò ñâÿçü îáîáùåí-

íûõ êðàåâûõ ïåðåìåùåíèé ( )P L
tkW∗  òîðöîâ êîíòóðà t -ãî îáîëî÷å÷íîãî ýëå-

ìåíòà è ïåðåìåùåíèé òî÷åê èõ ñîåäèíåíèé ñî øïàíãîóòîì è äàëåå ïåðåìå-
ùåíèé k∆  ñðåäèííîé ëèíèè øïàíãîóòà äëÿ k -é ãàðìîíèêè ðÿäà Ôóðüå 
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tk e tk kW s c∗ = ⋅ ∆ , ãäå ( )P L

tψ , ( )P L
tkc  – ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé, à ñâÿçü 

ìåæäó êðàåâûìè ïåðåìåùåíèÿìè òîðöîâ t -õ îáîëî÷åê ñ êðàåâûìè óñèëèÿ-

ìè 0( )
t

L kQ  íà ýòèõ òîðöàõ èìååò âèä  
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Ïðè òàêîì ïîäõîäå ñóùåñòâåííî ñíèæàåòñÿ ïîðÿäîê èòîãîâîé ðàçðåøà-
þùåé ñèñòåìû â ñâÿçè ñ ââåäåíèåì óçëîâûõ ëèíèé êîíòàêòà îáîëî÷åê ñî 
øïàíãîóòîì. Â ñî÷åòàíèè ñ ïðèìåíåíèåì äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíîé ìîäåëè 
ïðÿìîãî ðàñ÷åòà ñîñòàâíîé êîíñòðóêöèè ýòî ïîçâîëÿåò íàèëó÷øèì îáðàçîì 
èñïîëüçîâàòü âîçìîæíîñòè ìåòîäîâ òåîðèè îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ è ñó-
ùåñòâåííî ñîêðàòèòü âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñíèæåíèÿ ìàòåðèàëîåìêîñòè 
êîíñòðóêöèè. Íà ðèñ. 12 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âåñîâîé îïòèìèçàöèè òîë-
ùèíû (îòäåëüíî äëÿ âíåøíåé è âíóòðåííåé åå ÷àñòåé) òðåõ, ñâÿçàííûõ 
øïàíãîóòîì, îáîëî÷åê âðàùåíèÿ (ðèñ. 12à – öèëèíäðè÷åñêîé, ðèñ. 12á – 
ñôåðè÷åñêîé, ðèñ. 12â – êîíè÷åñêîé) ïðè íåñèììåòðè÷íîì íàãðóæåíèè 
÷åòûðüìÿ ïðîäîëüíûìè ñèëàìè P  è âíóòðåííèì äàâëåíèåì.  
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Рис. 12. Îïòèìèçàöèÿ ñîñòàâíîé êîíñòðóêöèè 

Â ñëó÷àå çàäà÷è âåñîâîé îïòèìèçàöèè ïðîèçâîëüíî íàãðóæåííîé îáî-
ëî÷êè âðàùåíèÿ ñ òîëùèíîé, âàðüèðóåìîé â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ  
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ñ ó÷åòîì óñëîâèé ïðî÷íîñòè, æåñòêîñòè è êîíñòðóêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé íà 
òîëùèíó îáîëî÷êè, êîãäà ñâåäåíèå äâóìåðíîé çàäà÷è ê îäíîìåðíîé ìåòîäîì 
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Ôóðüå íåâîçìîæíî, ðåøåíèå çàäà÷è îñóùåñòâëÿëîñü íà îñíîâå ïðèíöèïà 
áëî÷íûõ èòåðàöèé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî ìåòîäà, à ãàìèëüòîíèàí 
çàäà÷è èìååò âèä: 

 
8 8

( ) ( ) ( )

1 1 1

( ) ( ) ( , ) ( , )
M

m m m
m j m ij j i

m j i

H s r s h s s A X B
= = =

 = − ϕ + λ ϕ ⋅ +
 ∑ ∑ ∑( ) . (14) 

Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè ðàäèàëüíîãî ïëàâíîïåðåìåííîãî  

 0 0( , ) (1 0.3 cos ) sin / ,     constnq s q s L qϕ = + ϕ π = , 

è ëîêàëüíîãî (ïðèëàãàåìîãî íà ìàëîé ïëîñêîñòè) íàãðóæåíèÿ. Äëÿ óñêîðå-
íèÿ ñõîäèìîñòè ïðîöåññà ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä èìèòàöèîííîãî ïðîãíîçèðîâà-
íèÿ [26]. Äëÿ ñëó÷àÿ ëîêàëüíîãî íàãðóæåíèÿ îáîëî÷êè íà ðèñ. 13 ïðèâåäåíû 
çàêîíû îïòèìàëüíîãî èçìåíåíèÿ òîëùèíû öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Ïðî-
âåäåííûå ìåòîäîì ãîëîãðàôè÷åñêîé èíòåðôåðîìåòðèè [17] ýêñïåðèìåíòàëü-
íûå èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ íàêëàäêàìè îïòè-
ìàëüíîé ïåðåìåííîé è, äëÿ ñðàâíåíèÿ, – ïîñòîÿííîé òîëùèíû (ðèñ. 13) ïîä-
òâåðæäàþò äîñòàòî÷íóþ äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, à èñïîëü-
çîâàíèå îïòèìàëüíûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòåðèàëà îáîëî÷å÷íûõ êîí-
ñòðóêöèé ïðè íåñèììåòðè÷íîì íàãðóæåíèè ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñíèçèòü 
èõ ìàòåðèàëîåìêîñòü.  

 ( , )zq s ϕ ( , )/2h s ϕ

  

1

2

3

0.45 0.475

h/h0

s/L

1

3
2

   

1

2

3

h/h0

1

3

2

0         π/48        π/24         ϕ 
Рис. 13. Ïðîåêòèðîâàíèå íàêëàäêè îïòèìàëüíîé êîíôèãóðàöèè 

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé 
îáîëî÷åê è øïàíãîóòîâ ñ îïòèìàëüíûìè ïàðàìåòðàìè [15, 16]. 

Èññëåäîâàíî ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé â èçãîòîâëåí-
íûõ èç îïòè÷åñêè àêòèâíîãî ìàòåðèàëà ìîäåëÿõ îïòèìàëüíûõ è øïàíãîóòîâ 
ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, êîíôèãóðàöèè êîòîðûõ ïðèâåäåíû íà 
ðèñ. 14. Ðàñïðåäåëåíèå êîíòóðíûõ íàïðÿæåíèé èññëåäîâàíî ïîëÿðèçàöèîííî-
îïòè÷åñêèì ìåòîäîì. Ñõåìà ïðîñâå÷èâàíèÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 15. Ôîòî-
ãðàôèè êàðòèí èçîõðîì, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå 
ó÷àñòêîâ øïàíãîóòîâ ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèé, ïðèâåäåíû íà ðèñ. 16 (ïîñòîÿííî-
ãî – íà ðèñ. 16à è îïòèìàëüíîãî ïåðåìåííîãî – íà ðèñ. 16á).  
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Рис. 15. Ñõåìû ïðîñâå÷èâàíèÿ 

  
Рис. 16. Êàðòèíû èçîõðîì 
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Ïåðåìåùåíèÿ çàìåðÿëèñü ñ ïîìîùüþ èíäèêàòîðîâ ÷àñîâîãî òèïà. Ïðè 
ýòîì èçìåíåíèå äèàìåòðà òîðöîâ îáîëî÷êè â 1.7–1.9 ðàçà ìåíüøå äëÿ ñëó-
÷àÿ èñïîëüçîâàíèÿ øïàíãîóòà îïòèìàëüíîé êîíôèãóðàöèè. Äåôîðìèðîâàí-
íîå ñîñòîÿíèå áîêîâîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè, óñèëåííîé øïàíãîóòàìè ïî-
ñòîÿííîé æåñòêîñòè è îïòèìàëüíîãî î÷åðòàíèÿ, èññëåäîâàíî ìåòîäîì ãîëî-
ãðàôè÷åñêîé èíòåðôåðîìåòðèè, èíòåðôåðîãðàììû êîòîðûõ ïðèâåäåíû íà 
ðèñ. 17ã äëÿ ñëó÷àÿ óñèëåíèÿ îáîëî÷êè øïàíãîóòîì îïòèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ è 
íà ðèñ. 17ä – ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ. Çäåñü æå íà ðèñ. 17á, â ïðåäñòàâëåíû 
êàðòèíû ðàçðóøåíèÿ øïàíãîóòîâ, à íà ðèñ. 17à – ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè 
îáîëî÷êè. 

 
Рис. 17. Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷êè è ðàçðóøåíèå øïàíãîóòà 

Íåñóùàÿ ñïîñîáíîñòü êîíñòðóêöèè îïðåäåëÿëàñü ðàçðóøåíèåì øïàí-
ãîóòà èëè ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷êè è îêàçàëàñü â 1.8–2.2 ðàçà áîëü-
øå ïðè èñïîëüçîâàíèè øïàíãîóòà îïòèìàëüíîãî î÷åðòàíèÿ.  
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КОНТАКТНІ ВЗАЄМОДІЇ ТА ОПТИМІЗАЦІЯ ОБОЛОНКОВИХ КОНСТРУКЦІЙ 
ПРИ ЛОКАЛЬНОМУ НАВАНТАЖЕННІ 
 
Óçàãàëüíåíî ìåòîäè ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ êîíòàêòíî¿ âçàºìîä³¿ åëåìåíò³â îáîëîí-
êîâèõ êîíñòðóêö³é ì³æ ñîáîþ ³ ç³ øòàìïàìè ð³çíèõ òèï³â. Ðîçãëÿíóòî ñõåìè 
âèçíà÷åííÿ ðóéíóþ÷èõ íàâàíòàæåíü ç âèêîðèñòàííÿì òåîð³¿ ãðàíè÷íî¿ ð³âíîâàãè 
³ êðèòè÷íèõ íàâàíòàæåíü ëîêàëüíî¿ ñò³éêîñò³ îáîëîíêîâèõ ñèñòåì ïðè çàäàíîìó 
íàâàíòàæåíí³. Íàâåäåíî ñõåìè îïòèì³çàö³¿ ôîðìè åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é ïðè ëî-
êàëüíèõ íàâàíòàæåííÿõ. Ïîäàíî ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòàëüíèõ äîñë³äæåíü. 
 
CONTACT INTERACTION AND OPTIMIZATION OF SHELL  
DESIGNS UNDER LOCAL LOADING 
 
The methods for solving different problems on contact interaction of elements of shell 
designs with one another and with stamps of different types are generalized. Schemes 
for determination of failure loads are considered using the theory of limit equilibrium 
and critical loads of local stability for shell systems under this loading. Schemes of 
shape optimization for elements of designs under local loadings are proposed. The re-
sults of experimental studies are presented. 
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