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ÓÄÊ 539.3 
 
С. А. Амбарцумян, М. В. Белубекян, К. Б.Казарян 
 
К ЗАДАЧЕ ОСЕВОГО РАСТЯЖЕНИЯ КРУГОВОЙ НЕОДНОРОДНОЙ 
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
 

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îñåâîãî ðàñòÿæåíèÿ ïðîäîëüíûìè óñèëèÿìè íåîäíî-
ðîäíîé êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Îïðåäåëåíèå íàïðÿæåííîãî ñîñòî-
ÿíèÿ îáîëî÷êè ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå óòî÷íåííîé òåîðèè. Îáñóæäàþòñÿ 
âîïðîñû âîçìîæíîñòè ïîòåðè ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ïðè îñåâîì ðàñòÿæå-
íèè. 

 
1. Ïóñòü íåîäíîðîäíàÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíàÿ (ìîäóëü óïðóãîñòè 
( )E E s= , ìîäóëü ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà ( )G G s′ ′= , êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà 

iν  ïîñòîÿííûå) êðóãîâàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà (ðàäèóñ êðèâèçíû R , 

òîëùèíà h , äëèíà  ) ðàñòÿãèâàåòñÿ ïðîäîëüíûìè óñèëèÿìè 0T , ðàâíîìåð-

íî ðàñïðåäåëåííûìè ïî òîðöàì îáîëî÷êè 0,s s= =  . Ñðåäèííàÿ ïîâåðõ-

íîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè: ðàäèóñàìè êðèâèçíû ,sR R Rβ= ∞ = , 

êîýôôèöèåíòàìè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû 1A B= = , êîîðäèíàòàìè , ,s β γ . 
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è ïðåäïîëàãàåì [2, 3]: 
– íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ γσ  ïðåíåáðåæèìî ìàëû; 

– íîðìàëüíîå ïåðåìåùåíèå ïî òîëùèíå îáîëî÷êè îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì, 
( )u w sγ = ; 

– ïîïåðå÷íîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå ïî òîëùèíå îáîëî÷êè èçìåíÿåò-
ñÿ ïî çàäàííîìó çàêîíó 

 
2

21 ( )
2 4s

h sγ
 τ = − γ ϕ 
 

,  (1)  

ãäå ( )sϕ  – èñêîìàÿ ôóíêöèÿ. 
Òîãäà äëÿ íàïðÿæåíèé èìååì [2, 3] 

 
2

( )
( ),        ( ),            

1
s s s

E s
B e e B e e Bβ β βσ = + ν σ = + ν =

− ν
, 

 55 , 55
55

10,      0,            ( )
( )s s sB e B G s

a sβ βγ γ γ
′τ = τ = τ = = = .  (2) 

Êîìïîíåíòû äåôîðìàöèé îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè 

 ,       ,        s s s
s s

u dudu du duw dwe e e
ds R R d ds d ds

γ γ
β γ= = = = + = +

γ γ
.  (3) 

Çäåñü ( , ),  ( ),  0su s u w s uγ βγ = =  – êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèÿ. 

Ïîñòóïàÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì [1–5], ïîëó÷èì 

 
22

2 4 3
ss

s

adw hu u
ds

γ = − γ + γ − ϕ 
 

,  (4) 

ãäå ( )u u s=  – ïðîäîëüíîå ïåðåìåùåíèå ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. 
Äëÿ ðàñ÷åòíûõ íàïðÿæåíèé íàðÿäó ñ (1) èìååì òàêæå 

 
22 2

55
552 2 4 3s

daddu d w w hB a
ds R ds dsds

γ γ ϕ    σ = − γ + γ + − + ϕ        
, 

 
22 2

55
552 2 4 3

dadw du d w hB a
R ds ds dsds

β
γ γ ϕ    σ = + ν − γν + ν − + ϕ        

.  (5)  
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Äàëåå, äëÿ âíóòðåííèõ óñèëèé è ìîìåíòîâ ñîãëàñíî èçâåñòíûì ïðîöå-
äóðàì [1–5] ïîëó÷èì 

 ,          s
du w w duT C T C
ds R R dsβ

   = + ν = + ν   
   

, 

 
2 2

55
552 10s

dadd w DhM D a
ds dsds

ϕ = − + + ϕ 
 

, 

 
3 3

,      ,      ,      
12 12s
h BhM M N C Bh Dβ = ν = ϕ = = .  (6) 

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â óñèëèÿõ è ìîìåíòàõ èìåþò âèä 

 0,     0,     0s s
TdT dMdN N

ds ds R ds
β= − = − = .  (7) 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà òîðöàõ îáîëî÷êè ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçëè÷-
íûì ñïîñîáàì çàêðåïëåíèÿ [2, 3], â ÷àñòíîñòè, îíè áóäóò 

ïðè çàäåëêå:  

 00,       0,       s
dww T T
ds

= = = ,  (8) 

ïðè øàðíèðíîì çàêðåïëåíèè:  

 
2 2

02
0,       0,        

10 s
dd w hw T T
dsGds

ϕ
= − = =′ .  (9) 

Î÷åâèäíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å 0sT T= . Òîãäà ñîãëàñíî (6) 

äëÿ Tβ  èìååì 

 0
wT Eh T
Rβ = + ν  èëè 

3

12
dh RT
dsβ

ϕ
= .  (10) 

Çàìåòèì, ÷òî ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ âàæíûì äëÿ èçó÷åíèÿ ïîòåðè ëî-
êàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ðàñòÿíóòîé îáîëî÷êè. 

2. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ , , ,s sT T N Mβ  èç (6) â óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (7), 

ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó èñõîä-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ( )E s , 

55 ( ), ( )a s D s : 

 
23 2 2 2

55
55 553 2 2

1 12
10 10

dad dd w dD d w h h dDa a
D ds ds D ds dsds ds ds

ϕ ϕ + − − + − 
 

 

 
22

55 55
2

1 5 0
10 6

d a dah dD h
D ds ds Dds

 − + − ϕ = 
 

, 

 02 2 3
12 12d E w T

ds h R Rh

ϕ ν− = .  (11) 

Â ÷àñòíîñòè, ïîëàãàÿ â (11) 1 2
0 0,  k s k sE E e G G e′= = , ïîëó÷èì  

 
22

223 2 2
2 1

13 2 2
0 0

(2 )
10 10

k sk s h k k ed dd w d w h ek
G G dsds ds ds

−− −ϕ ϕ+ − + +  

 
2 12 2

2 1 2

0 0

( ) (1 )
0

10

k s k sh k k k e e
G E

− −− − ν + + ϕ = 
 

, 

 
1

0 0
2 2 3

12 12k sE e Td
w

ds h R Rh

νϕ − = .  (12) 
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Äàëåå, ïîëàãàÿ 1 2 2k k k= = , ïðèäåì ê ñëåäóþùèì äèôôåðåíöèàëüíûì 
óðàâíåíèÿì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè: 

 
4 3 2 2

2 0 0
4 3 2 2 2 2 2

0 0

6 12 12(1 )
4 4 0

5 5

E E kd d d d
k k

dsds ds R G ds R G h R

ϕ ϕ ϕ ϕ − ν − + − − + ϕ = 
 

, 

 
2

0 0
2 2 3

12 12ksE e Td
w

ds h R Rh

νϕ
− = .  (13) 

Ïåðâîå èç óðàâíåíèé (13) ìîæíî ïðèâåñòè ê áîëåå êîìïàêòíîìó âèäó 

 
2 22

2 0
2 2 2 2 2

0

6 12(1 )
4 4 2 0

5

Ed d dd dk k k
ds ds dsds ds G R R h

ϕ ϕ ϕ − ν   − + ϕ − − ϕ + ϕ =   
   

.  (14) 

Ïðåäñòàâëÿÿ ðåøåíèå (11) â âèäå psCeϕ = , ïîëó÷èì ñëåäóþùåå õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå: 

 2 2 4( 2 ) 2 ( 2 ) 4 0p p k p p k− − ξ − + χ = . (15) 

Óðàâíåíèå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè (15) ïðèâîäèòñÿ ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ 
ïîäñòàíîâêîé ( 2 )p p k z− = . Â (15) ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ 

 
2

40
2 2 2

0

3 3(1 )
,              

5

E

G R R h

− νξ = χ = . (16) 

Êîðíè óðàâíåíèÿ (15) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 1 2 3 4,      ,      ,    p q i p q i p q i p q i= − + β = − − β = + β = − β  ,  (17) 
ãäå 
 0,       0q k q k= α − > = α + > , 

 2 4 2 41 2 4
2

k k kα = + ξ + + ξ + χ ,  

 2 4 2 41 2 4
2

k k kβ = − − ξ + + ξ + χ . 

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî êîðíè (17) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 

 1 2 3 4Re 0,      Re 0,      Re 0,      Re 0p p p p< < > > . 

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 

 1 2 3 4cos sin cos sinqs qse C s C s e C s C s−ϕ = β + β + β + β( ) ( ) .  (18) 

3. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ âáëèçè 
òîðöà 0s =  îáîëî÷êè äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå [7, 8] ïðèáëè-
æåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ èñêîìîé ôóíêöèè 

 1 2cos sinqse C s C s−ϕ = β + β( ) .  (19) 

Â ñëó÷àå çàêðåïëåííîãî òîðöà îáîëî÷êè, ò. å. ïðè óñëîâèÿõ  

  0,        0dww
ds

= = , 

ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå â (19) áóäóò 

 
2 2

0 0
1 23 2 2 3 2 2

24 12 ( )
,             

( ) ( )

T q T q
C C

h R q h R q

ν ν − β
= − = −

β + β + β
. 

Òîãäà äëÿ ôóíêöèé ( ), ( )s w sϕ  èìååì 

 2 20
3 2 2

12
( ) sin 2 cos

( )

qsT e
q s q s

h R q

−ν
ϕ = − − β β + β β

β β +
[ ] , 

 
(2 )

0

0
sin cos

k q s
qsRT e q

w e s s
hE

− +ν  = − + β + β β 
.  
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Äëÿ îêðóæíîãî óñèëèÿ ( )T sβ  ñîãëàñíî (10) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå 

 0 sin cosqs q
T T e s s−

β
 = ν β + β β 

.  (20)  

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ( )T sβ  – çíàêîïåðåìåííàÿ ôóíêöèÿ (ïðè ðàñòÿ-

æåíèè îáîëî÷êè óñèëèÿìè 0T  ïîÿâëÿþòñÿ îòðèöàòåëüíûå óñèëèÿ Tβ , êîòî-

ðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò ïðèâåñòè ê ëîêàëüíîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè 
îáîëî÷êè ïî íåñèììåòðè÷íîé ôîðìå).  

Ôóíêöèÿ Tβ  ñâîå íàèáîëüøåå îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå 0Tβ , ðàâíîå 

 0 0 exp
q

T Tβ
π = − ν − β 

,  (21) 

äîñòèãàåò â òî÷êå sβ = π . Çíà÷åíèÿ Tβ  â èíòåðâàëàõ, ðàñïîëîæåííûõ äàëü-

øå îò êðàÿ, áóäóò ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò íóëÿ â ñèëó íàëè÷èÿ ìíîæèòåëÿ 
exp ( )qs− . 

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ 0 0T T Tβ= ν /  â çàâèñèìîñòè 

îò ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ è 
ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ 
îáîëî÷êè R h/ , E G/ , kR . 
 Èç òàáë. 1 ñëåäóåò , ÷òî 
ó÷åò ïîïåðå÷íûõ ñäâèãîâ 

0ξ ≠  ïðèâîäèò ê íåçíà÷è-
òåëüíîìó óìåíüøåíèþ âëè-
ÿíèÿ îòðèöàòåëüíûõ óñèëèé 
Tβ  íà íàïðÿæåííî-äåôîðìè-

ðîâàííîå ñîñòîÿíèå îáîëî÷-
êè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôàê-
òîð íåîäíîðîäíîñòè èìååò 
ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå, ïðè-
âîäÿ ê óâåëè÷åíèþ îòðèöà-
òåëüíîãî óñèëèÿ ïðè 0k >  è 
óìåíüøåíèþ – ïðè 0k < . 

Â ñëó÷àé îäíîðîäíîé 
îáîëî÷êè ( 0k = ) èìååì 

 
2

0 0 02

2
exp exp ( )

2
T T Tβ

 π χ + ξ
= − ν − ≤ − ν − π 

χ − ξ 
,  (22) 

à ïðè 0ξ =  èìååì 

 0 0 0exp ( ) 0.04321T T T∗
β = − ν − π ≈ − ν .  (23) 

 4. Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ çíàêîïåðåìåííîãî óñèëèÿ Tβ  íà ëîêàëüíóþ óñ-

òîé÷èâîñòü îáîëî÷êè ïðè øàðíèðíîì çàêðåïëåíèè ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ 
çàäà÷ó. Ïóñòü êðóãîâàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà äëèíîé L  ðàâíîìåðíî 
ðàñòÿãèâàåòñÿ âäîëü îáðàçóþùèõ óñèëèåì 0T . Íà îáîëî÷êó äåéñòâóåò òàê-

æå ïîñòîÿííîå ñæèìàþùåå óñèëèå 0T∗
β , îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé (23). Â 

ýòîì ñëó÷àå, ïîëàãàÿ, ÷òî ïî îáðàçóþùåé èìååòñÿ òîëüêî îäíà ìîäà, ò. å. 
1m = , ñîãëàñíî [7] êðèòè÷åñêàÿ ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé: 

 
2 2 2 4 4

0
2 2 2 6 4

0.043
12(1 )

T R n h R
EL n L R n L

π π ν − = + 
  − ν

.   (24) 

Таблица 1 

0 0.5 1 2 
R h  

E G  

kR  T  T  T  T  

-1 0.014 0.013 0.013 0.012 
 0 0.04321 0.041 0.039 0.036 
 0.5 0.066 0.064 0.061 0.056 

50 

 1 0.096 0.093 0.089 0.083 
-1 0.018 0.017 0.016 0.015 
 0 0.04321 0.042 0.040 0.038 
 0.5 0.062 0.060 0.058 0.055 

100 

 1 0.086 0.084 0.081 0.077 
-1 0.021 0.020 0.019 0.018 
 0 0.04321 0.042 0.414 0.039 
 0.5 0.059 0.057 0.056 0.0544 

200 

 1 0.078 0.076 0.075 0.072 
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáîëî÷êà ìîæåò ïîòåðÿòü óñòîé÷èâîñòü ïðè óñëîâèè 

 
2

2
0.043 0R

n L
πν − > .  (25) 

Óñëîâèå (25) âûïîëíÿåòñÿ ïðè áîëüøèõ n . Â ÷àñòíîñòè, íàïðèìåð, åñëè 

0.5,  L Rν = = , òî 15n > , èëè åñëè 2 ,  0.5L R= π ν = , òî 4n >  è ò. ä. 
Äëÿ áîëüøèõ n  è ïðè óñëîâèè (25) êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó ñîãëàñíî (24) 

ìîæíî ïðåäñòàâèòü ôîðìóëîé 

 
12 2 2

0 2 2 2
0.043

12(1 )
ELn h RT

R n L

−π = ν − 
 − ν

.  (26) 

Èç ðàâåíñòâà íóëþ ïðîèçâîäíîé âûðàæåíèÿ (26) ïî 2n  îïðåäåëèì n , 
ïðè êîòîðîì 0T  äîñòèãàåò ìèíèìóìà: 

 
2

2

0.0215
Rn

L
π=

ν
.   (27) 

Ïîäñòàâëÿÿ (27) â (26), ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó n  ìèíèìàëüíîå 
çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè 

 
2

êð

2 212(1 )(0.0215 )

T h
Eh R

π=
− ν ν

.  (28) 

Ïîëó÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðàññìîòðå-
íèè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ î÷åíü òîíêèõ îáîëî÷å÷íûõ 
ñòðóêòóð, âñòðå÷àþùèõñÿ ïðè ðåàëèçàöèè íåêîòîðûõ íàíîòåõíè÷åñêèõ 
ïðîöåññîâ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðåäñòàâëÿþò òàêæå èíòåðåñ ìèêðîïîëÿðíûå 
ÿâëåíèÿ [1]. 
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ДО ЗАДАЧІ ОСЬОВОГО РОЗТЯГУ КРУГОВОЇ НЕОДНОРІДНОЇ  
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ІЗОТРОПНОЇ ЦИЛІНДРИЧНОЇ ОБОЛОНКИ 
 
Ðîçãëÿäàºòüñÿ çàäà÷à ïðî îñüîâèé ðîçòÿã ïîçäîâæí³ìè çóñèëëÿìè íåîäíîð³äíî¿ 
êðóãîâî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè. Âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíîãî ñòàíó îáîëîíêè ïðîâî-
äèòüñÿ íà îñíîâ³ óòî÷íåíî¿ òåîð³¿. Îáãîâîðþþòüñÿ ïèòàííÿ ìîæëèâîñò³ âòðàòè 
ëîêàëüíî¿ ñò³éêîñò³ ïðè îñüîâîìó ðîçòÿç³. 
 
ON AXIAL TENSION PROBLEM OF CIRCULAR INHOMOGENEOUS 
TRANSVERSAL ISOTROPIC CYLINDRICAL SHELL  
 
A problem of axial tension is considered for a cylindrical non-homogeneous shell. The 
shell stress state is considered basing on the refined theory. The possibility of local 
stability loss is discussed in the case of axial tension load. 
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