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ВИЗНАЧЕННЯ НАПРУЖЕНОГО СТАНУ У ПІВПРОСТОРІ 
В ОКОЛІ ЦИЛІНДРИЧНИХ ДЕФЕКТІВ, ЩО ВИХОДЯТЬ НА 
ПОВЕРХНЮ, ПРИ КРУТИЛЬНИХ КОЛИВАННЯХ 
 

Ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó ïðî âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíîãî ñòàíó ïðè êðóòèëüíèõ êîëè-
âàííÿõ ï³âïðîñòîðó ç öèë³íäðè÷íèì äåôåêòîì (òð³ùèíîþ àáî òîíêèì 
æîðñòêèì âêëþ÷åííÿì), ÿê³ âèõîäÿòü íà éîãî ïîâåðõíþ. Ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàí-
íÿ ´ðóíòóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ ðîçðèâíèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿíü êðóòèëüíèõ 
êîëèâàíü ³ ïîëÿãàº ó çâåäåíí³ âèõ³äíèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äî ³íòåãðàëüíèõ ð³â-
íÿíü â³äíîñíî íåâ³äîìèõ ñòðèáê³â êóòîâîãî ïåðåì³ùåííÿ àáî äîòè÷íîãî íà-
ïðóæåííÿ.  

 
Îäí³ºþ ç âàæëèâèõ çàäà÷, ÿê³ âèíèêàþòü ïðè ñòâîðåíí³ ñó÷àñíèõ ìà-

øèí ³ ñïîðóä, º çàáåçïå÷åííÿ ¿õ ì³öíîñò³ ïðè íàÿâíîñò³ â íèõ òåõíîëîã³÷íèõ 
äåôåêò³â ó âèãëÿä³ òð³ùèí àáî òîíêèõ âêëþ÷åíü. Ïðîåêòóâàííÿ êîíñòðóêö³é 
ç óðàõóâàííÿì òàêèõ äåôåêò³â âèìàãàº âèêîðèñòàííÿ êðèòåð³¿â, ÿê³ âèçíà-
÷àþòü ãðàíè÷íó ð³âíîâàãó ò³ëà, ùî ì³ñòèòü âêàçàí³ äåôåêòè. Îäèí ç íàéïî-
øèðåí³øèõ òàêèõ êðèòåð³¿â áàçóºòüñÿ íà àíàë³ç³ íàïðóæåíîãî ñòàíó â îêîë³ 
äåôåêòó çà äîïîìîãîþ êîåô³ö³ºíòà ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü (Ê²Í). Àëå òåî-
ðåòè÷íå âèçíà÷åííÿ Ê²Í âèìàãàº ðîçâ’ÿçàííÿ â³äïîâ³äíèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ 
òåîð³¿ ïðóæíîñò³. Ïðè÷îìó ö³ çàäà÷³ ñóòòºâî óñêëàäíþþòüñÿ ó âèïàäêó ðî-
áîòè êîíñòðóêö³é â óìîâàõ äèíàì³÷íîãî, çîêðåìà ãàðìîí³÷íîãî, íàâàíòàæåí-
íÿ ³ äåôåêò³â ñêëàäíî¿ ôîðìè. Ùå á³ëüø ñêëàäíèìè ñòàþòü ö³ çàäà÷³ ïðè 
ðîçãëÿä³ âçàºìîä³¿ äåôåêòó ç ãðàíèöåþ ò³ëà, îñîáëèâî ó âèïàäêó âèõîäó 
äåôåêòó íà ãðàíèöþ. Òîìó ðîçâ’ÿçêè ïîä³áíèõ çàäà÷ íà ñüîãîäí³øí³é ÷àñ 
ïðàêòè÷íî â³äñóòí³. 
 Ó ïîäàí³é ðîáîò³ ðîçâ’ÿçóºòüñÿ çàäà÷à ïðî âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíîãî 
ñòàíó ó ïðóæíîìó ï³âïðîñòîð³, ó ÿêîìó çíàõîäèòüñÿ öèë³íäðè÷íèé äåôåêò 
(òð³ùèíà àáî òîíêå æîðñòêå âêëþ÷åííÿ) ïðè êðóòèëüíèõ êîëèâàííÿõ.  
 Â³äîì³ ðîçâ’ÿçêè ïîä³áíèõ çàäà÷ ó âèïàäêó íåîáìåæåíîãî ò³ëà. Òàê, 
çàäà÷³ ð³âíîâàãè íåîáìåæåíîãî ò³ëà ç öèë³íäðè÷íîþ òð³ùèíîþ ðîçãëÿíóòî â 
[1, 8]. Íàïðóæåíèé ñòàí ó íåîáìåæåíîìó ò³ë³ ïðè óäàðíèõ íàâàíòàæåííÿõ 
íàâêîëî íàï³âíåñê³í÷åííî¿ òð³ùèíè âèçíà÷åíî ó [4, 9], à íàâêîëî öèë³íäðè÷-
íèõ âêëþ÷åíü ïðè ãàðìîí³÷íèõ êîëèâàííÿõ – ó [6, 7]. 
 Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Íåõàé ïðóæíèé ï³âïðîñò³ð ì³ñòèòü òîíêó íåîäíî-
ð³äí³ñòü (äåôåêò) öèë³íäðè÷íî¿ ôîðìè, ÿêà ïåðå-
òèíàº éîãî ïîâåðõíþ. Öå ìîæå áóòè òð³ùèíà, ïî-
âåðõíÿ ÿêî¿ ñï³âïàäàº ç êðóãîâèì öèë³íäðîì 

00 ,  0 ,  0 2r r z a≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ϕ ≤ π  (ðèñ. 1), àáî òîíêå 

æîðñòêå âêëþ÷åííÿ òîâùèíè h a , ñåðåäèííà 
ïîâåðõíÿ ÿêîãî ñï³âïàäàº ç ïîâåðõíåþ âêàçàíîãî 
öèë³íäðà. Ó ï³âïðîñòîð³ â³äáóâàþòüñÿ êðóòèëüí³ 
êîëèâàííÿ âíàñë³äîê ä³¿ íà ïîâåðõíþ ï³âïðîñòîðó 

ãàðìîí³÷íîãî íàâàíòàæåííÿ ³íòåíñèâíîñò³ ( ) i tq r e− ω , 

çîñåðåäæåíîãî íà êðóç³ 0 r b≤ ≤ . Äàë³ ìíîæíèê 
i te− ω , ùî âèçíà÷àº çàëåæí³ñòü â³ä ÷àñó, â³äêèíóòî, 

³ ðîçãëÿäàþòüñÿ ò³ëüêè êîìïëåêñí³ àìïë³òóäè. 
 Îñê³ëüêè ó ï³âïðîñòîð³ â³äáóâàºòüñÿ ò³ëüêè îñåñèìåòðè÷íà äåôîðìàö³ÿ 
êðó÷åííÿ, òî â³äì³ííèì â³ä íóëÿ º ò³ëüêè êóòîâå ïåðåì³ùåííÿ, ÿêå çàäî-
âîëüíÿº ð³âíÿííÿ 
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äå 1 1,G ρ  – ìîäóëü çñóâó òà ãóñòèíà ìàòåð³àëó ï³âïðîñòîðó; ω  – ÷àñòîòà 
êîëèâàíü. Ãðàíè÷í³ óìîâè íà ïîâåðõí³ ï³âïðîñòîðó ôîðìóëþþòüñÿ ó âèãëÿä³ 
ð³âíîñò³ 

 
( ), 0 ,

( ,0)
0, .z

q r r b
r

r bθ

≤ ≤τ =  >
 (2) 

Óìîâè íà ïîâåðõí³ äåôåêòó âèçíà÷àþòüñÿ éîãî òèïîì. Ó âèïàäêó òð³-
ùèíè ââàæàòèìåìî, ùî ¿¿ áåðåãè â³ëüí³ â³ä íàïðóæåíü: 

 0( , ) 0,         0z r z z aθτ = ≤ ≤ . (3) 

Îêð³ì òîãî, íà á³÷í³é ïîâåðõí³ òð³ùèíè ìàº ðîçðèâ êóòîâå ïåðåì³ùåí-
íÿ, ñòðèáîê ÿêîãî ïîçíà÷èìî 

 0 0 2( 0, ) ( 0, ) ( ),           0,u r z u r z z z a+ − − = χ ∈ [ ] . (4) 

 ßêùî äåôåêòîì º âêëþ÷åííÿ, òî ââàæàºìî, ùî ì³æ íèì ³ ï³âïðîñòîðîì 
âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïîâíîãî ç÷åïëåííÿ, ç ÿêèõ âèïëèâàº ð³âí³ñòü 

 0 0( , ) ,          0,u r z r z a= α ⋅ ∈ [ ] , (5) 

äå α  – íåâ³äîìèé êóò ïîâîðîòó âêëþ÷åííÿ. 
 Òàêîæ íà ïîâåðõí³ òàêîãî âêëþ÷åííÿ ìàº ðîçðèâ äîòè÷íå íàïðóæåííÿ, 
ñòðèáîê ÿêîãî ïîçíà÷èìî 

 0 0 1( 0, ) ( 0, ) ( ),         0,r rr z r z z z aθ θτ + − τ − = χ ∈ [ ] . (6) 

Íåâ³äîìèé êóò ïîâîðîòó âêëþ÷åííÿ âèçíà÷àºòüñÿ ç ð³âíÿííÿ ðóõó 

 2 2
0 1 0

0

2 ( )
a

r d Iπ χ η η = − αω∫ ,  (7) 

äå 0I  – ìîìåíò ³íåðö³¿ âêëþ÷åííÿ 
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2
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I
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0ρ  – ãóñòèíà âêëþ÷åííÿ; h  – éîãî òîâùèíà; /h aε = . 

Ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ó âèïàäêó òð³ùèíè. Ïîäàìî ïåðåì³ùåííÿ ó ï³â-
ïðîñòîð³ ó âèãëÿä³ äâîõ ñêëàäîâèõ: 

 0 1( , ) ( , ) ( , )u r z u r z u r z= + . (9) 

Ïåðøà ñêëàäîâà º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (1), íåïåðåðâíèì íà ïîâåðõí³ òð³-
ùèíè ³ òàêèì, ùî â³äïîâ³äíà ñêëàäîâà äîòè÷íîãî íàïðóæåííÿ 

 0 0( , )r
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íà ìåæ³ ï³âïðîñòîðó çàäîâîëüíÿº óìîâó (2). 
 Äðóãà ñêëàäîâà º ðîçðèâíèì ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (1) ç³ ñòðèáêîì (4) íà 
ïîâåðõí³ òð³ùèíè, äëÿ ÿêîãî íà ìåæ³ ï³âïðîñòîðó ìàº âèêîíóâàòèñÿ ð³âí³ñòü 

 1 ( ,0) 0,          0r r rθτ = ≤ < ∞ .  (10) 

 Ðîçâ’ÿçîê 0 ( , )u r z  ëåãêî çíàõîäèòüñÿ øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ ³íòåãðàëüíî-

ãî ïåðåòâîðåííÿ Ãàíêåëÿ [10] ³ âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëàìè 
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äå ( )Q λ  – ïåðåòâîðåííÿ Ãàíêåëÿ ôóíêö³¿ ( )q r  ç (2): 

 1
0

( ) ( ) ( )
b

Q rq r I r drλ = λ∫ . (12) 

 Ðîçðèâíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (1) ç³ ñòðèáêîì (4), ÿêèé íà ìåæ³ ï³âïðî-
ñòîðó çàäîâîëüíÿº íóëüîâ³ óìîâè (10), ìîæíà ëåãêî çíàéòè, îñê³ëüêè â³äî-
ìèé òàêèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ íåîáìåæåíîãî ò³ëà [4, 9]. Îòðèìàíî ôîðìóëè 

 1 0 2 20 20
0

( , ) ( ) ( , ) ( , )
a

u r z r F z r F z r d
r

∂= − χ η η − + η + η
∂ ∫ [ ] , 

 1
0 1 2 22 22

0

( , ) ( ) ( , ) ( , )
a

r r z r G F z r F z r dθτ = − χ η η − + η + η∫ [ ] , 

  22 2 22
0

1( , ) ( ) ( , ) cos
2

F x r q G r xd
∞

= β β β β
π ∫ , 

 20 20
0

1( , ) ( , ) cos
2

F x r G r xd
∞

= β β β
π ∫ . (13) 

Ó öèõ ôîðìóëàõ âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ 

 2 2 0 0 2 2
2 2

2 0 2 0

( ) ( ), 0 ,
( , )       

( ) ( ), ,
j

j
j

I q r K q r r r
G r q

I q r K q r r r

≤ <
β = = λ − >

æ



. (14) 

 Òàêèì ÷èíîì, ôîðìóëè (9), (11), (13) âèçíà÷àòèìóòü ïåðåì³ùåííÿ ³ íà-
ïðóæåííÿ ó ï³âïðîñòîð³ ïðè óìîâ³, ùî âèçíà÷åíî íåâ³äîìèé ñòðèáîê ïåðå-
ì³ùåíü 2 ( )zχ . Äëÿ öüîãî ñë³ä çàäîâîëüíèòè óìîâó (3) íà ïîâåðõí³ òð³ùèíè. 
Ï³äñòàâèâøè ó (3) âèùåâêàçàí³ ôîðìóëè, îòðèìàºìî ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ 
â³äíîñíî íåâ³äîìîãî ñòðèáêà ïåðåì³ùåíü. Ï³ñëÿ çä³éñíåííÿ ó öüîìó ð³âíÿíí³ 
³íòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, ïàðíîãî ïðîäîâæåííÿ 2 ( )z′χ  ³ ïðàâî¿ ÷àñòèíè íà 

ïðîì³æîê ,z a a∈ −[ ]  ³ ââåäåííÿ ïîçíà÷åíü 

 2 2,       ,       ( ) ( )a z a a′η = τ = ζ ϕ τ = χ τ  (15) 

öå ð³âíÿííÿ íàáóâàº âèãëÿäó  

 
1

2 2 2
1

1 ( ) ( ) ( ),          1 1
2

L d f
−

ϕ τ τ − ζ τ = ζ − < ζ <
π ∫ , (16) 

äå 
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L Y I p K p uY du Y
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∞
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G G p

∞
− γ ζτ ζ

ζ = − = − ∫ ææ æ
æ , 
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2 0 2

0
1,      ,      ap u a

r
= − γ = =æ æ . 

 Äëÿ âèëó÷åííÿ ñèíãóëÿðíî¿ ñêëàäîâî¿ ÿäðà ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (16) 
ñë³ä âèêîðèñòàòè àñèìïòîòè÷íå ðîçâèíåííÿ 

 71 2
0 2 0 2 03 5

0 0 0

1 1( ) ( ) ( ) ,  1,2
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A A
I K O u

u u u
− ρ ρ = + + + =  

 
  æ æ ææ æ æ

( ) , (17) 

ÿêå îòðèìàíî çà äîïîìîãîþ â³äîìèõ ôîðìóë [3] äëÿ ìîäèô³êîâàíèõ öèë³íä-
ðè÷íèõ ôóíêö³é. Ç (17) âèïëèâàº, ùî ôóíêö³þ 2 ( )L Y  ìîæíà ïîäàòè ó 
âèãëÿä³ 



108 

 2 2 2
1( ) ( ),         ( ) ( ln ),       0L Y Q Y Q Y O Y Y Y
Y

= + = → . (18) 

Çà äîïîìîãîþ îñòàííüî¿ ôîðìóëè ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ ïåðåïèøåìî òàê: 

 
1

2 2 2
1

1 1( ) ( ) ( ),          1 1
2

Q d f
−

 ϕ τ + τ − ζ τ = ζ − < ζ <
 π τ − ζ∫ . (19) 

Äî ð³âíÿííÿ (19) íåîáõ³äíî äîäàòè ùå ð³âí³ñòü 

 
1

2
1

( ) 0d
−

ϕ τ τ =∫ , (20) 

ÿêà âèïëèâàº ç (15), îñê³ëüêè 2 ( ) 0aχ = . 
 Íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê (19) øóêàºìî ó âèãëÿä³  

 2
2 2

( )
( )

1

ψ τ
ϕ τ =

− τ
, (21) 

³ áóäóºìî çà ìåòîäîì, âèêëàäåíèì ó [2]. 
 Çã³äíî ç öèì ìåòîäîì ð³âíÿííÿ (19), (20) çàì³íþºìî ñèñòåìîþ ë³í³éíèõ 
àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

 2 2
1

1 1 ( ) ,        1,2, , 1
2

n

m m m k k
m km

a Q f k n
=

 ϕ + τ − ζ = = − π τ − ζ ∑  , 

 2
1

0
n

m m
m

a
=

ϕ =∑ , (22) 

äå 

 
(2 1)

cos ,  1,2, ,
2m
m

m n
n

π −τ = =  , – êîðåí³ ìíîãî÷ëåíà ×åáèøåâà, 

 2 2cos ,     1,2, , 1,     ( ),     ( )k m m k k
k k n f f
n

πζ = = − ψ = ψ τ = ζ . 

 Ï³ñëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè (22) ôóíêö³þ 2 ( )ψ τ  ó ïîäàíí³ (21) íàáëèæà-
ºìî ³íòåðïîëÿö³éíèì ìíîãî÷ëåíîì  

 ( 1) ( 1)
2 2 2 2

1

( )
( ) ( ),           ( ) ( )

( ) ( )

n
n n n

m
m n mm

T

T
− −

=

τ
ψ τ ≈ ψ τ ψ τ = ψ τ ′τ − τ τ∑ . (23) 

 Äëÿ ìåõàí³êè ðóéíóâàííÿ íàéá³ëüøó ö³êàâ³ñòü ñòàíîâèòü êîåô³ö³ºíò ³í-
òåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü (Ê²Í), ÿêèé âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ  

 0
1 0

lim 1 ( , )rK a r aθζ→ +
= ζ − τ ζ . (24) 

Ï³äñòàâèâøè ó (24) íàïðóæåííÿ ç ôîðìóëè (13) ³ çä³éñíèâøè ãðàíè÷íèé ïå-
ðåõ³ä, çà äîïîìîãîþ (21), (23) äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ Ê²Í îòðèìóºìî  

 1
2

1

(2 1)
( 1) ctg ,        

2 22 2

n
m m

m m
m

G a m
K

nn =

γ π −= − ψ γ =∑ . (25) 

 Ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ó âèïàäêó âêëþ÷åííÿ. Ó öüîìó âèïàäêó òåæ ñë³ä 
âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ïåðåì³ùåíü ïîäàííÿ (9). Àëå â öüîìó ïîäàíí³ äðóãà 
ñêëàäîâà ìàº áóòè ðîçðèâíèì ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (1) ç³ ñòðèáêîì íàïðó-
æåíü (6) íà ñåðåäèíí³é ïîâåðõí³ âêëþ÷åííÿ, ÿêèé çàäîâîëüíÿº óìîâó (10) íà 
ìåæ³ ï³âïðîñòîðó. Îñê³ëüêè äëÿ íåîáìåæåíîãî ò³ëà â³äïîâ³äíèé ðîçðèâíèé 
ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (1) ïîáóäîâàíî â [6, 7], òî ëåãêî çíàõîäèìî ùî 

 0
1 1 11 11

0

( , ) ( ) ( , ) ( , )
ar

u r z F r z F r z d= χ η η − + η + η
π ∫ [ ] , (26) 

äå 

 11 11
0

1( , ) ( , ) cos
2

F r x G r xd
∞

= − β β β
π ∫ .  
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 Òàêèì ÷èíîì, äëÿ îñòàòî÷íîãî âèçíà÷åííÿ ïåðåì³ùåííÿ ï³âïðîñòîðó 
çàëèøèëîñü çíàéòè íåâ³äîìèé ñòðèáîê äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íà ïîâåðõí³ 
âêëþ÷åííÿ. Äëÿ öüîãî ç óìîâè (5) ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè òóäè (9), (11) ³ (26) 
îòðèìàºìî ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ. Öå ð³âíÿííÿ ï³ñëÿ ïàðíîãî ïðîäîâæåííÿ 

1( )zχ  ³ ïðàâî¿ ÷àñòèíè íà ïðîì³æîê ,a a−[ ]  ³ ïåðåõîäó äî ïîçíà÷åíü 

 1
1

1

( )
,         ,         ( )

a
a z a

G
χ τ

η = τ = ζ ϕ τ =  (27) 

íàáóâàº âèãëÿäó 

 
1

1 1 1
1

1 ( ) ( ) ( ),          1 1
2

L d fϕ τ τ − ζ τ = α + ζ − < ζ <
π ∫ , (28) 

 1 1 0 2 1 0 2 0
0

( ) 2 ( ) ( )cos ( ) ,        L Y I p K p uY du Y
∞

= − γ γ = τ − ζ∫0æ æ æ æ , 

 2 0

0
0 2 2

1 1 0
0 1 0 20

( , ) ( )
( ) ( )pu r a uQ u

f e I u du
r G r p

∞
− γ ζθ ζ

ζ = = − ∫ ææ æ
æ . 

Ç àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ (17) ³ âèùåíàâåäåíîãî ³íòåãðàëà âèïëèâàº 
òàêå ïîäàííÿ äëÿ ÿäðà ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ: 

 2
1 1 1( ) ln ( ),       ( ) ln ,       0L Y Y Q Y Q Y O Y Y Y= γ + = →( ) . 

Âðàõîâóþ÷è öþ ôîðìóëó, ð³âíÿííÿ (27) çâåäåìî äî âèãëÿäó 

 
1

1 1 1
1

1 ( ) ln ( ) ( )
2

Q d f
−

ϕ τ γ τ − ζ + τ − ζ τ = α + ζ
π ∫ [ ] . (29) 

Äî ð³âíÿííÿ (29) íåîáõ³äíî äîäàòè ð³âí³ñòü äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìîãî êóòà 
ïîâîðîòó âêëþ÷åííÿ, îòðèìàíó ç (7), (8) ï³ñëÿ ïåðåõîäó äî ïîçíà÷åíü (27): 

 
1 2

1
1 02

0 00 0 1

(4 )1 ( ) ,    ,     ,     
2

hd m
rm −

ρε + εα = − ϕ τ τ = ε = ρ =
ρ ρ∫æ

,   (30) 

1 0,ρ ρ  – â³äïîâ³äíî ãóñòèíè ï³âïðîñòîðó ³ âêëþ÷åííÿ.  

 Íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (29) òåæ øóêàºìî ó âè-
ãëÿä³ (21) ³ áóäóºìî àíàëîã³÷íèì ìåòîäîì, ÿê äëÿ òð³ùèíè. Çã³äíî ç öèì 
ìåòîäîì ð³âíÿííÿ (29), (30) çàì³íþºìî ñèñòåìîþ ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ 
ð³âíÿíü 

 1 1 1
1

1 ( ) ,       1,2, ,
2

n

m m km m k k
m

a C Q y f k n
=

ϕ γ + τ − = α + =
π ∑ [ ] ,  

 12
10 0

1
n

m m
m

a
m =

α = − ψ∑æ
, (31) 

äå 

 1 1cos ,        1,2, , ,        ( )
1k k k

ky k n f f y
n

π= = =
+

 . 

 Ïðè îòðèìàíí³ ñèñòåìè (31) äëÿ ³íòåãðàëà ç ëîãàðèôì³÷íîþ îñîáëèâ³ñ-
òþ âèêîðèñòàíî êâàäðàòóðíó ôîðìóëó [5] 

 
1

1
12

11

( )
ln

1

n

k m km m
m

y d a C
=−

ψ τ
τ − τ = ψ

− τ
∑∫ , 

 
1

1

(2 1)1ln2 2 cos cos
2 1

n

km
j

j m jk
C

j n n

−

=

π − π
= − −

+∑ . 

 Äëÿ îö³íêè êîíöåíòðàö³¿ íàïðóæåíü â îêîë³ âêëþ÷åíü ó ï³âïðîñòîð³ 
ââåäåìî äî ðîçãëÿäó êîåô³ö³ºíò ïðè îñîáëèâîñò³ ñòðèáêà íàïðóæåíü 

 1 1
1 0

lim 1 ( )K G a
ζ→ +

= ζ − ϕ ζ , 
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ÿêèé íàäàë³ íàçèâàòèìåìî êîåô³ö³ºíòîì ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü (Ê²Í) äëÿ 
âêëþ÷åííÿ. Íàáëèæåíå çíà÷åííÿ öüîãî êîåô³ö³ºíòà ìîæíà îá÷èñëèòè çà 
ôîðìóëîþ 

 1

1

( 1) ctg
2

n
m m

m
m

G a
K

n
=

γ
= − ψ∑ . (32) 

Ðåçóëüòàòè ÷èñëîâîãî àíàë³çó ³ âèñíîâêè. Çà äîïîìîãîþ îòðèìàíèõ 
íàáëèæåíèõ ôîðìóë (25) ³ (32) ïðîâåäåíå êîìï’þòåðíå äîñë³äæåííÿ ÷àñ-
òîòíî¿ çàëåæíîñò³ Ê²Í äëÿ òð³ùèíè ³ âêëþ÷åííÿ ïðè ð³çíèõ ñï³ââ³äíîøåí-
íÿõ ì³æ ãåîìåòðè÷íèìè ðîçì³ðàìè. Ïðè ïðîâåäåíí³ ðîçðàõóíê³â ïðèéìàëè, 
ùî íàâàíòàæåííÿ íà ìåæ³ ï³âïðîñòîðó (2) äîð³âíþº 1 0( ) /q r G r r= . Òîä³ 

2
1 2 0( ) ( )/Q G b I b rλ = λ λ , à ïðàâ³ ÷àñòèíè â ð³âíÿííÿõ (19), (29) ìàþòü âèãëÿä 

 0 22
2 0 0 2 0 0 1 0

20

( ) ( ) ( )puf b e I b u I u du
p

∞
− γ ζζ = − ∫ ææ æ æ , 

 0 22
1 0 2 0 0 1 0 0

2 00

1( ) ( ) ( ) ,          p bf b e I b u I u du b
p r

∞
− γ ζζ = =∫ æ æ æ . 

 Íà ðèñ. 2, 3 ïîêàçàíî ãðàô³êè çàëåæíîñò³ â³ä áåçðîçì³ðíîãî õâèëüîâîãî 
÷èñëà 0æ  âåëè÷èíè ñòk K K= / , äå ñòK  – çíà÷åííÿ Ê²Í, ùî â³äïîâ³äàº 

àíàëîã³÷íîìó ñòàòè÷íîìó íàâàíòàæåííþ. Ïðè ðîçðàõóíêàõ ââàæàëîñü, ùî 

0 0 0.5b b r= =/ , à 0.05hε = ε =/ . Êîæíà êðèâà íà öèõ ðèñóíêàõ â³äïîâ³äàº 

âêàçàíîìó çíà÷åííþ â³äíîøåííÿ ãåîìåòðè÷íèõ ðîçì³ð³â äåôåêòó 0a rγ = / . 
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 Рис. 2 Рис. 3 

Ãðàô³êè íà ðèñ. 2 ïîáóäîâàíî äëÿ òð³ùèíè. Âñ³ êðèâ³ ïîêàçóþòü íàÿâ-
í³ñòü ìàêñèìóìó â³äíîñíîãî çíà÷åííÿ Ê²Í. Âåëè÷èíà öüîãî ìàêñèìóìó áóäå 
á³ëüøîþ íàâêîëî öèë³íäð³â âèòÿãíóòî¿ 
ôîðìè. ×àñòîòà, ïðè ÿê³é Ê²Í äîñÿãàº 
ìàêñèìóìó, áóäå òèì ìåíøîþ, ÷èì 
á³ëüøà â³äíîñíà äîâæèíà öèë³íäðà. 
 Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî çì³íó Ê²Í ïðè 
çðîñòàíí³ õâèëüîâîãî ÷èñëà ó âèïàäêó, 
êîëè äåôåêòîì º âêëþ÷åííÿ. Òóò òåæ 
ñïîñòåð³ãàºòüñÿ íàÿâí³ñòü ÷àñòîò, ïðè 
ÿêèõ Ê²Í íàáóâàº ìàêñèìóìó, ïðè÷îìó 
äëÿ âèòÿãíóòèõ âêëþ÷åíü öåé ìàêñè-
ìóì ìàº õàðàêòåð ðåçîíàíñó. Ó òî÷êàõ 
ìàêñèìóìó ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ïåðåâèùåí-
íÿ ñòàòè÷íîãî çíà÷åííÿ Ê²Í ó 40–50 
ðàç³â. 
 Òàêîæ ïðîâåäåíî äîñë³äæåííÿ çàëåæíîñò³ êóòà ïîâîðîòó âêëþ÷åííÿ 

ñòδ = α α/ , äå ñòα  – êóò ïîâîðîòó ïðè ñòàòè÷íîìó íàâàíòàæåíí³, â³ä 

õâèëüîâîãî ÷èñëà 0æ . Â³äïîâ³äí³ ãðàô³êè ïîêàçàíî íà ðèñ. 4. Ìîæíà áà÷èòè, 
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4
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0æ
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1
23

4

 
Рис. 4 
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ùî ïðè òèõ ÷àñòîòàõ, êîëè Ê²Í ñÿãàº ìàêñèìóìó, ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ³ ìàêñè-
ìóì δ . Àëå ïîò³ì â³äáóâàºòüñÿ øâèäêå ñïàäàííÿ àìïë³òóäè êóòà ïîâîðîòó 
äî ì³í³ìóìó. 
 Íàâåäåí³ ðåçóëüòàòè ÷èñëîâîãî àíàë³çó ïîêàçóþòü, ùî â óìîâàõ ä³¿ íà 
ï³âïðîñò³ð ãàðìîí³÷íîãî êðóòèëüíîãî íàâàíòàæåííÿ ð³çêî çá³ëüøóºòüñÿ êîí-
öåíòðàö³ÿ íàïðóæåíü íàâêîëî öèë³íäðè÷íèõ äåôåêò³â, ùî âèõîäÿòü íà ïî-
âåðõíþ. Íàéá³ëüø ñèëüíèìè êîíöåíòðàòîðàìè íàïðóæåíü º âèòÿãíóò³ äå-
ôåêòè, ïðè ÿêèõ ñïîñòåð³ãàþòüñÿ ðåçîíàíñí³ ìàêñèìóìè çíà÷åííÿ Ê²Í. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ 
В ОКРЕСТНОСТИ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ДЕФЕКТОВ, ВЫХОДЯЩИХ НА ПОВЕРХНОСТЬ, 
ПРИ КРУТИЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЯХ 
 
Ðåøåíà çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå ïðè 
êðóòèëüíûõ êîëåáàíèÿõ â îêðåñòíîñòè öèëèíäðè÷åñêîãî äåôåêòà (òðåùèíû èëè 
òîíêîãî æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ), âûõîäÿùåãî íà åãî ïîâåðõíîñòü. Ìåòîä ðåøåíèÿ 
îñíîâûâàåòñÿ íà ïðèìåíåíèè ðàçðûâíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ êðóòèëüíûõ êîëåáà-
íèé è ñîñòîèò â ñâåäåíèè èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì 
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ñêà÷êîâ óãëîâîãî ïåðåìåùåíèÿ èëè êàñàòåëüíîãî íà-
ïðÿæåíèÿ. 
 
DETERMINATION OF STRESS STATE IN HALF-SPACE NEAR 
CYLINDRICAL DEFECTS GOING OUT ON THE SURFACE UNDER TORSION OSCILLATIONS 
 
The problem about determination of the stress state in the half-space under torsion 
oscillations near cylindrical defect (crack or thin rigid inclusion) going out on the sur-
face is solved. The method of solution is based on the use of the discontinuous solutions 
of the equation of torsion oscillations and consists in reduction of the initial boundary-
value problem to the integral equations concerning the unknown jumps of angular dis-
placement or tangent stress. 
 
Îäåñ. íàö. ìîðñüêà àêàä., Îäåñà  Îäåðæàíî 
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