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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСІВ  
ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ У ВИПАДКОВО НЕОДНОРІДНИХ ТІЛАХ З 
ВИКОРИСТАННЯМ ДІАГРАМ ФЕЙНМАНА 
 

Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííþ ïðîöåñ³â òåïëîïðîâ³äíîñò³ 
â áàãàòîôàçíèõ ò³ëàõ âèïàäêîâî íåîäíîð³äíî¿ ñòðóêòóðè. Íåñòàö³îíàðíó 
êðàéîâó çàäà÷ó òåïëîïðîâ³äíîñò³ ñôîðìóëüîâàíî ç âèêîðèñòàííÿì çàêîíó 
Ôóð’º äëÿ ö³ëîãî ò³ëà. Äëÿ äîñë³äæåííÿ óñåðåäíåíèõ òåìïåðàòóðíèõ ïîë³â 
çàñòîñîâàíî òåõí³êó ä³àãðàì Ôåéíìàíà. Îòðèìàíî ð³âíÿííÿ Äàéñîíà òà íå-
ëîêàëüíå ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ óñåðåäíåíîãî çà àíñàìáëåì êîíô³ãó-
ðàö³é ôàç òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â áàãàòîôàçíèõ âèïàäêîâî íåîäíîð³äíèõ ò³-
ëàõ. 

 
 Äîñë³äæåííÿ òåìïåðàòóðíèõ ïîë³â â åëåìåíòàõ êîíñòðóêö³é ç êîìïîçè-
ö³éíèõ ìàòåð³àë³â, ùî çíàõîäÿòüñÿ â óìîâàõ íåð³âíîì³ðíîãî íàãð³âó, ïîâ’ÿ-
çàíå ç ïîáóäîâîþ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿíü òåïëîïðîâ³äíîñò³, ÿê³ îïèñóþòü òåïëîâ³ 
ïðîöåñè ó ìàêðîîá’ºìàõ òàêèõ ñåðåäîâèù. Òàêà ïîòðåáà âèíèêàº, çîêðåìà, 
ïðè çíàõîäæåíí³ ðîçïîä³ë³â òåìïåðàòóðíèõ ïîë³â ó ìàãí³òîä³åëåêòðèêàõ, 
ÿê³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ â åëåêòðî- ³ ðàä³îòåõí³÷íèõ ïðèëàäàõ [8], äå ð³çíèöÿ 
ô³çèêî-ìåõàí³÷íèõ âëàñòèâîñòåé ñêëàäîâèõ åëåìåíò³â (ôàç) çóìîâëþº íå-
ð³âí³ñòü ¿õí³õ òåìïåðàòóð. 

Ïðè äîñë³äæåíí³ òåìïåðàòóðíèõ ïîë³â ó âèïàäêîâî íåîäíîð³äíèõ ò³ëàõ, 
ÿê ïðàâèëî, çàñòîñîâóþòü ìåòîä ãîìîãåí³çàö³¿ ãåòåðîãåííîãî ñåðåäîâèùà [8, 
10, 11]. Ïðè öüîìó íàêëàäàºòüñÿ óìîâà åðãîäè÷íîñò³ (êâàç³åðãîäè÷íîñò³) 
äîñë³äæóâàíèõ ïðîöåñ³â [3, 5]. ßêùî æ ðîçì³ðè âèïàäêîâèõ íåîäíîð³äíîñòåé 
ñï³ââèì³ðí³ ç ðîçì³ðàìè ò³ëà, òîä³ âèíèêàº íåîáõ³äí³ñòü ïîáóäîâè íîâèõ ìî-
äåëåé, ï³äõîä³â ³ ìåòîä³â, ÿê³ äîçâîëÿþòü îïèñóâàòè åêñïåðèìåíòàëüíî ñïî-
ñòåðåæóâàí³ ïðîöåñè òà ÿâèùà. 

Ó ïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ ç âèêîðèñòàííÿì ä³àãðàì Ôåéíìàíà [5] îòðèìàíî 
íåëîêàëüí³ ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ óñåðåäíåíîãî òåìïåðàòóðíîãî ïî-
ëÿ ó áàãàòîôàçíèõ âèïàäêîâî íåîäíîð³äíèõ ò³ëàõ. 

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Íåõàé â N -ôàçíîìó ò³ë³ ç âèïàäêîâî ðîçì³ùå-
íèìè íåîäíîð³äíîñòÿìè ïðîò³êàþòü ïðîöåñè òåïëîïðîâ³äíîñò³. Ìàòåð³àë ò³ëà 
ðîçãëÿäàºìî ÿê ñåðåäîâèùå, ô³çè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ÿêîãî º âèïàäêîâèìè 
ôóíêö³ÿìè, òîáòî êîåô³ö³ºíò òåïëîïðîâ³äíîñò³ ( )λ r , òåïëîºìí³ñòü ( )c r  ³ ãóñ-
òèíà ( )ρ r  º âèïàäêîâèìè ôóíêö³ÿìè ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò. Ðîçïîä³ë âè-

ïàäêîâîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ( , )T tr  ó òàêîìó ò³ë³ îïèñóº ð³âíÿííÿ òåïëî-
ïðîâ³äíîñò³ [4, 8] 
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äå ( , )f tr  – ãóñòèíà äæåðåë òåïëà (äåòåðì³íîâàíà ôóíêö³ÿ);   – îïåðàòîð 

Ãàì³ëüòîíà; r  – ðàä³óñ-âåêòîð á³æó÷î¿ òî÷êè; t  – ÷àñ. 
Íåõàé íà ïîëå ( , )T tr  íàêëàäåíî íåîáõ³äí³ äåòåðì³íîâàí³ êðàéîâ³ óìîâè. 

Íàïðèêëàä, ÿêùî çàäàíî óìîâè ²-ãî ðîäó [4], òîä³ ìàºìî 
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äå 1( )b r , 2 ( , )b tr  – â³äîì³ ôóíêö³¿; ∂( )V  – ãðàíèöÿ ò³ëà ( )V .  

2. Åêâ³âàëåíòíå ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ. Ââåäåìî ó ðîçãëÿä 
âèïàäêîâó ôóíêö³þ ( )ijη r  òèïó îäèíè÷íî¿ ñõ³ä÷àñòî¿ ôóíêö³¿ Ãåâ³ñàéäà, ÿêà 

âèçíà÷àº êîíô³ãóðàö³þ (ðîçòàøóâàííÿ) ôàç â îáëàñò³ ò³ëà òà îçíà÷åíà òà-
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êèì ÷èíîì: 
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äå ( )( )j
iV  – i -òà îäíîçâ’ÿçíà îáëàñòü ( i -òå âêëþ÷åííÿ) j -¿ ôàçè; i  – íîìåð 

âêëþ÷åííÿ, 1, , ji n=  ; jn  – ê³ëüê³ñòü îäíîçâ’ÿçíèõ îáëàñòåé ñîðòó j , 

1, ,j N=  . Òîä³ 
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Çàçíà÷èìî, ùî ³íäåêñîì j  ïðè êîåô³ö³ºíòàõ ð³âíÿííÿ (1) ïîçíà÷åíî â³äïî-

â³äí³ çíà÷åííÿ òåïëîô³çè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê j -¿ ôàçè. Ï³äñòàâèìî òàêå ïî-
äàííÿ êîåô³ö³ºíò³â (4) ó ð³âíÿííÿ (1) òà âðàõóºìî, ùî [2] 
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äå Γλ( )
ij

[ r ]  – âåêòîð-ôóíêö³ÿ ñòðèáêà êîåô³ö³ºíòà òåïëîïðîâ³äíîñò³ íà ãðà-

íèö³ Γij  îäíîçâ’ÿçíî¿ îáëàñò³ ( )( )j
jV ; 

ijΓr  – ðàä³óñ-âåêòîð òî÷îê ãðàíèö³ Γij . 

Òîä³ îòðèìàºìî 
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Äî îäåðæàíîãî ð³âíÿííÿ äîäàìî ³ â³äí³ìåìî íåâèïàäêîâèé îïåðàòîð òåïëî-

ïðîâ³äíîñò³ ( , )L tr , êîåô³ö³ºíòè ÿêîãî º óñåðåäíåíèìè âåëè÷èíàìè:  

 ∂≡ ρ − λ
∂

( , )L t c
t

r  , (7) 

äå ρ = ρ( ) ( )c c r r , ( )λ = λ r  – óñåðåäíåí³ çà àíñàìáëåì ðåàë³çàö³é ñòðóêòóðè 
ò³ëà õàðàêòåðèñòèêè (ó âèïàäêó ð³âíîì³ðíîãî ðîçïîä³ëó ôàç ñï³âïàäàþòü ³ç 
ñåðåäí³ìè çà îá’ºìîì ò³ëà).  

Òîä³ ç óðàõóâàííÿì óìîâè ñóö³ëüíîñò³ ò³ëà (3) ð³âíÿííÿ (6) íàáóäå âè-
ãëÿäó  

 − = −( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )L t T t f t L t L t T tr r r r r r( ) . (8) 

Ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ (8), (2) øóêàòèìåìî ó âèãëÿä³ íåñê³í÷åííîãî 
³íòåãðàëüíîãî ðÿäó Íåéìàíà [5]. Ââàæàºìî ïðàâó ÷àñòèíó ð³âíÿííÿ (8) äæå-
ðåëîì, òîáòî íåîäíîð³äí³ñòü ñåðåäîâèùà ðîçãëÿäàºìî ÿê âíóòð³øí³ äæåðåëà 
äëÿ ïðîöåñó òåïëîïðîâ³äíîñò³ ó âèïàäêîâî íåîäíîð³äíîìó N -ôàçíîìó ò³ë³. 
Òîä³ ðîçâ’ÿçîê íåîäíîð³äíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 
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Òóò 0 ( , )T tr  – ðîçâ’ÿçîê òàêî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³: 
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äå ρ = ρ − ρ( ) ( ) ( )c c cr r r ; λ = λ − λ ( ) ( )r r  – ôëóêòóàö³¿ â³äïîâ³äíèõ êîåô³ö³ºí-

ò³â; ( , , , )G t t′ ′r r  – äåòåðì³íîâàíà ôóíêö³ÿ Ãð³íà çàäà÷³ (8), (2) [6]. 
Îòæå, âèõ³äíó êðàéîâó çàäà÷ó çâåäåíî äî åêâ³âàëåíòíîãî ¿é ³íòåãðî-äè-

ôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ (9). Éîãî ðîçâ’ÿçîê áóäóºìî ìåòîäîì ïîñë³äîâíèõ 
íàáëèæåíü, âèáèðàþ÷è çà íóëüîâå íàáëèæåííÿ ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (10). Òîä³ 
ìàºìî  
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 ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′× +0( , ) ( , )sL t T t d dt d dtr r r r . (12) 

Çàçíà÷èìî, ùî ðÿä Íåéìàíà (12) º ðîçâèíåííÿì âèïàäêîâîãî òåìïåðà-
òóðíîãî ïîëÿ çà çáóðåííÿìè, ÿê³ âèíèêàþòü ó ñèñòåì³ ÷åðåç íàÿâí³ñòü 
âêëþ÷åíü ç ³íøèìè, í³æ ó ìàòðèö³, òåïëîô³çè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. 

3. Ä³àãðàìè Ôåéíìàíà. Ùîá äîñë³äèòè ñòðóêòóðó öüîãî ðÿäó, ââåäåìî 
ãðàô³÷íå çîáðàæåííÿ éîãî åëåìåíò³â ó âèãëÿä³ ä³àãðàì Ð. Ôåéíìàíà [7]. 

Ñï³âñòàâèìî ôóíêö³ÿì ( , )T tr , 0 ( , )T tr  òà îïåðàòîðó ( , )sL tr , ùî âõîäÿòü 

ó ð³âíÿííÿ (12), òàê³ ä³àãðàìè (âèêîðèñòîâóþòüñÿ òèïîâ³ ïîçíà÷åííÿ [5]): 

 
  0 ( , )( , )       ,   ( , )        ,    ( , ) ,

i is i i tT t T t L t rr r r 
 

à ôóíêö³¿ Ãð³íà ( , , , )i j i jG t tr r  – â³äð³çîê ïðÿìî¿ ë³í³¿, ê³íöÿì ÿêî¿ ïðèïèøå-

ìî êîîðäèíàòè ( , )i itr  òà ( , )j jtr : 

 
 ( , )    ( , )( , , , ) .

i i j ji j i j t tG t t r rr r 
 

 Òî÷êè ( , )i itr , ( , )j jtr , ó ÿêèõ ñõîäÿòüñÿ ë³í³¿, ùî çîáðàæàþòü T , 0T , G  

òà sL , º âåðøèíàìè ä³àãðàìè. Ïðèéìåìî, ùî çà êîîðäèíàòàìè âíóòð³øí³õ 
âåðøèí â³äáóâàºòüñÿ ³íòåãðóâàííÿ. Ê³ëüê³ñòü òàêèõ âåðøèí ó ä³àãðàì³ âè-
çíà÷àº ïîðÿäîê ä³àãðàìè. 
 Òîä³ ðÿä (12) ó ãðàô³÷íîìó âèãëÿä³ áóäå òàêèì: 

 = + + + +    
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(13) 

Óñåðåäíèìî âèïàäêîâå òåìïåðàòóðíå ïîëå (12) (àáî â ãðàô³÷íîìó âè-
ãëÿä³ (13)) çà àíñàìáëåì êîíô³ãóðàö³¿ ôàç ³ç çàäàíîþ ôóíêö³ºþ ðîçïîä³ëó. 
Òîä³ äëÿ àíàë³òè÷íîãî ðîçâ’ÿçêó ìàºìî 
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Ïðè öüîìó, âðàõîâóþ÷è âèãëÿä îïåðàòîðà sL , íåîáõ³äíî âèçíà÷èòè âèðàçè 

òèïó ( )ij
′η r , ij

Γ′δ −r r( ) , ′ ′′η η( ) ( )ij kr r , Γ Γ′ ′′δ − δ −ij kr r r r ( ) ( ) , ′η ×( )ij r  

Γ′′× δ − kr r ( )  ³ ò. ä. Òîáòî äëÿ ðîçðàõóíêó óñåðåäíåíîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ 

ïîòð³áíî çíàòè ìîìåíòè ( )( ) ( )n
ij k

′η ηr r  , ( )n
ij k
Γ Γ′δ − δ −r r r r( ) ( ) , 

( )ij k
Γ′ ′′η δ −r r r ( )  áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó. Ïðè äîâ³ëüí³é ñòàòèñòèö³ öå ïðîá-

ëåìíà çàäà÷à, ÿêà, êð³ì öüîãî, âèìàãàº ðîçðîáêè ìåòîä³â ï³äñóìîâóâàííÿ 
óñåðåäíåíèõ ðÿä³â. Âðàõîâóþ÷è õàðàêòåðí³ ÷àñè ðåëàêñàö³¿ òåïëîâèõ ïðî-
öåñ³â, ó âèïàäêó ìàëî¿ îá’ºìíî¿ ÷àñòêè âêëþ÷åíü ó ïåâíèõ âèïàäêàõ ìîæíà 
îáìåæèòèñÿ «áîðí³âñüêèì íàáëèæåííÿì» [1], òîáòî âðàõîâóâàòè äâà ïåðø³ 
÷ëåíè ðÿäó Íåéìàíà. 

Òîä³ âèïàäêîâå ïîëå º ë³í³éíèì ôóíêö³îíàëîì â³ä ôëóêòóàö³é λ = ( )r  

= λ − λ( ) ( )r r , ρ = ρ − ρ( ) ( ) ( ) ( ) ( )c c cr r r r r . Òîìó âñ³ ìîìåíòè ïîëÿ ë³í³éíî âè-

çíà÷àþòüñÿ ÷åðåç ìîìåíòè ( )λ r , ρ( )c r  òîãî æ ñàìîãî ïîðÿäêó. 
 Óñåðåäíåíå òåìïåðàòóðíå ïîëå ó áîðí³âñüêîìó íàáëèæåíí³ º òàêèì: 

 ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + ∫ ∫0 0
0 ( )

( , ) ( , ) ( , , , ) ( , ) ( , )
t

s
V

T t T t G t t L t T t d dtr r r r r r r . 

Êîðåëÿö³éíà (àâòîêîðåëÿö³éíà) ôóíêö³ÿ çà îçíà÷åííÿì âèçíà÷àºòüñÿ ÿê 

 1 2 1 2 1 2( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )T t T t T t T t T tψ ≡ −r r r r r r . (15) 

ßêùî ïîêëàäåìî òóò 1 2= =r r r , òî îòðèìàºìî äèñïåðñ³þ âèïàäêîâîãî ïîëÿ 

D T[ ]  (òîáòî ñåðåäí³é êâàäðàò ôëóêòóàö³¿) â òî÷ö³ r : 

 ≡ σ ≡ = − 22 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )TD T t T t T t T tr r r r[ ] [ ] . 

Çàçíà÷èìî, ùî ñï³ââ³äíîøåííÿ (15) òà àíàëîã³÷í³ âèðàçè äëÿ âèùèõ ìîìåí-
ò³â ïîëÿ ( , )T tr  äàþòü ïîâíèé ñòàòèñòè÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³. 

Äîñë³äèìî â ãðàô³÷íîìó âèãëÿä³ óñåðåäíåíå ïîëå òåìïåðàòóðè. Ïîçíà-
÷èìî 

 ( , )T tr  . 

 Ñòàòèñòè÷í³ âëàñòèâîñò³ âèçíà÷àþòüñÿ êóìóëÿíòíèìè (àáî êîðåëÿö³é-
íèìè) ôóíêö³ÿìè óñ³õ ïîðÿäê³â. Ñï³âñòàâèìî ¿ì ïóíêòèðí³ ë³í³¿, ïðè÷îìó 
ïîðÿäîê êóìóëÿíòíî¿ ôóíêö³¿ 1 2( , , , )k kψ r r r  ñï³âïàäàº ç ïîðÿäêîì ä³àãðà-

ìè 

 ψ  
1 21 2( , , , )

kk k r r rr r r . 

Îñê³ëüêè ïîëå òåìïåðàòóðè äåòåðì³íîâàíå çà ÷àñîì, òî â êóìóëÿíòíèõ 
ôóíêö³ÿõ ÷àñ ô³ãóðóº ÿê ïàðàìåòð. Çàçíà÷èìî, ùî  

 = ψ + 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , , , , )s s k k k k kL t L t t tr r r r  

 − − + +
=

+ +∑   1 1 1 1 1 1
1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
k

s s s s s k kL t L t L t L t L tr r r r r     


. 

Çàóâàæèìî, ùî, îñê³ëüêè çà êîîðäèíàòàìè 1r , 2r , 3r  âíóòð³øí³õ âåð-
øèí â³äáóâàºòüñÿ ³íòåãðóâàííÿ, òî àíàë³òè÷íèé âèðàç, ÿêèé çîáðàæàºòüñÿ 
ä³àãðàìîþ, íå çàëåæèòü â³ä êîîðäèíàò âíóòð³øí³õ âåðøèí. Ó çâ’ÿçêó ç öèì 
íàäàë³ ö³ êîîðäèíàòè íà ä³àãðàìàõ íå çàçíà÷àþòüñÿ. 
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 Òîä³ óñåðåäíåíèé ðÿä (14) ìîæíà ïîäàòè òàêèì ÷èíîì: 

                                                          

 

                                     
    1         2          3           4             5              6
= + + + + + + 

 

 
                                                .

      7              8              9             10 
+ + + + +  (16) 

Çàçíà÷èìî, ùî â³äïîâ³äí³ñòü ì³æ ä³àãðàìàìè Ôåéíìàíà òà àíàë³òè÷íè-
ìè âèðàçàìè º âçàºìíî îäíîçíà÷íîþ. 

Äåÿê³ ç ä³àãðàì, ùî âõîäÿòü ó (16), ì³ñòÿòü ÿê ôðàãìåíòè ä³àãðàìè 
íèæ÷îãî ïîðÿäêó. Íàïðèêëàä ä³àãðàìà 6 ì³ñòèòü ä³àãðàìè 2 ³ 4. Öèì ìîæíà 
ñêîðèñòàòèñÿ äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó. Ñóìó ðÿäó (16) ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç 
ñóìó äåÿêî¿ íåñê³í÷åííî¿ ï³äïîñë³äîâíîñò³ öüîãî æ ðÿäó. Äëÿ öüîãî êëàñèô³-
êóºìî ä³àãðàìè, ùî âõîäÿòü ó (16). 

Ä³àãðàìà íàçèâàºòüñÿ ñëàáêî çâ’ÿçàíîþ, ÿêùî ¿¿ ìîæíà ðîçä³ëèòè íà 
äâ³ îêðåì³ ä³àãðàìè, ðîç³ðâàâøè äåÿêó îäíó ë³í³þ G . Ó ôîðìóë³ (16) ñëàáêî 
çâ’ÿçàíèìè º ä³àãðàìè 3, 5, 6, 7. Ðåøòà ä³àãðàì º ñèëüíî çâ’ÿçàíèìè (2, 4, 8, 
9, 10). Ä³àãðàìè, ùî îòðèìóþòüñÿ âíàñë³äîê ðîçðèâó ë³í³é G , ó ñâîþ ÷åðãó, 
ìîæóòü âèÿâèòèñÿ ñèëüíî àáî ñëàáêî çâ’ÿçàíèìè. ßêùî ñåðåä «âòîðèííèõ» 
ä³àãðàì º ñëàáêî çâ’ÿçàí³, òî ¿õ ìîæíà ðîçáèòè íà ïðîñò³ø³ ä³àãðàìè. Ïðî-
äîâæóþ÷è öþ ïðîöåäóðó, â ðåçóëüòàò³ ïðèéäåìî äî äåÿêî¿ ê³ëüêîñò³ ñèëüíî 
çâ’ÿçàíèõ ä³àãðàì. ×èñëî ñèëüíî çâ’ÿçàíèõ ä³àãðàì, íà ÿê³ ìîæå áóòè ðîçáèòà 
ñëàáêî çâ’ÿçàíà ä³àãðàìà, º ïîêàçíèêîì çâ’ÿçíîñò³ âèõ³äíî¿ ä³àãðàìè. Òàê, ó 
ôîðìóë³ (16) ä³àãðàìè 3 òà 6 ìàþòü ïîêàçíèê çâ’ÿçíîñò³ 2, à ä³àãðàìà 5 – ïî-
êàçíèê çâ’ÿçíîñò³ 3. Äëÿ ñèëüíî çâ’ÿçàíèõ ä³àãðàì ïðèéìåìî, ùî ïîêàçíèê 
çâ’ÿçíîñò³ äîð³âíþº 1. 

Ó ðÿä³ (16) â³äáåðåìî âñ³ ñèëüíî çâ’ÿçàí³ ä³àãðàìè [5, 9], òîáòî òàê³, ÿê³ 
íåìîæëèâî ðîçä³ëèòè íà äâ³ îêðåì³ ä³àãðàìè, ðîç³ðâàâøè îäíó ë³í³þ G . 
Îñê³ëüêè êîæíà ç ä³àãðàì ïî÷èíàºòüñÿ ë³í³ºþ G  ³ çàê³í÷óºòüñÿ õâèëÿñòîþ 
ë³í³ºþ 0T , òî ñóìó âñ³õ ñèëüíî çâ’ÿçàíèõ ä³àãðàì ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³  

  
 
, 

äå ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ  

 ′ ′ = + + + + +                 

(c.çâ)( , , , )                        .G t tr r  (17) 

Â àíàë³òè÷í³é ôîðì³ (17) ìàº âèãëÿä  

 ′ ′ =
(c.çâ)

( , , , )G t tr r  

 ′ ′= Σ∫ ∫ ∫ ∫
1

1 1 1 2 1 2 2 2 2 2 1 1
0( ) 0 ( )

( , , , ) ( , , , ) ( , , , )
tt

V V

G t t t t G t t d dt d dtr r r r r r r r , (18) 

äå  

 Σ = + ψ +1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 2 1 2( , , , ) ( , ) ( , , , ) ( , )st t L t G t tr r r r r r r  

 ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ 〈 〉 ψ +∫ ∫
1

1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 2 1 2 1 1
0 ( )

( , , , ) ( , ) ( , , , ) ( , )
t

s
V

G t t L t G t t d dtr r r r r r r r  

 
1

1 1 1 1 1 2 1 2 3 1 1 2 1 1
0 ( )

( , , , ) ( , , , ) ( , , )
t

V

G t t G t t d dt′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ ψ +∫ ∫ r r r r r r r r   (19) 

– ÿäðî ìàñîâîãî îïåðàòîðà. Ðîçãëÿíåìî ñóìó âñ³õ ä³àãðàì ç ïîêàçíèêîì 
çâ’ÿçàíîñò³ 2. Êîæíà ç íèõ ìàº âèãëÿä  

  Σ1 Σ2  
, (20) 
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äå  Σ1  ³ 
 Σ2  – áóäü-ÿê³ ä³àãðàìè, ùî íàëåæàòü ïðàâ³é ÷àñòèí³ (19). Îñê³ëüêè 

ïðè ïîáóäîâ³ ðÿäó (16) ïåðåáèðàþòüñÿ óñ³ ìîæëèâ³ ñïîñîáè ïîïàðíîãî ç’ºä-
íàííÿ âåðøèí, òî ñóìà âñ³õ ìîæëèâèõ ñêëàäîâèõ íà çðàçîê (20) äîð³âíþº  
   

,  

äå   – ïîâíà ñóìà (19).  
Àíàëîã³÷íî áóäóºìî ñóìó âñ³õ ä³àãðàì ³ç ïîêàçíèêàìè çâ’ÿçíîñò³ 3, 4 ³ 

ò. ä. Òîä³ óñåðåäíåíå òåìïåðàòóðíå ïîëå ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ä³àãðàì-
íîãî ðÿäó  

 = + + + + … .   (21) 

Òàêå ïîäàííÿ â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä âèõ³äíîãî ä³àãðàìíîãî ðÿäó (16) ò³ëüêè 
ïåðåãðóïóâàííÿì éîãî ÷ëåí³â.  

Âèäiëèìî â ð³âíÿíí³ (21) åëåìåíò  . Òîäi 

 = + + + + …) . × (   (22) 

Ï³äñóìîâóþ÷è â (22) âèðàç â äóæêàõ, ç âèêîðèñòàííÿì (21) îòðèìàºìî 
ð³âíÿííÿ Äàéñîíà äëÿ óñåðåäíåíîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ó ãðàô³÷í³é  

 = +   (23) 

³ â³äïîâ³äíî àíàë³òè÷í³é ôîðìàõ  

 = +0( , ) ( , )T t T tr r  

 + Σ∫ ∫ ∫ ∫
1

1 1 1 2 1 2 2 2 2 2 1 1
0( ) 0 ( )

( , , , ) ( , , , ) ( , )
tt

V V

G t t t t T t d dt d dtr r r r r r r . (24) 

4. Íåëîêàëüíå ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³. ßêùî çàñòîñóâàòè äî ð³â-

íÿííÿ Äàéñîíà (24) îïåðàòîð ( , )L tr , ÿêèé âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (7), òîä³ ç 
óðàõóâàííÿì (10) îòðèìàºìî  

 
∂ρ − λ ∆ =

∂
( , )

( , )
T t

c T t
t
r

r  

 = + Σ∫ ∫ 1 1 1 1 1 1
0( )

1( , ) ( , , , ) ( , )
2

t

V

f t t t T t d dtr r r r r . (25) 

²ç ïîð³âíÿííÿ (10) ³ (25) âèïëèâàº, ùî, íà â³äì³íó â³ä 0 ( , )T tr , ôóíêö³ÿ 

( , )T tr  çàäîâîëüíÿº íå äèôåðåíö³àëüíå, à ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿí-
íÿ. Ç ô³çè÷íî¿ òî÷êè çîðó öå îçíà÷àº, ùî óñåðåäíåíå òåìïåðàòóðíå ïîëå â 
äåÿê³é òî÷ö³ ( , )tr  çàëåæèòü ³ â³ä íåîäíîð³äíîñòåé, ÿê³ îòî÷óþòü öþ òî÷êó.  

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ óñåðåäíåíîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ îäåðæàíî ð³âíÿí-
íÿ Äàéñîíà, ç ÿêîãî îòðèìàíî íåëîêàëüíå ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ 
òåïëîïðîâ³äíîñò³. Ïðè öüîìó äëÿ äîñë³äæåííÿ óñåðåäíåíèõ òåìïåðàòóðíèõ 
ïîë³â âèêîðèñòàíî òåõí³êó ä³àãðàì Ôåéíìàíà. Ïîäàííÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ó 
âèãëÿä³ ñóêóïíîñò³ ä³àãðàì äîçâîëèëî ïåðåòâîðþâàòè ðÿä òåîð³¿ çáóðåíü ç 
âèêîðèñòàííÿì òîïîëîã³÷íèõ îçíàê ä³àãðàì, ÿê³ âõîäÿòü ó ðîçâ’ÿçîê. Çàñòî-
ñóâàííÿ òàêî¿ òåõí³êè äàº ìîæëèâ³ñòü âèðàçèòè ðÿä Íåéìàíà ÷åðåç ñóìó 
äåÿêî¿ íåñê³í÷åííî¿ ï³äïîñë³äîâíîñò³ öüîãî æ ðÿäó. 

Çàçíà÷èìî, ùî â ïîäàëüøîìó çà òàêèì ï³äõîäîì äîö³ëüíî äîñë³äèòè êî-
ðåëÿö³¿ âèïàäêîâèõ òåìïåðàòóðíèõ ïîë³â, îòðèìàòè íåëîêàëüíå ð³âíÿííÿ 
äëÿ ôóíêö³¿ êîãåðåíòíîñò³, à òàêîæ âèâ÷èòè ïðîöåñè òåïëîïðîâ³äíîñò³ ó âè-
ïàäêîâî íåîäíîð³äíèõ ò³ëàõ ó ðàìêàõ òåîð³¿ á³íàðíèõ ñèñòåì. 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
В СЛУЧАЙНО НЕОДНОРОДНЫХ ТЕЛАХ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ДИАГРАММ ФЕЙНМАНА 
 
Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññîâ òåïëîïðîâîäíîñ-
òè â ìíîãîôàçíûõ òåëàõ ñëó÷àéíî íåîäíîðîäíîé ñòðóêòóðû. Íåñòàöèîíàðíàÿ 
çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè ñôîðìóëèðîâàíà ïî çàêîíó Ôóðüå äëÿ öåëîãî òåëà. Äëÿ 
èññëåäîâàíèÿ óñðåäíåííûõ òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé ïðèìåíåíà òåõíèêà äèàãðàìì 
Ôåéíìàíà. Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå Äàéñîíà è íåëîêàëüíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñ-
òè äëÿ óñðåäíåííîãî ïî àíñàìáëþ êîíôèãóðàöèé ôàç ïîëÿ òåìïåðàòóðû â ìíîãî-
ôàçíûõ ñëó÷àéíî íåîäíîðîäíûõ òåëàõ. 
 
MATHEMATICAL MODELING OF HEAT CONDUCTION PROCESSES IN RANDOMLY 
NONHOMOGENEOUS BODIES USING FEYNMAN DIAGRAMS 
 
The work is devoted to mathematical modeling of heat conduction processes in multi-
phase bodies with randomly nonhomogeneous structure. A nonstationary initial-bounda-
ry-value problem is formulated on the basis of the Fourier law. The technique of Feyn-
man diagrams is applied for investigating the averaged temperature fields. The Dyson 
equation is obtained as well as a nonlocal heat conduction equation for a temperature 
field averaged over the ensemble of phase configurations in multiphase randomly non-
homogenous bodies. 
 
1 Öåíòð ìàò. ìîäåëþâàííÿ 
 ²í-òó ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè 
 ³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â, 
2 ²í-ò ìåõàí³êè ñåðåäîâèùà ³ ïðèêë. ³íôîðìàòèêè Îäåðæàíî 
 óí-òó Êàçèì³ðà Âåëèêîãî â Áèäãîù³, Áèäãîù, Ïîëüùà 13.06.07 
 
 
 
 


