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ÓÄÊ 539.3 
 

В. І. Острик 
 
ВДАВЛЮВАННЯ НАПІВБЕЗМЕЖНОГО ШТАМПА В ПРУЖНУ СМУГУ 
ЗА НАЯВНОСТІ ТЕРТЯ І ЗЧЕПЛЕННЯ 
 

Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî êîíòàêòíó âçàºìîä³þ íàï³âáåçìåæíîãî øòàìïà ç 
ïðÿìîë³í³éíîþ îñíîâîþ ³ ïðóæíî¿ ñìóãè, îäíà ãðàíü ÿêî¿ æîðñòêî çàêð³ïëåíà. 
Âðàõîâàíî ñèëè òåðòÿ â îáëàñò³ êîíòàêòó, ÿê³ ïðèâîäÿòü äî ðîçä³ëåííÿ 
îñòàííüî¿ íà çîíè ïðîêîâçóâàííÿ ³ ç÷åïëåííÿ. Ç âèêîðèñòàííÿì ïðîöåäóð ìå-
òîäó Â³íåðà − Ãîïôà ñèñòåìà ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü çàäà÷³ çâåäåíà äî íåñê³í-
÷åííî¿ ñèñòåìè àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü íàïðó-
æåíü ³ ïåðåì³ùåíü ÿê íà ìåæ³, òàê ³ ó âíóòð³øí³õ òî÷êàõ ïðóæíî¿ ñìóãè. 

 
Ïðè êîíòàêòí³é âçàºìîä³¿ ïðóæíèõ ò³ë ç óðàõóâàííÿì ñèë òåðòÿ, ÿê³ 

ä³þòü â îáëàñò³ êîíòàêòó, îñòàííÿ, ÿê ïðàâèëî, ðîçä³ëÿºòüñÿ íà çîíè ïðî-
êîâçóâàííÿ ³ ç÷åïëåííÿ [3]. Óïåðøå êîíòàêò ç³ ç÷åïëåííÿì ³ ïðîêîâçóâàí-
íÿì ðîçãëÿíóòî Ë. À. Ãàë³íèì [1] â çàäà÷³ ïðî âäàâëþâàííÿ øòàìïà ç ïðÿ-
ìîë³í³éíîþ îñíîâîþ â ïðóæíó ï³âïëîùèíó. Íèì áóëî îòðèìàíî íàáëèæåíèé 
ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³ [1, 2]. Ïîäàëüø³ äîñë³äæåííÿ çàäà÷³ Ãàë³íà âèêîíàíî â 
ðîáîòàõ [8–10, 12, 17], â ÿêèõ çàñòîñîâàíî ÷èñåëüí³ [17] òà àíàë³òè÷í³ [8–10, 
12] ìåòîäè. Ïîêàçàíî, ùî çîíà ç÷åïëåííÿ çàéìàº çíà÷íó ÷àñòèíó îáëàñò³ 
êîíòàêòó. Òàê, ïðè çíà÷åííÿõ êîåô³ö³ºíòà òåðòÿ 0.25 ³ êîåô³ö³ºíòà Ïóàññîíà 
0.3 ¿¿ â³äíîñíèé ðîçì³ð äîð³âíþº 0.54. Íà êðàÿõ øòàìïà òî÷êè ìåæ³ ï³âïëî-
ùèíè ïðîêîâçóþòü, ÿê ³ ó âèïàäêó ãëàäêîãî êîíòàêòó, â íàïðÿìêó äî ñåðå-
äèíè øòàìïà. 

Àíàëîã çàäà÷³ Ãàë³íà äëÿ ñìóãè ðîçãëÿíóòî â ñòàòòÿõ [5, 6] ³ ìîíîãðàô³¿ 
[7], äå ðîçâ’ÿçîê îòðèìàíî àñèìïòîòè÷íèì ìåòîäîì. Ó âèïàäêó ãëàäêîãî êîí-
òàêòó íàï³âáåçìåæíîãî øòàìïà ç ïðóæíîþ ñìóãîþ, îäíà ãðàíü ÿêî¿ çàêð³ï-
ëåíà, çàäà÷à ðîçâ’ÿçàíà òî÷íî ìåòîäîì Â³íåðà – Ãîïôà [15]. Íà â³äì³íó â³ä 
çàäà÷³ ïðî ãëàäêèé êîíòàêò øòàìïà ç ïðóæíîþ ï³âïëîùèíîþ [3], ðîçâ’ÿçîê 
îñòàííüî¿ çàäà÷³ ïîêàçóº, ùî òî÷êè íåçàêð³ïëåíî¿ ìåæ³ ñìóãè ðóõàþòüñÿ ó 
íàïðÿìêó ï³ä øòàìï ò³ëüêè â ìàëîìó îêîë³ êðàþ øòàìïà, ïðè÷îìó ó âèïàä-
êó çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà Ïóàññîíà 1 3  öåé îê³ë ïðîñòÿãàºòüñÿ íà â³äñòàíü 
0.1 øèðèíè ñìóãè ïåðåä êðàºì øòàìïà ³ 0.01 – âãëèáèíó îñíîâè øòàìïà. 

Íèæ÷å ðîçãëÿäàºòüñÿ êîíòàêò ç³ ç÷åïëåííÿì ³ ïðîêîâçóâàííÿì íàï³â-
áåçìåæíîãî øòàìïà ç ïðóæíîþ ñìóãîþ, îäíà ãðàíü ÿêî¿ çàêð³ïëåíà. Ñïèðà-
þ÷èñü íà íàâåäåí³ âèùå ðåçóëüòàòè â çàäà÷³ ïðî ãëàäêèé êîíòàêò, ñë³ä î÷³-
êóâàòè, ùî â³äíîøåííÿ ðîçì³ðó çîíè ïðîêîâçóâàííÿ äî øèðèíè ñìóãè áóäå 
âåëè÷èíîþ ìàëîþ, ïîðÿäêó 0.01. [Ðîáîòà äîïîâ³äàëàñü ³ îáãîâîðþâàëàñü íà 
Ì³æíàðîäí³é íàóêîâî-òåõí³÷í³é êîíôåðåíö³¿ ïàì’ÿò³ àêàäåì³êà ÍÀÍ Óêðà¿íè Â. 
². Ìîññàêîâñüêîãî «Àêòóàëüí³ ïðîáëåìè ìåõàí³êè ñóö³ëüíîãî ñåðåäîâèùà ³ 
ì³öíîñò³ êîíñòðóêö³é» ó Äí³ïðîïåòðîâñüêó, 17–19 æîâòíÿ 2007 ð.] 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Íåõàé íàï³âáåçìåæíèé øòàìï ( 0x ≥ ), ÿêèé ìàº 
ïðÿìîë³í³éíó îñíîâó, ï³ä ä³ºþ òèñêó p âäàâëþ-
ºòüñÿ ó âåðõíþ ãðàíü y h=  ïðóæíî¿ ñìóãè x <  

,  y h< ∞ ≤ , íèæíÿ ãðàíü y h= −  ÿêî¿ æîðñòêî 
çàêð³ïëåíà (ðèñ. 1). Ç óðàõóâàííÿì ñèë òåðòÿ 
îáëàñòü êîíòàêòó 0x ≥ , y h=  ðîçä³ëÿºòüñÿ íà 
çîíó ç÷åïëåííÿ x ≥   ³ çîíó ïðîêîâçóâàííÿ 
0 x< <  , ó ÿê³é íîðìàëüí³ òà äîòè÷í³ íàïðó-
æåííÿ ï³äïîðÿäêîâàí³ çàêîíó òåðòÿ Àìîíòîíà ³ 
ðîçì³ð   ÿêî¿ çàçäàëåã³äü íåâ³äîìèé. 

Îòæå, â óìîâàõ ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿ ìàºìî 
çì³øàíó çàäà÷ó òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ ñìóãè ,  x y h< ∞ ≤  ç òàêèìè êðà-
éîâèìè óìîâàìè: 

 y 

x 

h 

−h 

p 

δ 

O 

 
Рис. 1 
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 ,         0y y h
u x

=
= − δ ≥ , (1) 

 0 ,       0yx yy h y h
x

= =
τ = µ σ < <  , (2) 

 0,                  x y h
u x= = ≥  , (3) 

 0,         0,         0y yxy h y h
x

= =
σ = τ = < , (4) 

 0,        0,       x yy h y h
u u x=− =−

= = − ∞ < < ∞ , (5) 

äå δ  – îñàäêà ï³ä øòàìïîì; 0µ  – êîåô³ö³ºíò òåðòÿ. Ç óìîâ íà íåñê³í÷åí-

íîñò³ ( y pσ = − , 0xε = , x → ∞ ) îñàäêó δ  âèðàæàºìî ÷åðåç òèñê p  òàêèì 

÷èíîì: 

 1 21 1
2 2 1

p
h G

− νδ =
− ν

, (6) 

äå ν  – êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà; G  – ìîäóëü çñóâó. 
 Ñèñòåìà ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. Ðîçãëÿíåìî îñíîâíó êðàéîâó çàäà÷ó 
äëÿ ñìóãè, â ÿê³é íà âåðõí³é ìåæ³ çàäàíî íàïðóæåííÿ: 

 1 2
1 1( ),      ( ),      

2 2y yx
y h y h

g x g x x
G G= =

σ = τ = − ∞ < < ∞ , (7) 

à íà íèæí³é ãðàí³ – íóëüîâ³ ïåðåì³ùåííÿ (5). 
 Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿíü ð³âíîâàãè äëÿ ñìóãè çíàõîäèìî çà äîïî-
ìîãîþ ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º çà êîîðäèíàòîþ x  [14]: 

 ( , ) ,        ( , )i x i x
x yu u y e d u v y e d

x

∞ ∞
− µ − µ

−∞ −∞

∂= µ µ = µ µ
∂ ∫ ∫ , 

 1 1( , ) ,            ( , )
2 2

i x i x
y yxy e d y e d

G G x

∞ ∞
− µ − µ

−∞ −∞

∂σ = σ µ µ τ = τ µ µ
∂∫ ∫ , 

 2 ( , ) ( )ch ( )sh ( ) (3 4 )ch shu y A y B y C y y yµ µ = µ µ µ + µ µ µ + µ − ν µ + µ µ −[ ]  

 ( ) (3 4 )sh chD y y y− µ − ν µ + µ µ[ ] , 
 ( , ) ( )sh ( )ch ( ) ch ( ) shv y A y B y C y y D y yµ = µ µ + µ µ + µ µ − µ µ , 

 ( , ) ( )ch ( )sh ( ) (1 2 )ch shy A y B y C y y yσ µ = µ µ µ + µ µ µ + µ − ν µ + µ µ −[ ]  

 ( ) (1 2 )sh chD y y y− µ − ν µ + µ µ[ ] , 

 ( , ) ( )sh ( )ch ( ) 2(1 )sh chy A y B y C y y yµτ µ = µ µ µ + µ µ µ + µ − ν µ + µ µ −[ ]  

  ( ) 2(1 )ch shD y y y− µ − ν µ + µ µ[ ] . (8) 
 Ç êðàéîâèõ óìîâ (7), (5) îäåðæèìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðè÷íèõ ð³â-
íÿíü 
 1 2( , ) ( ),          ( , ) ( )h a h iaσ µ = µ µτ µ = µ ,  

 ( , ) 0,            ( , ) 0u h v hµ − = µ − =  (9) 

äëÿ âèçíà÷åííÿ ( )A µ , ( )B µ , ( )C µ , ( )D µ . Ïðàâ³ ÷àñòèíè ñèñòåìè ð³âíÿíü (9) 

º òðàíñôîðìàíòàìè Ôóð’º êðàéîâèõ ôóíêö³é 1( )g x , 2 ( )g x  ³ç óìîâ (7): 

 1 1 2 2
1 1( ) ( ) ,         ( ) ( )
2 2

i x i xa g x e dx a g x e dx
∞ ∞

µ µ

−∞ −∞

µ = µ =
π π∫ ∫ . (10) 

 Ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ð³âíÿíü (9) ìàº âèãëÿä 

 2( ) (2 ) 2(1 )(3 4 )ch 3 (2 ) 2(1 )(3 4 ) chA h h h hµ µ ∆ µ = − ν − ν µ + µ + − ν − ν µ +[ ]{  

 12 (3 4 )(ch 2 1) 2(1 ) sh ( )h h h a+ µ − ν µ + + − ν µ µ −[ ] }  

 2(1 2 )(3 4 )sh3 (2 ) (1 2 )(3 4 ) shi h h h− − ν − ν µ + µ + − ν − ν µ +[ ]{  

 22 (3 4 )(ch 2 1) 2(1 ) ch ( )h h h a+ µ − ν µ + − − ν µ µ[ ] } , 
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 2( ) (2 ) 2(1 )(3 4 )sh 3 (2 ) 2(1 )(3 4 ) shB h h h hµ µ ∆ µ = − ν − ν µ − µ + − ν − ν µ +[ ]{  

 12 (3 4 )(ch 2 1) 2(1 ) ch ( )h h h a+ µ − ν µ − − − ν µ µ −[ ] }  

 2(1 2 )(3 4 )ch 3 (2 ) (1 2 )(3 4 ) chi h h h− − ν − ν µ − µ + − ν − ν µ +[ ]{  

 22 (3 4 )(ch 2 1) 2(1 ) sh ( )h h h a+ µ − ν µ − + − ν µ µ[ ] } , 

 1( ) (2 ) (3 4 )ch3 ch 4 sh ( )C h h h h h aµ ∆ µ = − − ν µ + µ + µ µ µ +[ ]  

 2(3 4 )sh 3 sh 4 ch ( )i h h h h a+ − ν µ − µ + µ µ µ[ ] , 

 1( ) (2 ) [(3 4 )sh3 sh 4 ch ] ( )D h h h h h aµ ∆ µ = − ν µ − µ − µ µ µ −  

 2[(3 4 )ch3 ch 4 sh ] ( )i h h h h a− − ν µ + µ − µ µ µ , 

 2 2(2 ) (3 4 )(ch 4 1) 2(2 ) 8(1 )h h h∆ µ = − ν µ − + µ + − ν . (11) 

 Âèêîíóþ÷è çàì³íó 

 12 ,        
2

x h
h

= ξ µ = τ , (12) 

ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (8), (11), çîêðåìà, çíàõîäèìî 

 11 1 12 2( ) ( )
2 2

i
y y h

u a a e d
h h

∞
− τξ

=
−∞

    τ τ= τ + τ τ        ∫ K K , 

 21 1 22 2

( )
( ) ( ) ,    ( )

2 2 ( )
mji

x mjy h
u a a e d

h h

∞
− τξ

=
−∞

λ τ    τ τ= τ + τ τ τ =     τ∆ τ    ∫ K K K , 

 11( ) 2(1 ) (3 4 )sh2 2λ τ = − ν − ν τ − τ[ ] , 

 22 ( ) 2(1 ) (3 4 )sh2 2λ τ = − ν − ν τ + τ[ ] , 

 2 2
12 21( ) ( ) 2 (3 4 )(1 2 )shiλ τ = − λ τ = − − ν − ν τ − τ[ ] , 

 2 2( ) (3 4 )(ch2 1) 2 8(1 )∆ τ = − ν τ − + τ + − ν . (13) 
 Ââåäåìî íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü ó çîíàõ ïðîêîâçóâàí-
íÿ ³ ç÷åïëåííÿ 

 1( ) ,          0
2 y

y h
q x x

G =
= σ < <  , 

 1 2
1 1( ) ,        ( ) ,       

2 2y yx
y h y h

q x q x x
G G= =

= σ = τ ≤ < ∞ . (14) 

 Òîä³ ïîáóäîâàíèé ðîçâ’ÿçîê (8)–(13) îñíîâíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (7), (5), ó 
ÿêîìó 

 

  

  

    0

  1 1 2 2    

( ),  0 , ( ), 0 ,

( ) ( ), ,        ( ) ( ), ,

0, 0, 0, 0,

q x x q x x

g x q x x g x q x x

x x

< < µ < < 
 = ≤ < ∞ = ≤ < ∞ 
 −∞ < < −∞ < < 

 
   (15) 

âèêîðèñòàºìî ÿê ïîäàííÿ ðîçâ’ÿçêó ðîçãëÿäóâàíî¿ êîíòàêòíî¿ çàäà÷³ (1)– 
(5). Ïðè öüîìó êðàéîâ³ óìîâè (2), (4), (5) áóäóòü âèêîíàí³. 
 Ïîäàííÿ (13) ï³äñòàâèìî ó êðàéîâ³ óìîâè (1), (3). Â³äíîñíî íîâèõ íåâ³äî-
ìèõ ôóíêö³é 

 1( ) (2 ),        0 ,       
2

q h a a
h

ϕ ξ = ξ < ξ < =  , 

 1 1 2 2
1( ) (2 ),      ( ) (2 ),       

2
p q h q h a

G
ψ ξ = + ξ ψ ξ = ξ ≤ ξ < ∞ , (16) 

îòðèìàºìî ñèñòåìó ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü 

 1 11 1 12 2 1
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
a

a

d d f
∞

ξ − η ϕ η η + ξ − η ψ η + ξ − η ψ η η = ξ∫ ∫ [ ]k k k ,  

 0 ≤ ξ < ∞ , 
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 2 21 1 22 2 2
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
a

a

d d f
∞

ξ − η ϕ η η + ξ − η ψ η + ξ − η ψ η η = ξ∫ ∫ [ ]k k k , 

 a ≤ ξ < ∞ , (17) 

 ( )1( ) ( )
2

i
m m e d

∞
− τ ξ−η

−∞

ξ − η = τ τ
π ∫ Kk , 

 1 0 2( ) ( ) ( )m m mτ = τ + µ τK K K , 

 ( )1( ) ( )
2

i
mj mj e d

∞
− τ ξ−η

−∞

ξ − η = τ τ
π ∫ Kk , 

 ( )1
1

( )1 2 1( ) ,       , 1,2
2 2(1 ) 2

i am
m m

p
f e d m j

G i

∞
τ −ξ

−∞

τ − νξ = − δ + τ = − ν π τ ∫
K

,  

äå 1mδ  – ñèìâîë Êðîíåêåðà. 

 Ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. Äëÿ çâåäåííÿ ñèñòåìè 
³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (17) äî íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü 
ñêîðèñòàºìîñü ï³äõîäîì ðîáîòè [13]. 
 Ðîçïîâñþäèìî ³íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ (17) íà âñþ ÷èñëîâó â³ñü çà óìîâè, 
ùî ( ) 0ϕ η = , ÿêùî 0η <  òà aη > , ³ 1( ) 0ψ η = , 2 ( ) 0ψ η = , ÿêùî aη < , ³ çà-
ñòîñóºìî äî íèõ ³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º. Ââåäåìî íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ 

 
0

0

1 1( ) ( ) ,           ( ) ( )
2 2

a
iz iz

a

z e d z a e d+ ξ − ξ

−

Φ = ϕ ξ ξ Φ = ϕ ξ + ξ
π π∫ ∫ , 

 1 1 2 2
0 0

1 1( ) ( ) ,     ( ) ( )
2 2

iz izz a e d z a e d
∞ ∞

+ ξ + ξΨ = ψ ξ + ξ Ψ = ψ ξ + ξ
π π∫ ∫ , 

 
0

1 1
0

1( ) ( ) ( )
2

a
izz e d d− ξ

−∞

Ψ = ξ ξ − η ϕ η η +
π ∫ ∫ k  

 11 1 12 2( ) ( ) ( ) ( )
a

d
∞

+ ξ − η ψ η + ξ − η ψ η η 
∫ k k[ ] , 

 2 2
0

( ) ( ) ( )
2

a aiza
izez e d d

−− ξ

−∞

Ψ = ξ ξ − η ϕ η η +
π ∫ ∫ k  

 21 1 22 2( ) ( ) ( ) ( )
a

d
∞

+ ξ − η ψ η + ξ − η ψ η η 
∫ k k[ ] , (18) 

àíàë³òè÷í³ â³äïîâ³äíî ó ï³âïëîùèíàõ Im z c+>  ³ Im z c−<  ( 0c+ < , 0c− > ) 

êîìïëåêñíî¿ ïëîùèíè. Çîêðåìà, ( )z±Φ  º ö³ëèìè ôóíêö³ÿìè. Çàñòîñîâóþ÷è 
òåîðåìó ïðî çãîðòêó äëÿ ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º, îòðèìóºìî 
ñèñòåìó ôóíêö³îíàëüíèõ ð³âíÿíü Â³íåðà − Ãîïôà [11] 

 1 11 1 12 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )izaz z e z z z z z F z+ + + − +Φ + Ψ + Ψ − Ψ =K K K[ ] , 

 2 21 1 22 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )iza izaz z e z z z z z e F z+ + + − +Φ + Ψ + Ψ − Ψ =K K K[ ] , 

 ( ) ( ),          Imizaz e z c z c+ − + −Φ = Φ < < . (19) 
 Ïðàâ³ ÷àñòèíè ïåðåòâîðþþòüñÿ çà òåîð³ºþ ëèøê³â äî âèãëÿäó 

 1 1 1 11
0

11( ) ( ) ( ) ( )
2

iz izaF z f e d F z pe z
iz

∞
+ ξ= ξ ξ = −

π ∫ K , 

 11
1 2

1

( )1 2 1( )
1 ( )

ks a
k

kk k k

is eF z p
iz s izs is

∞ −

=

λ − ν= − − ν +′ ∆
∑ , 
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 21
2 2 2

1

( ) 1( ) ( ) ,    
2 2 2( )

iza
iz k

kk k ka

is peF z f e d p p
s iz Gs is

∞ ∞−+ ξ

=

λ
= ξ ξ = =

−′π π∆
∑∫ , (20) 

äå ,  1, 2,ks k =  , – êîðåí³ ð³âíÿííÿ ( ) 0is∆ =  ç ï³âïëîùèíè Re 0s > . 

 Ââåäåìî äîïîì³æíó íåâ³äîìó ôóíêö³þ 

 0 1 2( ) ( ) ( )z z z+ + +Ψ = − µ Ψ + Ψ . (21) 

Âèêëþ÷èâøè ç ïåðøèõ äâîõ ð³âíÿíü ñèñòåìè (19) ôóíêö³þ ( )z+Φ , îòðèìàº-
ìî ôóíêö³îíàëüíå ð³âíÿííÿ 

 2 2
1 2 1 2

1 1

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
iza izaz z

z z e z z e F z F z
z z

+ − − − − + +λ λ
Ψ + Ψ − Ψ = − +

λ λ
K , (22) 

äå 

 11 22 21 12

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1( )
( ) ( )

z z z z z
z

z z z
− λ= =

λ
K K K K

K
K

, 

 2 2( ) (3 4 ) (ch 2 1) 2z z zλ = − ν − − . (23) 
 Ïåðåéäåìî äî ñèñòåìè ôóíêö³îíàëüíèõ ð³âíÿíü, ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç ïåð-
øîãî ç ð³âíÿíü (19) ³ ð³âíÿííÿ (22). Ìåòîäîì Â³íåðà − Ãîïôà [11] çâåäåìî öþ 
ñèñòåìó äî íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü. Ôàêòîðèçóºìî êî-
åô³ö³ºíòè 1( )zK , ( )zK , òîáòî ïîäàìî ¿õ ó âèãëÿä³ 

 1 1 1 1
1 2( ) ( ) ( ),         (0)
1

z z z+ − − ν= = =
− ν

K K K Kæ æ ,  

 ( ) 2 ( ) ( )z z z+ −=K K K , (24) 

äå 1 ( )z±K , ( )z±K  − ôóíêö³¿, ÿê³ íå ïåðåòâîðþþòüñÿ â íóëü ³ àíàë³òè÷í³ â 

ï³âïëîùèíàõ Im z c+>  ³ Im z c−<  â³äïîâ³äíî. Ôàêòîðèçàö³þ êîåô³ö³ºíò³â 

1( )zK , ( )zK  ïðîâîäèìî ó âèãëÿä³ íåñê³í÷åííèõ äîáóòê³â: 

 
1 1

1 1
1 1

( ) 1 1 ,    ( ) 1 1
n n nnn n

iz iz iz izz z
s s

− −∞ ∞
+ −

= =

       = + − = + +       ′ ζζ       ∏ ∏K K , 

 
1 1

1 1

( ) 1 1 ,    ( ) 1 1
n n nnn n

iz iz iz izz z
− −∞ ∞

+ −

= =

       = − + = + +       ′τ τ ζζ       ∏ ∏K K . (25) 

Òóò nζ , n
′ζ , 1, 2,n =  , − êîðåí³ ð³âíÿííÿ 1( ) 0isλ =  ç ï³âïëîùèí Re 0s > , 

Re 0s <  â³äïîâ³äíî; nτ , 1, 2,n =  , − êîðåí³ ð³âíÿííÿ ( ) 0isλ =  ç ï³âïëîùè-

íè Re 0s > . Âñ³ ö³ êîðåí³ ðîçïîä³ëåí³ ñèìåòðè÷íî â³äíîñíî ä³éñíî¿ îñ³. 
 Ï³ñëÿ ôàêòîðèçàö³¿ êîåô³ö³ºíò³â ñèñòåìó ôóíêö³îíàëüíèõ ð³âíÿíü çà-
ïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 1 11 1 12 2
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

iza p pez z z z z z
iz izz

+ + + +
−

  Φ + Ψ + + Ψ − −    
K K K

K
æ æ  

 1 1

1 1

( ) ( )

( ) ( )

z F z p
izz z

−

− −

Ψ
− = −

K K
æ , 

 2 1 1
0 0

1

( ) ( ) ( )
2 ( ) ( ) 2 ( ) 1 2

( ) ( )
iza z z F zp p

z z z e
iz z izz

−
+ + + −

−

λ Ψ +
Ψ − µ − + − µ −

λ
K K

K
( )  

 2 21
2

( ) ( ) 1( ) ,     Im
( ) ( )

z z
p F z c z c

izz z

−
+ + −

− −

Ψ  − = + < < 
 

K

K K
. (26) 

Äðóã³ ñêëàäîâ³ ð³âíÿíü (26) ôàêòîðèçóºìî ó ð³çíèöþ ôóíêö³é, àíàë³òè÷íèõ 

ó ï³âïëîùèíàõ Im z c+> , Im z c−< : 
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 11 1 12 2 1 1
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

iza p pe z z z z z z
iz izz

+ + + −
−

  Ψ + + Ψ − = χ − χ    
K K

K
æ , 

 2 1 1
0

1

( ) ( ) ( )
2 ( ) ( )

( ) ( )
iza z z F z p

e z z
z izz

−
− + −

−

λ Ψ +
− µ = χ − χ

λ K
. (27) 

Îñòàíí³ ôóíêö³¿ ôàêòîðèçàö³¿ âèçíà÷èìî, ïîäàâøè ¿õ ó âèãëÿä³ ³íòåãðàë³â 
òèïó Êîø³ âçäîâæ ä³éñíî¿ îñ³. Ïåðåòâîðþþ÷è ³íòåãðàëè ó ðÿäè çà ëèøêàìè 
ï³ä³íòåãðàëüíî¿ ôóíêö³¿, çíàéäåìî 

 12
1 0 1

11

( )
( ) ( ) ,      ( )

( )
kak k

k k k
k k kk

ip
z i e i

iz i i

+∞
−ζ− + + +

=

α λ ζ χ = Ψ ζ + µ α = ζ  ′ζ + ζ λ ζ ∑ K
æ

, 

 2
1 1

1 1

( )
( ) ( ) ( ) ,   

( ) ( ) ( )
kak k k

k k k
k kk k k

i i
z i F i e

iz i i

−∞
′ζ+ − −

−
=

′ ′α ζ λ ζ′ ′χ = Ψ ζ + ζ α =′ ′ ′ ′ ′ζ ζ + λ ζ ζ
∑

K
( ) . (28) 

Ïðàâ³ ÷àñòèíè ñèñòåìè ð³âíÿíü (26) º ôóíêö³ÿìè, àíàë³òè÷íèìè ó íèæí³é 
ï³âïëîùèí³: 

 1 21
1 2

1

( ) ( ) 1( ),      ( ) ( )
( ) ( )

F z zp
f z p F z f z

iz izz z
− + −

− −
 − = − + = − 
 

K

K K
æ . (29) 

 Âèêîíàí³ ôàêòîðèçàö³¿ äàþòü çìîãó â³äíåñòè äî ë³âî¿ ÷àñòèíè ôóíêö³-
îíàëüíèõ ð³âíÿíü ôóíêö³¿, àíàë³òè÷í³ ó âåðõí³é ï³âïëîùèí³, à äî ïðàâî¿ 
÷àñòèíè − ó íèæí³é, òîáòî ïîäàòè ôóíêö³îíàëüí³ ð³âíÿííÿ (26) ó âèãëÿä³ 

 1
1 1 1 1

1

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

z
z z z z f z

z

−
+ + + − −

−

Ψ
Φ + χ = + χ −K

K
æ , 

 2
0

( )
2 ( ) ( ) 2 ( ) 1 ( ) ( ) ( )

( )

zp
z z z z z f z

iz z

−
+ + + + − −

−

Ψ
Ψ − µ − + χ = + χ −K K

K
( ) . (30) 

Äëÿ êîæíîãî ç ð³âíÿíü (30) ë³âà òà ïðàâà ÷àñòèíè àíàë³òè÷íî ïðîäîâæóþòü 
îäíà îäíó íà âñþ êîìïëåêñíó ïëîùèíó ³ ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ äîâ³ëüíó ö³-
ëó ôóíêö³þ. Äëÿ âèçíà÷åííÿ öèõ ôóíêö³é ðîçãëÿíåìî ¿õ ïîâåä³íêó íà íå-
ñê³í÷åííîñò³ çã³äíî ç óìîâàìè çàäà÷³. 
 Âèêîðèñòîâóþ÷è àñèìïòîòè÷íó ïîâåä³íêó êîðåí³â ð³âíÿíü 1( ) 0isλ = , 

( ) 0is∆ = , ( ) 0isλ =  ç ïåðøîãî ³ äðóãîãî êâàäðàíò³â 

 (0) (0)1 1ln ( ) (1),    ln ( ) (1)
4 4n nn i n o n i n o   ′ζ = π + + µ + ζ = − π − + µ +   

   
, 

 (0) (0)
    2 21ln (1),    ln (1)

2 3 43 4
n n

n ns n i o n i o π π= π + + τ = π + + +  − ν − ν
, 

 n → ∞ , 

 0
0

12
(3 4 ) 2(1 ) (1 2 )i

µ = π µ
− ν − ν + µ − ν[ ]

, (31) 

äëÿ äâîõ ³ç íåñê³í÷åííèõ äîáóòê³â (25) áóäåìî ìàòè íàñòóïí³ àñèìïòîòè÷í³ 
îö³íêè [4]: 

 1
1 1( ) ( ) ,         ( ) ( ) ,           z A iz z A iz z+ ρ− + −ρ− − → ∞K K  , 

 0 (1 2 )1 1 arctg ,           1/2 1
2 2(1 )

µ − ν
ρ = + < ρ <

π − ν
, 

 
1

2[( 1) 2]1 ( 1) 1
1 1

1

nC n

nn

s
A e s e

−ρ
+

∞
−ρ ρ− +

=

= π ′−ζ∏ / , 

 2[( 1) 2]

1 11

1 nC n

nn

A e e
ρ
+

∞
ρ − ρ

+=

′−ζ
= π

τ τ∏ / , (32) 

äå Ñ  – ñòàëà Åéëåðà – Ìàñêåðîí³. Êð³ì òîãî, ôóíêö³¿ ( )z+Φ , ( )z+Ψ , 1 ( )z+χ , 
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( )z+χ  çíèêàþòü íà íåñê³í÷åííîñò³. Òîìó äëÿ ë³âèõ ÷àñòèí ð³âíÿíü (30) ìàº-
ìî îö³íêè 

 1
1 1( ) ( ) ( ) ( )z z z o iz+ + + ρ−Φ + χ = −Kæ ( ) , 

 02 ( ) ( ) 2 ( ) 1 ( ) ( ) ,    
p

z z z z o iz z
iz

+ + + + −ρΨ − µ − + χ = − → ∞K K( ) ( ) . (33) 

 Ç îö³íîê (33) âèïëèâàº, ùî îáèäâ³ ÷àñòèíè êîæíîãî ç ð³âíÿíü (30) òî-
òîæíüî äîð³âíþþòü íóëåâ³. Îòæå, çíàõîäèìî 

 1

1

( )
( )

( )

z
z

z

+
+

+

χ
Φ = −

Kæ
, 

 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )
p

z z z F z
iz

− − − Ψ = − χ − 
 

K æ , 

 0 0
1( ) 2 ( )

2 ( )

p p
z z

iz izz
+ +

+
 Ψ = µ − µ + χ 
 K

,  

 2 ( ) ( ) ( ) ( )z z f z z− − − −Ψ = − χK [ ] . (34) 

 Çà ëåìîþ Âàòñîíà [16] ³ç ïîâåä³íêè ôóíêö³¿ ( )z+Ψ  ïðè z → ∞  âèïëè-

âàº, ùî ë³í³éíà êîìá³íàö³ÿ êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü 0yx yτ − µ σ  íåîáìåæåíà 

íà êðàþ çîíè ç÷åïëåííÿ 0x → + , y h= . Âèìàãàþ÷è îáìåæåíîñò³ íàïðó-

æåíü ó òî÷ö³ x =  , y h= , íåîáõ³äíî ïîñòàâèòè óìîâó 

 0lim ( ) 2
z

iz z p+

→∞
χ = − µ . (35) 

Çà óìîâè (35) âèðàç äëÿ ôóíêö³¿ ( )z+Ψ  íàáóâàº âèãëÿäó 

 0
( )

( )
2 ( )

p z
z

iz iz z

+
+

+
χΨ = µ +
K


,  

 1 1
1

( ) ( ) ( ) kak
k k

kk

z i F i e
iz

−∞
′ζ+ −

=

α ′ ′χ = Ψ ζ + ζ′ζ +∑ ( ) . (36) 

 Âèðàçè (34), (36) äëÿ ôóíêö³é ( )z+Φ , ( )z+Ψ , 1,2 ( )z−Ψ  ç óðàõóâàííÿì 

ñï³ââ³äíîøåíü (28) ì³ñòÿòü íåâ³äîì³ çíà÷åííÿ ( )ki+Ψ ζ , 1 ( )ki− ′Ψ ζ , 1, 2,k =  . 

Äëÿ âèçíà÷åííÿ âêàçàíèõ çíà÷åíü ó ïåðø³é ç ð³âíîñòåé (36) ïîêëàäåìî z =  

ni= ζ , à â äðóã³é ç ð³âíîñòåé (34) ïîêëàäåìî nz i ′= ζ , 1, 2,n =  . Â³äíîñíî 

íåâ³äîìèõ 

 0
1 1

1 1( ) ,    ( ) ( ) ,    1,2,k k k k k
k

z i z i F i k
p p

+ + − −µ ′ ′= Ψ ζ + = Ψ ζ + ζ =
ζ

( ) , (37) 

îòðèìàºìî íåñê³í÷åííó ñèñòåìó àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü  

 
1

1 0
2 ( )

kak
n k

k nkn n

z z e
i

−∞
′ζ+ −

+
=

α
+ =′ζ − ζζ ζ

∑
K

, 

 
+∞

−ζ− − + −

=

α′ ′+ ζ = − ζ =′ ′ζ − ζ ζ∑K K 1 1
1

( ) ( ),    1,2,kak
n n k n

k n nk

z i z e i næ . (38) 

Äîäàòêîâó óìîâó (35) äëÿ ö³º¿ ñèñòåìè ç óðàõóâàííÿì âèðàçó äëÿ ( )z+χ  ³ç 
(28) ³ ïîçíà÷åíü (37) çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 0
1

2kak
k

kk

z e
−∞

′ζ−

=

α
= − µ′ζ∑ . (39) 

Ðåãóëÿðíà íåñê³í÷åííà ñèñòåìà àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü (38) ìàº åêñïîíåí-
ö³àëüíî çíèêàþ÷³ çà k  êîåô³ö³ºíòè òà â³äíîñèòüñÿ äî òèïó Ïóàíêàðå – Êî-
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õà. Òîìó ¿¿ ðîçâ’ÿçîê ìîæå áóòè åôåêòèâíî çíàéäåíèé ìåòîäîì ðåäóêö³¿. 
Äîäàòêîâà óìîâà (39) ñëóæèòü äëÿ âèçíà÷åííÿ â³äíîñíîãî ðîçì³ðó çîíè ïðî-
êîâçóâàííÿ (2 )a h= / . 

 Êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ ³ ïåðåì³ùåííÿ òî÷îê ìåæ³ ñìóãè. Íàïðóæåí-
íÿ (14) â îáëàñò³ êîíòàêòó çíàõîäèìî îáåðíåíèì ïåðåòâîðåííÿì Ôóð’º ð³â-

íîñòåé (18) äëÿ ôóíêö³é ( )z+Φ , 1 ( )z+Ψ , 2 ( )z+Ψ . Ôóíêö³ÿ ( )z+Φ  âèçíà÷àºòüñÿ 
ïåðøèì âèðàçîì (34). ßêùî ïåðøå ç ð³âíÿíü (19) ç óðàõóâàííÿì (21) ³ òðå-
òüîãî ç ð³âíÿíü (19) ïåðåïèñàòè ó âèãëÿä³ 

 11 1 1
1 12

1 1

( ) ( ) ( )1( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

izaz z F z
z z z z p e

z iz z

−
+ − + −λ Ψ + Ψ + Φ = − λ Ψ + + λ   K

 (40) 

³ ïðàâó ÷àñòèíó îñòàííüîãî ð³âíÿííÿ ôàêòîðèçóâàòè ó ð³çíèöþ àíàë³òè÷íèõ 
ôóíêö³é, òî çâ³äñè çíàéäåìî 

 12
1

1

( ) ( ) ( )
( )

( )
k k k

kkk

i i i
z

izi

+ −∞
+

=

λ τ χ − τ − τ
Ψ = − ′ τ −λ τ∑

K
. (41) 

Ôóíêö³þ 2 ( )z+Ψ  íà ï³äñòàâ³ (21) âèðàçèìî ÿê 2 0 1( ) ( ) ( )z z z+ + +Ψ = Ψ + µ Ψ , äå 

ôóíêö³ÿ ( )z+Ψ  âèçíà÷åíà â (36). Ïåðåòâîðþþ÷è â³äïîâ³äí³ ³íòåãðàëè Ôóð’º 
ó ðÿäè çà òåîð³ºþ ëèøê³â, îòðèìóºìî òàê³ âèðàçè äëÿ êîíòàêòíèõ íàïðó-
æåíü ó çîíàõ ïðîêîâçóâàííÿ ³ ç÷åïëåííÿ ( (2 )x hξ = / ): 

 
∞

′ζ ξ − ζ −ξ− +

==

′ ′σ ζ ∆ ζ λ ζ = − + + < < ′ ′ ′λ ζ λ ζ ∑ ( )12

1 11

( ) ( )
1 ,     0

( ) ( )
k ky ak k k

k k
k kky h

i i
z e z e x

p i i i
 , 

 ( )12

1 1

( )
1 ( )

( )
k my a ak m

k m
k m kk my h

i
i e z e

p i

−∞ ∞
′−τ ξ− ζ− −

= ==

σ λ τ α
= − − − τ′ ′λ τ ζ + τ∑ ∑K , 

 ( )11

1 1

( )
( )

( )
k myx a ak m

k m
k m kk my h

i
i e z e

p i

−∞ ∞
′−τ ξ− ζ− −

= ==

τ λ τ α
= − − τ′ ′λ τ ζ + τ∑ ∑K , 

 ≤ < ∞x . (42) 
 Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó Âàòñîíà [16] äî ³íòåãðàë³â (18), îòðèìàºìî ïîâåä³í-
êó íàïðóæåíü íà êðàþ îáëàñò³ êîíòàêòó òà â òî÷ö³ ïåðåõîäó ç çîíè ç÷åï-
ëåííÿ ó çîíó ïðîêîâçóâàííÿ: 
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1 ,                                   0
2y y h
xA x
h

ρ−
∗

=
 σ → + 
 

 , 

 
==
=

σ = σ + − → ±
,

( ),                           0y y y hy h
x

O x x


  , 
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∗
==
=

 −τ = µ σ + + − → + 
 

1

0 ,
( ),     0

2yx y y hy h
x

xA O x x
h



   , 

 
∞

−ζ∗ + +

=

 = − − α Γ ρ  ∑1
1 1

11
( )

ka
k k

k

p
A z e

A æ
,  

 
∞

′ζ∗ − −

=

= α
Γ − ρ ∑

1
2 (2 )

ka
k k

k

p
A z e

A
. (43) 

Íà êðàþ îáëàñò³ êîíòàêòó íàïðóæåííÿ íåîáìåæåí³. Ïðè ï³äõîä³ äî êðàþ 
çîíè ç÷åïëåííÿ äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ, íà â³äì³íó â³ä íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü, 
çì³íþþòüñÿ ç íåîáìåæåíèì ãðàä³ºíòîì. 
 Àíàëîã³÷íî äî ð³âíÿíü (17) îòðèìàºìî âèðàçè äëÿ ïåðåì³ùåíü ó òî÷êàõ 
âåðõíüî¿ ìåæ³ ñìóãè. Ïåðåòâîðþþ÷è ö³ âèðàçè äî ³íòåãðàë³â Ôóð’º, ÿê³ ì³ñ-

òÿòü ôóíêö³¿ ( )z+Φ , 1 ( )z+Ψ , 2 ( )z+Ψ , ³ îá÷èñëþþ÷è îñòàíí³ çà òåîð³ºþ ëèøê³â, 
çíàõîäèìî 
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∞
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= =

′µ λ ζ λ ζ = − + + ′ ′ ′δ λ ζ ζ λ ζ ∑ ( )0 2

1 11

2 ( ) ( )1
( ) ( )

k k ak kx
k k

k k ky h k

i iu
z e z e

i i iæ æ
, 

 ≤ <0 x  , 

 
+∞ ∞

−ζ ξ+
+

= = =

λ α = − + δ ζ −′  ∆
∑ ∑

K
2

1 11

( )1 1 1
( ) ( )

m ka sk mx
m

k m ky h k mk k k

isu
z e e

s ss is isæ æ
, 

 0x < . (44) 
 Ïåðåì³ùåííÿ ³ íàïðóæåííÿ âñåðåäèí³ ñìóãè. Ïîâåðíóâøèñü äî ïîäàíü 
(8), (11), çíàéäåìî êîìïëåêñíó êîìá³íàö³þ ïåðåì³ùåíü ³ íàïðóæåíü ó 
äîâ³ëüí³é òî÷ö³ ñìóãè: 
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 ± +ζ τγ τ ζ = − ν ± τ − ζ +(3/2 )
1 ( , ) (3 4 ) 1 (1 2 ) e[ ]  

 ζ − τ+ − ν + ζ τ τ 2 ( 1/2)(3 4 ) (1 2 ) (1 2 ) e[ ] , 

 ± − +ζ τ −ζ τγ τ ζ = − ν + ± τ(3/2 ) (1/2 )
2 ( , ) (3 4 ) (1 2 )e e . 

ßêùî y h= , òî ³íòåãðàëè â (45) çá³ãàþòüñÿ ïîâ³ëüíî ç³ ñòåïåíåâîþ 
øâèäê³ñòþ, ³ â öüîìó ðàç³ ïåðåì³ùåííÿ ³ íàïðóæåííÿ çðó÷í³øå îá÷èñëþâà-
òè çà ôîðìóëàìè (44) ³ (42). ßêùî æ − ≤ <h y h , âêàçàí³ ³íòåãðàëè çá³ãà-
þòüñÿ åêñïîíåíö³àëüíî. 

 Âèïàäîê ãëàäêîãî êîíòàêòó. ßêùî òåðòÿ â³äñóòíº ( 0 0µ = ), òî = ∞ , 

1( ) 0ψ ξ ≡ , 2 ( ) 0ψ ξ ≡ , ³ çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ôóíêö³îíàëüíîãî ð³âíÿííÿ 
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 Êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ 

 
∞ ∞

−ζ ξ+

= ==

σ ζ ∆ ζ α
= − + ζ >′ − ζλ ζ∑ ∑K1

11 1

( )
1 ( ) ,    0

( )
ky k k k

k
m kkk my h

i
i e x

p si
. (48) 



147 

Ïåðåì³ùåííÿ â òî÷êàõ âåðõíüî¿ ìåæ³ ñìóãè âèçíà÷àþòüñÿ ð³âíîñòÿìè 
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Ïåðåì³ùåííÿ ³ íàïðóæåííÿ âñåðåäèí³ ñìóãè âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè 
(45), ó ÿêèõ 
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 Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü. Îá÷èñëåííÿ, ÿê³ ïðîâîäèëèñü ïðè çíà÷åííÿõ 
êîåô³ö³ºíòà Ïóàññîíà ν = 1/3  ³ êîåô³ö³ºíòà òåðòÿ µ =0 1/4 , ïîêàçàëè, ùî 

â³äíîñíèé ðîçì³ð çîíè ïðîêîâçóâàííÿ = /(2 )a h , ÿê ³ î÷³êóâàëîñü çà ïîñòà-
íîâêîþ çàäà÷³, º âåëè÷èíîþ íàäòî ìàëîþ ³ ñêëàäàº 0.014. Íà ðèñ. 2–5 ïîêà-
çàíî ðîçïîä³ë íàïðóæåíü, ïåðåì³ùåíü ³ äåôîðìàö³é (ñóö³ëüí³ êðèâ³) ÿê íà 
âåðõí³é ìåæ³, òàê ³ âñåðåäèí³ ñìóãè. Äëÿ ïîð³âíÿííÿ ïóíêòèðíèìè ë³í³ÿìè 
çîáðàæåíî â³äïîâ³äí³ çàëåæíîñò³ ó âèïàäêó ãëàäêîãî êîíòàêòó. 
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  Рис. 2  Рис. 3 
 Íà ðèñ. 2 êðèâ³ 1 ³ 2 â³äïîâ³äàþòü áåçðîçì³ðíèì íîðìàëüíèì y pσ = σ /  ³ 

äîòè÷íèì yx pτ = τ /  íàïðóæåííÿì â îáëàñò³ êîíòàêòó (y h= ), êðèâ³ 3 ³ 4 – 

âåëè÷èíàì σ  ³ τ  íà çàêð³ïëåí³é íèæí³é ìåæ³ ñìóãè ( y h= − ), êðèâ³ 5 – 

âåëè÷èí³ σ  íà ñåðåäí³é ë³í³¿ ñìóãè ( 0y = ). Íåçâàæàþ÷è íà íåîáìåæåí³ñòü 
íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü íà êðàþ îáëàñò³ êîíòàêòó (êðèâ³ 1), ¿õ âåëè÷èíà 
øâèäêî ñïàäàº âãëèáèíó ñìóãè ³ ï³ä êðîìêîþ øòàìïà íà íèæí³é ãðàí³ ñìóãè 
ñêëàäàº 0.6p  (êðèâ³ 3). Íàÿâí³ñòü òåðòÿ ìàéæå íå âïëèâàº íà ðîçïîä³ë 
íîðìàëüíèõ êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü (êðèâ³ 1), àëå æ âèêëèêàº ïîÿâó äîòè÷-
íèõ êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü (êðèâà 2), ÿê³ çì³íþþòü çíàê ó òî÷ö³ ïåðåõîäó 
³ç çîíè ç÷åïëåííÿ â çîíó ïðîêîâçóâàííÿ. 
 Íà ðèñ. 3 êðèâ³ 1 ³ 2 ïîêàçóþòü ðîçïîä³ë áåçðîçì³ðíèõ íîðìàëüíèõ 

y yu u= δ/  ³ òàíãåíö³àëüíèõ x xu u= δ/  ïåðåì³ùåíü âåðõíüî¿ ìåæ³ ñìóãè 

( y h= ). Êðèâ³ 1 â³äòâîðþþòü ôîðìó äåôîðìîâàíî¿ â³ëüíî¿ ÷àñòèíè ìåæ³ 
ñìóãè. Íà â³äñòàí³ â³ä êðàþ øòàìïà, ÿêà ïðèáëèçíî äîð³âíþº øèðèí³ ñìóãè, 
âåðõíÿ ìåæà ïðèï³äí³ìàºòüñÿ, óòâîðþþ÷è ïàãîðáîê âèñîòîþ 0.039δ çà 
íàÿâíîñò³ òåðòÿ ³ 0.043δ – ïðè ãëàäêîìó êîíòàêò³. Òàíãåíö³àëüí³ ïåðåì³ùåí-
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íÿ (êðèâ³ 2) äîäàòí³ â îêîë³ êðàþ øòàìïà. Ïîçà öèì îêîëîì óñ³ òî÷êè 
âåðõíüî¿ ìåæ³ çì³ùóþòüñÿ â íàïðÿìêó ç-ï³ä øòàìïà, ÿêùî âèêëþ÷àºòüñÿ 
âïëèâ òåðòÿ (ïóíêòèðíà ë³í³ÿ). Çà íàÿâíîñò³ òåðòÿ (ñóö³ëüíà êðèâà 2) 
ïîáëèçó â³ä øòàìïà òà â ìàë³é çîí³ ïðîêîâçóâàííÿ òî÷êè ìåæ³ ðóõàþòüñÿ 
ï³ä øòàìï, â çîí³ ç÷åïëåííÿ òàíãåíö³àëüí³ ïåðåì³ùåííÿ â³äñóòí³, à íà 
â³ääàëåíí³ â³ä êðàþ øòàìïà òî÷êè ìåæ³ çì³ùóþòüñÿ â³ä øòàìïà. 
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  Рис. 4  Рис. 5 
 Íà ðèñ. 4 çîáðàæåíî ðîçïîä³ë áåçðîçì³ðíèõ òàíãåíö³àëüíèõ ïåðåì³ùåíü 

x xu u= δ/  óçäîâæ øèðèíè ñìóãè ï³ä øòàìïîì íà â³äñòàí³ h  â³ä éîãî êðàþ 

( x h= , êðèâ³ 1), ï³ä êðàºì øòàìïà ( 0x = , êðèâ³ 2) òà ï³ä ïàãîðáêîì (x =  
2h= − , êðèâ³ 3). Çà âèíÿòêîì ìàëîãî îêîëó êðàþ øòàìïà, â ÿêîìó òî÷êè 

ïðóæíî¿ ñìóãè çì³ùóþòüñÿ ï³ä øòàìï, ñïîñòåð³ãàºòüñÿ âèäàâëþâàííÿ ìàòå-
ð³àëó ç-ï³ä øòàìïà, ÿêå ïåâíèì ÷èíîì ñòðèìóºòüñÿ íàÿâí³ñòþ òåðòÿ ³ ç÷åï-
ëåííÿ. 
 Ðèñ. 5 â³äòâîðþº ðîçïîä³ë íîðìàë³çîâàíèõ ïîâçäîâæí³õ âåðòèêàëüíèõ 
äåôîðìàö³é (2 )y yhε = δ ε/  óçäîâæ øèðèíè ñìóãè ï³ä øòàìïîì (x h= , êðè-

â³ 1), ï³ä êðàºì øòàìïà ( 0x = , êðèâ³ 2) òà ï³ä ïàãîðáêîì ( 2x h= − , êðèâ³ 3). 
ßêùî íà çíà÷í³é â³ääàë³ â³ä êðàþ ï³ä øòàìïîì âêàçàíèé ðîçïîä³ë ð³âíîì³ð-
íèé ( 1yε = − , x → ∞ ), òî íà â³äñòàí³ h  â³ä êðàþ â³í ñòàº íåð³âíîì³ðíèì 

(êðèâ³ 1), à ï³ä êðàºì – íåîáìåæåíèì íà êðîìö³ øòàìïà (êðèâ³ 2). Ó ïåðåð³-
ç³ 2x h= −  (êðèâ³ 3) äåôîðìàö³¿ yε  ñòàþòü äîäàòíèìè, ùî â³äïîâ³äàº ïîïå-

ðå÷íîìó ðîçòÿãó ñìóãè ï³ä ïàãîðáêîì. 

 Âèñíîâêè. Îäåðæàíèé ðîçâ’ÿçîê ³ íàâåäåí³ ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü ïîêà-
çóþòü, ùî ïðè âäàâëþâàíí³ íàï³âîáìåæåíîãî øòàìïà â ïðóæíó ñìóãó ç îä-
í³ºþ çàêð³ïëåíîþ ãðàííþ êîíòàêòóþ÷³ ïîâåðõí³ ïðè íàÿâíîñò³ òåðòÿ ç÷åï-
ëþþòüñÿ ìàéæå ïî âñ³é îáëàñò³ êîíòàêòó. Çîíà ïðîêîâçóâàííÿ, ÿêà âèíèêàº 
íà êðàþ øòàìïà, ìàº íàäçâè÷àéíî ìàëèé ðîçì³ð. Àëå ö³ºþ çîíîþ íåõòóâàòè 
íå ìîæíà, îñê³ëüêè ïðè ïîâíîìó ç÷åïëåíí³ îòðèìàºìî ô³çè÷íî íåðåàëüíèé 
ðîçâ’ÿçîê ç îñöèëÿö³ÿìè íàïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü íà êðàþ îáëàñò³ êîíòàêòó 
(åôåêò Àáðàìîâà). Ðàçîì ç òèì, ó âèïàäêó ïîâíîãî ç÷åïëåííÿ çàäà÷à ñóòòº-
âî óñêëàäíþºòüñÿ íåîáõ³äí³ñòþ ôàêòîðèçàö³¿ ìàòðèö³-ôóíêö³¿. Îñòàííÿ 
ïðîáëåìà íà ñüîãîäí³ íå ðîçâ’ÿçàíà. Ç ³íøîãî áîêó, íåõòóâàííÿ òåðòÿì äî-
çâîëÿº îòðèìàòè ç äîñòàòíüîþ òî÷í³ñòþ ðîçïîä³ë íîðìàëüíèõ êîíòàêòíèõ 
íàïðóæåíü, àëå íå äîçâîëÿº âèçíà÷èòè äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ â îáëàñò³ êîí-
òàêòó òà îòðèìàòè â³ðí³ çíà÷åííÿ äëÿ ïåðåì³ùåíü. 
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ВДАВЛИВАНИЕ ПОЛУОГРАНИЧЕННОГО ШТАМПА В УПРУГУЮ ПОЛОСУ 
ПРИ НАЛИЧИИ ТРЕНИЯ И СЦЕПЛЕНИЯ 
 
Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î êîíòàêòíîì âçàèìîäåéñòâèè ïîëóîãðàíè÷åííîãî øòàìïà ñ 
ïðÿìîëèíåéíûì îñíîâàíèåì è óïðóãîé ïîëîñû, îäíà ãðàíü êîòîðîé æåñòêî çà-
êðåïëåíà. Ó÷òåíû ñèëû òðåíèÿ â îáëàñòè êîíòàêòà, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ðàçäå-
ëåíèþ ïîñëåäíåé íà çîíû ïðîñêàëüçûâàíèÿ è ñöåïëåíèÿ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöå-
äóð ìåòîäà Âèíåðà − Õîïôà ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé çàäà÷è ñâåäåíà ê 
áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëå-
íèé íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé êàê íà ãðàíèöå, òàê è âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ 
óïðóãîé ïîëîñû. 
 
IMPRESSION OF SEMI-INFINITE STAMP IN ELASTIC STRIP 
WITH REGARD FOR FRICTION AND ADHESION 
 
The problem on contact interaction between a half-limited stamp with rectilinear basis 
and elastic strip with fasten verge is studied. Friction forces are taken into account in 
the contact domain. The contact domain is divided into an adhesion and slipping zone. 
With use of Wiener − Hopf method a system of integral equations is reduced to an in-
finite system of algebraic equations. The results of calculations of stresses and strains 
on the boundary and within an elastic strip are presented. 
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