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НЕУСТАЛЕНІ ТЕМПЕРАТУРНІ НАПРУЖЕННЯ БІЛЯ 
КРИВОЛІНІЙНОГО ОТВОРУ В ПЛАСТИНЦІ З ТЕПЛОВІДДАЧЕЮ 
ПРИ НАГРІВІ ПОТОКОМ ТЕПЛА 
 

Íàâåäåíî àëãîðèòì âèçíà÷åííÿ êâàç³ñòàòè÷íèõ òåìïåðàòóðíèõ íàïðóæåíü 
ó áàãàòîçâ’ÿçíèõ ïëàñòèíêàõ ç òåïëîâ³ääà÷åþ, ÿê³ ñïðè÷èíåí³ çáóðåííÿì 
òåïëîâîãî ïîòîêó á³ëÿ îòâîð³â. Ï³äõ³ä ´ðóíòóºòüñÿ íà ïåðåòâîðåíí³ Ëàïëà-
ñà òà ìîäèô³êîâàí³é ôîðìóë³ éîãî ÷èñëîâîãî îáåðíåííÿ. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðà-
éîâèõ çàäà÷ äëÿ ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà, ç ÿêèõ âèçíà÷àºòüñÿ çîáðàæåííÿ Ëàï-
ëàñà, ïðîâåäåíî ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. 
²íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ ðîçâ’ÿçàíî ìåòîäîì ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð. Íàâåäåíî 
ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â íåñòàö³îíàðíèõ òåìïåðàòóðíèõ ïîë³â ³ ñïðè÷èíå-
íèõ íèìè íàïðóæåíü ó ñìóç³ ç ìàëèìè îòâîðàìè ð³çíèõ ôîðì. 

 
 Ó ë³òåðàòóð³ íàéá³ëüø äåòàëüíî âèâ÷åíî ñòàö³îíàðí³ òåìïåðàòóðí³ ïîëÿ 
³ çóìîâëåí³ íèìè íàïðóæåííÿ ó òåïëî³çîëüîâàíèõ ïëàñòèíêàõ, ùî ïåðåáó-
âàþòü ï³ä ä³ºþ òåïëîâîãî ïîòîêó íà íåñê³í÷åííîñò³ [6]. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó 
ïðî âèçíà÷åííÿ íåñòàö³îíàðíèõ òåìïåðàòóðíèõ ïîë³â ³ ñïðè÷èíåíèõ íèìè 
íàïðóæåíü ó ïëàñòèíö³ çàâòîâøêè 2h  ç îòâîðîì, ÿêà íàãð³âàºòüñÿ ïîòîêîì 
òåïëà. Ïðèéìåìî, ùî îòâ³ð º ìàëèì ïîð³âíÿíî ç ðîçì³ðàìè ñìóãè 
− < <H y H  òà ç ¿¿ ëèöåâèõ ãðàíèöü çä³éñíþºòüñÿ òåïëîîáì³í ³ç ñåðåäîâè-
ùåì íóëüîâî¿ òåìïåðàòóðè çà çàêîíîì Íüþòîíà. Òóò ââåäåíî â³äíåñåí³ äî 
ï³âòîâùèíè h  ïëàñòèíêè áåçðîçì³ðí³ êîîðäèíàòè ,x y  òà øèðèíà ñìóãè H . 

Ââàæàòèìåìî, ùî ñìóãà ïåðåáóâàº ï³ä ä³ºþ òåïëîâîãî ïîòîêó íà ïðÿìî-
ë³í³éíèõ ãðàíèöÿõ 
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à íà êðèâîë³í³éí³é ãðàíèö³ ìàº ì³ñöå òåïëîîáì³í çà çàêîíîì Íüþòîíà ç ñå-
ðåäîâèùåì íóëüîâî¿ òåìïåðàòóðè, ãðàíèöÿ ïëàñòèíêè â³ëüíà â³ä íàâàíòà-
æåíü. Òóò ϕ τ( )  – ôóíêö³ÿ, ÿêà õàðàêòåðèçóº çì³íó ïîòîêó òåïëà â ÷àñ³. Ó 
ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó òåìïåðàòóðà ïëàñòèíêè äîð³âíþº íóëåâ³.  
 Ïîäàìî òåìïåðàòóðó â ïëàñòèíö³ ó âèãëÿä³ ñóìè äâîõ ñêëàäîâèõ 

= +ñ nT T T , äå ïåðøà ñêëàäîâà – òåìïåðàòóðà â ñóö³ëüí³é ïëàñòèíö³, à 

äðóãà – êîðèãóâàëüíèé ðîçâ’ÿçîê, ÿêèé çàáåçïå÷óº âèêîíàííÿ óìîâ íà ãðà-
íèö³ îòâîðó.  
 Âèçíà÷åííÿ îñíîâíî¿ ñêëàäîâî¿. Òåìïåðàòóðó ó ñóö³ëüí³é ïëàñòèíö³ 
âèçíà÷àºìî ÿê ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 
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äå 2a hθ = τ/ ; 0q q h= λ/ ; Bi zh= α λ/ ; λ  – êîåô³ö³ºíò òåïëîïðîâ³äíîñò³; τ  – 

÷àñ; αz  – êîåô³ö³ºíò òåïëîâ³ääà÷³ ç ïëîñêèõ ãðàíèöü ïëàñòèíêè. 
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äå 
0

sT e d
∞

− τ= τ∫ ; Bip s= + . Çâ³äñè îòðèìóºìî 
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n

py
T q

p pH
= ϕ  . (3) 

 Çíàõîäæåííÿ êîðèãóâàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó. Îáìåæèìîñü íàäàë³ äîñë³ä-
æåííÿì òåìïåðàòóðè òà íàïðóæåíü á³ëÿ îòâîðó. Òîìó íà îñíîâ³ ïðèéíÿòèõ 
âèùå ïðèïóùåíü ùîäî ðîçì³ð³â îòâîðó ïðè çíàõîäæåíí³ äðóãî¿ ñêëàäîâî¿, 
òåìïåðàòóðè T , ïëàñòèíêó áóäåìî ðîçãëÿäàòè ÿê íåñê³í÷åííó ç â³äïîâ³äíèì 
îòâîðîì. Äîïîì³æíà òåìïåðàòóðà T  òîä³ âèçíà÷àòèìåòüñÿ ³ç îäíîð³äíîãî 
ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ âèãëÿäó  

 Bi 0T∂ ∆ − − = ∂θ 
 (4) 
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; L  – ãðàíèöÿ îòâîðó; n  – íîð-

ìàëüíà äî ãðàíèö³ îòâîðó êîîðäèíàòà; Lhβ = α λ/ ; αL  – êîåô³ö³ºíò òåïëî-
â³ääà÷³ ç êðèâîë³í³éíî¿ ãðàíèö³ ïëàñòèíêè.  

Çàñòîñóâàâøè äî ö³º¿ çàäà÷³ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà çà çì³ííîþ θ , äëÿ 
çíàõîäæåííÿ çîáðàæåííÿ â³ä ôóíêö³¿ T  îòðèìàºìî êðàéîâó çàäà÷ó 
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 Äëÿ âèçíà÷åííÿ çîáðàæåííÿ T  âèêîðèñòîâóºìî ï³äõ³ä, ùî ´ðóíòóºòüñÿ 
íà ìåòîä³ ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, ðîçâ’ÿçóâàííÿ ÿêèõ ïðîâîäèìî 
÷èñåëüíî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð. Ïîâåðíåííÿ äî îðè-
ã³íàëó âèêîíóºìî ç âèêîðèñòàííÿì ÷èñëîâî-àíàë³òè÷íî¿ ôîðìóëè îáåðíåí-

íÿ, ó ÿêó âõîäÿòü çîáðàæåííÿ Ëàïëàñà T  çà ô³êñîâàíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà 
ïåðåòâîðåííÿ [2]. 

Íàïðóæåííÿ ïîäàºìî ó âèãëÿä³ ñóìè òðüîõ ñêëàäîâèõ.  
Ïåðøó ñêëàäîâó âèçíà÷àºìî ÿê íàïðóæåííÿ ó ñóö³ëüí³é ñìóç³. Áóäåìî 

ðîçãëÿäàòè äâà âàð³àíòè: 
1°. Ïëàñòèíêà çàòèñíóòà â íàïðÿìêó îñ³ Ox . Òîä³ íàïðóæåííÿ ó ñìóç³ 

áóäóòü [5] 
 ,           0nxx t nyy nyyETσ = − α σ = τ = , (5) 

äå tα  – êîåô³ö³ºíò ë³í³éíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðîçøèðåííÿ; E  – ìîäóëü 
Þíãà. 

2°. Ïëàñòèíêà â³ëüíà â³ä íàâàíòàæåííÿ. Òîä³ äî íàïðóæåíü, ÿê³ íàâå-
äåíî âèùå, íåîáõ³äíî äîäàòè íàïðóæåííÿ â³ä ÷èñòîãî çãèíó òàê³, ùîá ñó-
ìàðíèé ìîìåíò ó äîâ³ëüíîìó ïåðåð³ç³ constx =  äîð³âíþâàâ íóëåâ³. Òîä³ 
çîáðàæåííÿ Ëàïëàñà â³ä íàïðóæåíü ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè (3) íàáóäóòü 
âèãëÿäó 

 ( )nxx t nE T y g pσ = − α − [ ] , (6) 
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Äðóãà ñêëàäîâà – íàïðóæåííÿ ó ïëàñòèíö³ ç îòâîðîì, äî ãðàíèö³ ÿêîãî 
ïðèêëàäåíî çóñèëëÿ ( , )X Y , ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ ïåðøîþ ñêëàäîâîþ ³ âçÿò³ ç 

ïðîòèëåæíèì çíàêîì. Òîáòî ìàºìî cos ( , ),  0nxxX n x Y= − σ = , äå n  – íîð-

ìàëü äî ãðàíèö³ îòâîðó.  
Òðåòÿ ñêëàäîâà – íàïðóæåííÿ ó ïëàñòèíö³, ÿê³ çóìîâëåí³ çáóðåíèì 

òåìïåðàòóðíèì ïîëåì T  ïðè â³ëüí³é â³ä íàâàíòàæåííÿ ãðàíèö³. Âèçíà÷åííÿ 
äðóãî¿ ³ òðåòüî¿ ñêëàäîâèõ ïðîâîäèìî çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó, ÿêèé äå-
òàëüíî íàâåäåíî â [3]. 
 Òåñòóâàííÿ àëãîðèòìó. Äëÿ êîíòðîëþ òî÷íîñò³ îòðèìàíîãî ðîçâ’ÿçêó 
ïðîâåäåíî ðîçðàõóíêè òåìïåðàòóðè ³ íàïðóæåíü íà ãðàíèö³ îòâîð³â ó ïëàñ-
òèíö³ çà âåëèêèõ çíà÷åíü ÷àñîâî¿ êîîðäèíàòè (óñòàëåíèé ðåæèì). Äëÿ öüîãî 
âèêîðèñòàíî â³äîì³ â ë³òåðàòóð³ ðîçâ’ÿçêè ñòàö³îíàðíî¿ çàäà÷³ òåðìîïðóæ-
íîñò³ äëÿ íåñê³í÷åííî¿ ïëàñòèíêè, êîëè çàäàíî ïîò³ê íà íåñê³í÷åííîñò³, ÿêèé 
íàïðÿìëåíèé ï³ä êóòîì αq , à ïëîñê³ é êðèâîë³í³éí³ ãðàíèö³ òåïëî³çîëüîâàí³. 

Ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³ íàâåäåíî â ë³òåðàòóð³ â àíàë³òè÷íîìó âèãëÿä³ ç âèêî-
ðèñòàííÿì êîíôîðìíîãî â³äîáðàæåííÿ òà ìåòîäó Ìóñõåë³øâ³ë³ [1, 4]. Ïðèé-
ìàëîñü, ùî ôóíêö³ÿ ( )z = ω ζ , ÿêà âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïðè êîíôîðìíîìó â³äî-
áðàæåíí³ íåñê³í÷åííî¿ îáëàñò³ ç âèáðàíèì îòâîðîì íà çîâí³øí³ñòü îäèíè÷-
íîãî êðóãà, ìàº âèãëÿä  

 1 2
2

( ) N
N

c c c
R  ω ζ = ζ + + + + ζ ζ ζ

 , (7) 

äå = +z x iy ; 1, , , NR c c  – çàäàí³ ñòàë³; N  – âèáðàíå ö³ëå ÷èñëî.  
Òîä³ òåìïåðàòóðíå ïîëå â ïëàñòèíö³ äëÿ òàêèõ îòâîð³â ìàº âèãëÿä [6] 

 1 1
2

q qi iqR
T e e

α − α    = ζ + + ζ +    ζ   ζ 
. (8) 

Òåìïåðàòóðà íà ãðàíèö³ ïëàñòèíêè âèçíà÷àºòüñÿ çà ïðîñòîþ ôîðìóëîþ 

 2 cos ( )qT qR= α − γ ,  äå γ = ζie , < γ ≤ π0 2 .  

Íàâåäåìî ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â äëÿ äåÿêèõ îáëàñòåé, ÿê³ ðîçãëÿäà-
ëèñü â ë³òåðàòóð³. Ðîçãëÿíåìî ïëàñòèíêó, ùî ì³ñòèòü îòâ³ð, áëèçüêèé äî 
êâàäðàòíîãî, òà íàãð³âàºòüñÿ ïîòîêîì òåïëà ïðè 2qα = π/ . Ïàðàìåòðè÷íå 

çàäàííÿ ãðàíè÷íîãî êîíòóðó âèáèðàëè ó âèãëÿä³ (7), ó ÿêîìó â³äì³ííèì â³ä 
íóëÿ º êîåô³ö³ºíò 3 1 6c = − / . Âèðàç äëÿ ê³ëüöåâèõ íàïðóæåíü íà ãðàíèö³ 
îòâîðó º òàêèì [6]: 

 2 5 cos ( ) cos (3 )
3 5 4 cos 4

t
q q

ERq
ϑ

α
σ = − γ − α + γ + α

+ ϑ
[ ] . (9) 

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåííÿ íàïðóæåíü 
/ tERqϑσ α  çà çàïðîïîíîâàíèì àëãîðèòìîì ³ 

çà òî÷íîþ ôîðìóëîþ íàâåäåíî ó òàáë. 1 
äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà γ . 

²ç àíàë³çó íàâåäåíèõ ó òàáëèö³ äàíèõ 
âèïëèâàº, ùî îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ÷èñëî-
âèõ ðîçðàõóíê³â ó âèïàäêó óñòàëåíîãî ðå-
æèìó ïðàêòè÷íî çá³ãàþòüñÿ ³ç òî÷íèìè 
äàíèìè.  

Ïðîâåäåí³ àíàëîã³÷í³ òåñòóâàííÿ äëÿ 
ïëàñòèíêè ç îòâîðîì, ôîðìà ÿêîãî º áëèçü-
êîþ äî òðèêóòíî¿, òà äëÿ ïëàñòèíîê ç åë³ï-
òè÷íèì ³ êðóãîâèì îòâîðàìè òàêîæ ï³ä-
òâåðäæóþòü âèñîêó òî÷í³ñòü àëãîðèòìó. 

 Таблиця 1 

tERqϑσ α/  

γ  

Çà çàïðîïî-
íîâàíèì 
àëãîðèòìîì 

   Òî÷íå 
 çíà÷åííÿ 

0 0 0.0000 
10 0.0296 0.0304 
20 0.0983 0.0988 
30 0.3329 0.3333 
40 1.2667 1.2608 
50 1.8033 1.7885 
60 0.9738 0.9622 
70 0.6175 0.6086 
80 0.4863 0.4787 
90 0.4521 0.4444 
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Äîñë³äæåííÿ êâàç³ñòàòè÷íèõ òåìïåðàòóðíèõ íàïðóæåíü á³ëÿ êðèâî-
ë³í³éíèõ îòâîð³â. Ó ðîçðîáëåíîìó àëãîðèòì³ íåîáõ³äíî çàäàòè ïàðàìåòðè÷-
íå ð³âíÿííÿ êîíòóðó. Ïðè öüîìó ñë³ä âðàõóâàòè, ùî ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ 
³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ìåòîäîì ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð âóçëîâ³ òî÷êè äîö³ëü-
íî çãóùóâàòè â îáëàñòÿõ øâèäêî¿ çì³íè òåìïåðàòóðè òà íàïðóæåíü. 

Â³äîìî, ùî òåìïåðàòóðí³ ïîëÿ ³ çóìîâëåí³ íèìè íàïðóæåííÿ º øâèäêî-
çì³ííèìè â îêîë³ òî÷îê, äå ð³çêî çì³íþºòüñÿ êðèâèíà ãðàíèö³. Ó ïðîâåäåíèõ 
äîñë³äæåííÿõ öÿ îñîáëèâ³ñòü âðàõîâóâàëàñü øëÿõîì îïèñó ãðàíè÷íèõ êîí-
òóð³â ôóíêö³ÿìè âèãëÿäó (7), ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè êîíôîðìíîìó â³ä-
îáðàæåíí³. Îäí³ºþ ³ç îñíîâíèõ ïåðåâàã òàêîãî îïèñó º òå, ùî ð³âíîì³ðíîìó 
ðîçáèòòþ çà ïàðàìåòðîì γ  â³äïîâ³äàº çãóùåííÿ òî÷îê â îáëàñòÿõ ãðàíèö³ ç³ 

øâèäêîþ çì³íîþ êðèâèíè. Çàçíà÷èìî, ùî, âèáðàâøè N  äîñòàòíüî âåëèêèì, 
çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (7) ìîæíà îïèñàòè áóäü-ÿêèé êîíòóð ç äîñòàòíüîþ 
äëÿ ïðàêòèêè òî÷í³ñòþ. 

Ïðîâåäåìî äîñë³äæåííÿ íàïðóæåíü ó ïëàñòèíêàõ ç îòâîðàìè ð³çíèõ 
ôîðì. Ïðè ðîçðàõóíêàõ íåñòàö³îíàðíî¿ òåìïåðàòóðè ÷èñëîâå ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ïðîâîäèëè ç âèêîðèñòàííÿì 80 âóçëîâèõ òî÷îê. Ïà-
ðàìåòð c , ùî âõîäèòü ó ôîðìóëó îáåðíåííÿ [2], ïîêëàäàëè 3c = , à äðóãèé 
ïàðàìåòð  , ùî âèçíà÷àº ïðîì³æîê ÷àñó, íà ÿêîìó ðîçðàõîâóºòüñÿ òåìïå-
ðàòóðà (0 < θ <  ), âèáèðàëè òàêèì, ùîá ïðè θ >   òåìïåðàòóðà â ïëàñòèíö³ 
áóëà áëèçüêîþ äî âñòàíîâëåíî¿, à â ðÿäàõ îáìåæóâàëèñü 40 60÷  ÷ëåíàìè. 
Âèêîíàí³ êîíòðîëüí³ ðîçðàõóíêè ïîêàçàëè, ùî ïðè òàêèì ÷èíîì âèáðàíèõ 
ïàðàìåòðàõ çàáåçïå÷óâàëàñü òî÷í³ñòü ðîçðàõóíê³â òåìïåðàòóðè òà íàïðó-
æåíü 1% . 

Ç ìåòîþ êîíòðîëþ çà òî÷í³ñòþ îá÷èñëåíü ðîçðàõóíêè ïðîâîäèëèñü äëÿ 
âèïàäêó, êîëè òåïëîâ³ääà÷à ç ãðàíè÷íèõ ïëîùèí â³äñóòíÿ, îñê³ëüêè òîä³ çà 
âåëèêèõ ÷àñ³â îòðèìóºìî ðåçóëüòàòè, ùî çíàéäåí³ â ë³òåðàòóð³ äëÿ öüîãî 
âèïàäêó áåçïîñåðåäíüî. 

Íà ðèñ. 1, 3 çîáðàæåíî ãðàô³÷íî ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â äëÿ ïëàñòèí-
êè ç åë³ïòè÷íèì îòâîðîì, çàäàíèì ïàðàìåòðè÷íî ó âèãëÿä³ = γcosx a , =y  

= γsinb , ç ï³âîñÿìè =0.2a H  ³ = 0.3b H . Îá÷èñëåííÿ âèêîíàíî ïðè 26H= .  
Àíàëîã³÷í³ ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â äëÿ ïëàñòèíêè ç êðóãîâèì îòâîðîì, 

â³äíîñíèé ðàä³óñ ÿêîãî äîð³âíþº 0.2H , ïðè êîñèíóñî¿äàëüí³é çì³í³ ïîòîêó 
òåïëà íàâåäåíî íà ðèñ. 2 ³ 4 ó òàêîìó æ ïîðÿäêó, ÿê íà ðèñ. 1 ³ 3.  
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 Рис. 1 Рис. 2 

Íà ðèñ. 1 çîáðàæåíî çàëåæí³ñòü â³äíîñíî¿ òåìïåðàòóðè /T Q  ( =Q qH ) 

ïðè ϕ θ =( ) 1  â³ä ÷àñîâî¿ êîîðäèíàòè ó òî÷êàõ ãðàíèö³, ùî â³äïîâ³äàþòü çíà-

÷åííÿì ïàðàìåòðà 1 2
80j jγ = γ = π , ÿêèé âõîäèòü â îïèñ ãðàíèö³ îòâîðó.  

Íà ðèñ. 3à ³ ðèñ. 3á çîáðàæåíî ðîçïîä³ë â³äíîñíî¿ òåìïåðàòóðè /T Q  íà 

ãðàíèö³ îòâîðó äëÿ çíà÷åíü ÷àñîâî¿ çì³ííî¿ jt t∗ = , äå jt j M= / , = 20M , 

2t H∗ = θ/  (çíà÷åííÿ j  âêàçàíî á³ëÿ êðèâèõ). Íà ðèñ. 3â ³ ðèñ. 3ã çîáðàæåíî 

ê³ëüöåâ³ íàïðóæåííÿ ϑσ , â³äíåñåí³ äî âåëè÷èíè αtEQ , íà ãðàíèö³ îòâîðó 
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äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü ÷àñîâî¿ êîîðäèíàòè jt , ïðè÷îìó ðîçãëÿäàâñÿ âèïàäîê, 

êîëè ñìóãà º íåçàêð³ïëåíîþ.  
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Рис. 3 

Íà ðèñ. 1 áà÷èìî, ùî ïðè çíà÷åíí³ ÷àñîâîãî ïàðàìåòðà 2t∗ >  òåìïåðà-
òóðà âæå ïðàêòè÷íî äîñÿãàº ñâîãî àñèìïòîòè÷íîãî çíà÷åííÿ. Ó òîé æå ÷àñ 

ðîçðàõóíêè ïîêàçàëè, ùî ïðè çíà÷åíí³ ÷àñîâî¿ êîîðäèíàòè 2t∗   íàïðó-
æåííÿ ùå íå âèõîäÿòü íà ñâîº àñèìïòîòè÷íå çíà÷åííÿ, îñê³ëüêè âîíè çà-
ëåæàòü íå ò³ëüêè â³ä òåìïåðàòóðè íà ãðàíèö³, àëå é â³ä òåìïåðàòóðè ó â³ä-
äàëåíèõ â³ä ãðàíèö³ òî÷êàõ, äå àñèìïòîòè÷íèé ðåæèì âñòàíîâëþºòüñÿ ïðè 

2t∗  . Ó çâ’ÿçêó ç öèì íàäàë³ ïîêëàäàëè çíà÷åííÿ ââåäåíîãî âèùå ÷àñîâî-

ãî ïàðàìåòðà 26 10H÷ . 
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Рис. 4 
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Íà ðèñ. 5 ³ 6 ïîäàíî ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â äëÿ ïëàñòèíêè ç ïðàêòè÷-
íî êâàäðàòíèì îòâîðîì, ïðè öüîìó ó ôîðìóë³ (7) óòðèìóâàëè 16 ÷ëåí³â. 
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Рис. 5 
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Рис. 6 

Ðîçðàõóíêè âèêîíàíî äëÿ ïàðàìåòðà òåïëîâ³ääà÷³ β = 0.0001H  äëÿ 

ïëàñòèíêè ç åë³ïòè÷íèì îòâîðîì ³ β = 0.001H  – â óñ³õ ³íøèõ âèïàäêàõ. Ïà-
ðàìåòð, ùî õàðàêòåðèçóº òåïëîâ³ääà÷ó ç ãðàíè÷íèõ ïëîùèí, ïîêëàäàëè 

2Bi 0.003H = . 

Çà çíà÷åíü ÷àñîâî¿ êîîðäèíàòè, ùî áëèçüê³ äî ìàêñèìàëüíî¿ ( 5t∗ > ) ó 
äåÿêèõ âèïàäêàõ ìàº ì³ñöå êîëèâí³ñòü ãðàô³ê³â òåìïåðàòóðè, ÿêà ïîâ’ÿçàíà 
ç³ çá³ëüøåííÿì ïîõèáêè ôîðìóëè îáåðíåííÿ äëÿ öèõ çíà÷åíü [2, 3]. Çà çíà-

÷åíü 0 5t∗≤ <  ðîçðàõîâàíà òåìïåðàòóðà çì³íþºòüñÿ ïëàâíî ³ äîäàòêîâî çà-
äîâîëüíÿº äâ³ óìîâè, ÿê³ íàïåðåä íå çàäàâàëèñü. Ïåðøà – âñ³ ðîçðàõîâàí³ 
çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó âèÿâèëèñü ïðàêòè÷íî ð³â-
íèìè íóëåâ³, òîáòî çàäîâîëüíÿþòü çàäàíó ïî÷àòêîâó óìîâó.  

Ïðè 2 5t∗≤ <  ðîçðàõîâàíà òåìïåðàòóðà º ïðàêòè÷íî ñòàëîþ çà íå-
çì³ííîãî â ÷àñ³ ïîòîêó òåïëà. Äëÿ öüîãî âèïàäêó ó ôîðìóë³ îáåðíåííÿ âðà-
õîâóâñÿ çàëèøêîâèé ÷ëåí, ÿêèé ç òî÷í³ñòþ äî ìíîæíèêà äîð³âíþº â³äïîâ³ä-
í³é óñòàëåí³é òåìïåðàòóð³. Ïðîâåäåíå ïîð³âíÿííÿ ïîêàçàëî, ùî çíàéäåíà 
äëÿ âåëèêèõ ÷àñ³â òåìïåðàòóðà ïðàêòè÷íî çá³ãàºòüñÿ ³ç â³äïîâ³äíîþ óñòàëå-
íîþ òåìïåðàòóðîþ, ùî º äðóãèì äîïîì³æíèì çàñîáîì êîíòðîëþ çà äîñòîâ³ð-
í³ñòþ ðåçóëüòàò³â. 
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 Íà ï³äñòàâ³ ïðîâåäåíèõ ðîçðàõóíê³â äëÿ âèïàäêó ä³¿ ñòàëîãî â ÷àñ³ ïî-
òîêó òåïëà ìîæíà çðîáèòè òàê³ âèñíîâêè: òåìïåðàòóðà â óñ³õ òî÷êàõ ãðàíè-
ö³ ïðè çðîñòàíí³ ÷àñó ïðàêòè÷íî ìîíîòîííî íàáëèæàºòüñÿ äî çíà÷åíü, ùî 
âèçíà÷àþòüñÿ ³ç ðîçâ’ÿçóâàííÿ â³äïîâ³äíî¿ ñòàö³îíàðíî¿ çàäà÷³ òåïëîïðîâ³ä-
íîñò³; àíàëîã³÷íîþ º ïîâåä³íêà íàïðóæåíü íà ãðàíèö³, çà âèíÿòêîì ìàëèõ 
÷àñ³â, äëÿ ÿêèõ ðîçïîä³ë íàïðóæåíü íà ãðàíèö³ ìàº ñêëàäí³øèé õàðàêòåð. 
Äëÿ çì³ííèõ â ÷àñ³ íàãð³â³â òåìïåðàòóðà ³ íàïðóæåííÿ íà ãðàíèö³ çà âåëè-
êèõ ÷àñ³â òàêîæ ìîíîòîííî íàáëèæàþòüñÿ äî ñâî¿õ àñèìïòîòè÷íèõ çíà÷åíü. 
Ó âèïàäêó êîñèíóñî¿äàëüíîãî íàãð³âó ðîçðàõîâàí³ âåëè÷èíè çì³íþþòüñÿ â 

÷àñ³ ïðè 3t∗ >  êîñèíóñî¿äàëüíî, ùî ïîâ’ÿçàíî ç ïîâ³ëüíèì íàãð³âîì. Çà 
ìåíøèõ çíà÷åíü ÷àñîâî¿ êîîðäèíàòè òåìïåðàòóðà òà íàïðóæåííÿ çì³íþ-
þòüñÿ çà ñêëàäí³øèì çàêîíîì, îñê³ëüêè â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó òåìïåðà-
òóðà äîð³âíþº íóëåâ³. 

Îòæå, çàïðîïîíîâàíèé àëãîðèòì äàº çìîãó ïðîâîäèòè äîñë³äæåííÿ 
âïëèâó íåñòàö³îíàðíîãî íàãð³âó íà òåìïåðàòóðí³ ïîëÿ òà çóìîâëåí³ íèìè 
íàïðóæåííÿ á³ëÿ êðèâîë³í³éíèõ îòâîð³â ó ïëàñòèíêàõ ç òåïëîâ³ääà÷åþ. 
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НЕУСТАНОВИВШИЕСЯ ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ ВОЗЛЕ 
КРИВОЛИНЕЙНОГО ОТВЕРСТИЯ В ПЛАСТИНКЕ С ТЕПЛООТДАЧЕЙ 
ПРИ НАГРЕВЕ ПОТОКОМ ТЕПЛА 
 
Ïðèâåäåí àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ êâàçèñòàòè÷åñêèõ òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé 
â ìíîãîñâÿçíûõ ïëàñòèíêàõ ñ òåïëîîòäà÷åé, âûçâàííûõ âîçìóùåíèåì òåïëîâîãî 
ïîòîêà âîçëå îòâåðñòèÿ. Ïîäõîä áàçèðóåòñÿ íà ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëàñà è ìîäè-
ôèöèðîâàííîé ôîðìóëå åãî ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ. Ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ 
óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ èçîáðàæåíèå Ëàïëàñà, ïðîâåäåíî 
ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Èíòåãðàëüíûå 
óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû 
ðàñ÷åòîâ íåñòàöèîíàðíûõ òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé è âûçâàííûõ èìè íàïðÿæåíèé â 
ïîëîñå ñ ìàëûìè îòâåðñòèÿìè ðàçíûõ ôîðì.  
 
UNSTEADY THERMAL STRESSES IN THE VICINITY OF A CURVILINEAR HOLE 
IN THE PLATE WITH HEAT EMISSION UNDER HEATING BY HEAT FLOW 
 
An algorithm to determine the quasi-static thermal stresses in multi-connected plates 
with heat emission, caused by disturbance of heat flow near a hole, is presented. The 
approach is based on the Laplace transform and modified formula of its numerical 
conversion. The boundary-value problem for the Helmholtz equation, from which the 
Laplace representation is defined, are solved using the boundary integral equation me-
thod. The integral equations are solved by the method of mechanical quadratures. The 
results of calculation of nonstationary temperature fields and stresses caused by them in 
a strip with small holes of different forms are presented.  
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