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ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ ТЕНЗОРНИХ ФУНКЦІЙ СТАНУ ТІЛА 
З УРАХУВАННЯМ ОБЕРТАННЯ 
 

Ðîçãëÿíóòî çàãàëüíå ïîäàííÿ òåíçîðíî¿ ôóíêö³¿ ñòàíó àí³çîòðîïíèõ ìàòå-
ð³àë³â â åâêë³äîâîìó ïðîñòîð³, êîëè ïàðàìåòðè àí³çîòðîï³¿ º çì³ííèìè 
òåíçîðàìè äîâ³ëüíîãî ðàíãó. Íà îñíîâ³ óçàãàëüíåíü îðòîãîíàëüíîãî òà àí-
òèñèìåòðè÷íîãî òåíçîð³â äëÿ âèùèõ ðàíã³â çàïèñàíî â ïðÿìîìó, áåçêîìïî-
íåíòíîìó âèãëÿä³ ð³âíÿííÿ òåíçîðíî¿ áóäîâè îáåðòîâíî¿ ôóíêö³¿ äîâ³ëüíîãî 
ðàíãó òà ïðàâèëî ¿¿ äèôåðåíö³þâàííÿ. Ö³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ìîæíà çàñòîñîâó-
âàòè â çàäà÷àõ íåë³í³éíî¿ ìåõàí³êè òâåðäîãî äåôîðì³âíîãî ò³ëà ïðî âïëèâ 
çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü íà çáóðåííÿ äîâ³ëüíî¿ ïðèðîäè â àí³çîòðîïíîìó äå-
ôîðì³âíîìó ò³ë³.  

 
Àí³çîòðîï³þ ìàòåð³àëó â³äîáðàæàþòü ó ôîðìóëàõ, íàïðèêëàä, ó ð³â-

íÿííÿõ, ïîòåíö³àëàõ òà ³íøèõ ôóíêö³ÿõ ñòàíó, òåíçîðàìè ð³çíèõ ðàíã³â, 
çîêðåìà, âèùå äðóãîãî (íàïðèêëàä, ìîäóëü åëåêòðè÷íîãî ï’ºçîåôåêòó, ìî-
äóë³ ïðóæíîñò³ ð³çíèõ ïîðÿäê³â). ßê ó ë³í³éí³é òåîð³¿, òàê ³ â çàãàëüí³é íåë³-
í³éí³é (íàïðèêëàä, [2, 4, 7]) òåíçîðí³ õàðàêòåðèñòèêè ìàòåð³àëó çàâæäè ââà-
æàþòü ñòàëèìè ïàðàìåòðàìè ôóíêö³é ñòàíó ³ íå áåðóòü äî óâàãè ïðè äèôå-
ðåíö³þâàíí³, õî÷ ó âèïàäêó îáåðòàííÿ ò³ëà âîíè º çì³ííèìè, ïîä³áíî äî òåí-
çîðíèõ ³ âåêòîðíèõ ïàðàìåòð³â ñòàíó. Ïðîòå îáåðòàííÿ âèëó÷àþòü ç ðîçãëÿ-
äó, ïðèâ’ÿçóþ÷è ñèñòåìó êîîðäèíàò äî îñåé àí³çîòðîï³¿ ìàòåð³àëó. Ó çàäà-
÷àõ íåë³í³éíî¿ ìåõàí³êè ïðî íàêëàäàííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî òà 
åëåêòðîìàãí³òíîãî ñòàí³â (ó çàãàëüíîìó – òåíçîðíèõ ÷è âåêòîðíèõ ñòàí³â) 
íà ïåâíèé ïî÷àòêîâèé äåôîðìîâàíèé ñòàí [3, 5] òàêèé ï³äõ³ä ìîæëèâèé ëè-
øå çà óìîâè, ùî ïî÷àòêîâèé ñòàí àí³çîòðîïíîãî ìàòåð³àëó íåñïîòâîðåíèé. 
À öÿ óìîâà, âçàãàë³ êàæó÷è, íå âèêîíóºòüñÿ ó çàäà÷àõ íåðóéí³âíîãî êîí-
òðîëþ íàïðóæåíü, ÿê³ çà ñâîºþ ñóòòþ º îáåðíåíèìè çàäà÷àìè íàêëàäàííÿ 
òåíçîðíèõ ñòàí³â. Çîêðåìà, ³íôðàçâóêîâèé êîíòðîëü çä³éñíþþòü íàêëàäàí-
íÿì äîäàòêîâîãî ïîëÿ ïåðåì³ùåíü, à îïòèêî-ïîëÿðèçàö³éíèé òà ìàãí³òî-
ïðóæíèé êîíòðîëü – íàêëàäàííÿì äîäàòêîâîãî åëåêòðîìàãí³òíîãî ñòàíó. 
Ïðè öüîìó âèíèêàº òàêîæ äîäàòêîâèé çì³ííèé íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé 
ñòàí [3, 5]. Êð³ì òîãî, çàëèøêîâèì íàïðóæåííÿì â³äïîâ³äàº íåîäíîð³äíà äå-
ôîðìàö³ÿ ò³ëà, ùî ñóïðîâîäæóºòüñÿ òàêèì æå íåîäíîð³äíèì ïîëåì ïîâîðî-
ò³â. Íåîäíîð³äíèì ïîëåì ïîâîðîò³â âçàãàë³ íåìîæëèâî çíåõòóâàòè çà äîïî-
ìîãîþ ïåâíîãî âèáîðó ñèñòåìè êîîðäèíàò. Îñê³ëüêè òàê³ ïîâîðîòè íåÿâíî 
âðàõîâóþòü ÷åðåç ãðàä³ºíò ïîëÿ ïåðåì³ùåíü, òî ¿õ íåîáõ³äíî âðàõîâóâàòè é 
ó çì³í³ ïàðàìåòð³â ñòàíó (íàïðèêëàä, òåíçîð³â íàïðóæåíü ³ äåôîðìàö³¿, 
âåêòîð³â åëåêòðè÷íî¿ ïîëÿðèçàö³¿ ³ íàìàãí³÷åíîñò³), à òàêîæ ïàðàìåòð³â àí-
³çîòðîï³¿ (³íàêøå ìîæíà îòðèìàòè ïîìèëêîâ³ ðåçóëüòàòè). Òàêèì ÷èíîì, ïî-
ñòàº ö³êàâà òåîðåòè÷íà ïðîáëåìà íåë³í³éíî¿ ìåõàí³êè äåôîðì³âíîãî ñåðåäî-
âèùà, ùî º äîñòàòíüî çàãàëüíîþ ïðèêëàäíîþ çàäà÷åþ ÿê òåîð³¿ òåíçîðíèõ 
ôóíêö³é [4, 6], òàê ³ òåîð³¿ äèôåðåíö³àëüíèõ ³íâàð³àíò³â [1, 8, 9]. Ó âèð³øåíí³ 
ö³º¿ çàäà÷³ ïðèðîäíî çàñòîñóâàòè ïîøèðåíèé ó ô³çèö³ ³, íàñàìïåðåä, ó ìå-
õàí³ö³ äåôîðì³âíîãî ò³ëà ïðÿìèé (³íâàð³àíòíèé, áåçêîìïîíåíòíèé) çàïèñ 
òåíçîðíèõ ôîðìóë, ùî äàº çìîãó âèëó÷èòè ç ðîçãëÿäó ñóá’ºêòèâí³ âåëè÷èíè 
– áàçèñí³ âåêòîðè òà êîîðäèíàòè (êîìïîíåíòè). Ñêàëÿðè òà âåêòîðè ïðè 
öüîìó ðîçãëÿäàòèìåìî ÿê òåíçîðè íóëüîâîãî òà ïåðøîãî ðàíãó â³äïîâ³äíî. 

Ïîâîðîò äîâ³ëüíîãî òåíçîðà. Ñï³ëüíèé ïîâîðîò óñ³õ åëåìåíò³â åâêë³äî-
âîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó õàðàêòåðèçóþòü îðòîãîíàëüíèì òåíçîðîì äðóãîãî 
ðàíãó R  [4, 6, 7]: 

 ˆ ˆ ) 1,       ,         ( −= ⋅ = =q q R q q R RT . (1) 
Òóò øàïî÷êà « ∧ » îçíà÷àº ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ äîâ³ëüíîãî âåêòîðà q  ïåðåä 
ïîâîðîòîì. Âåðõí³é ³íäåêñ « T » îçíà÷àº îïåðàö³þ òðàíñïîíóâàííÿ òåíçîðà. 



100 

Îñê³ëüêè ˆ =≡ R Iq q , òî det 1≡R  (òîáòî R  – âëàñíå îðòîãîíàëüíèé òåíçîð). 

Ïîâîðîò òåíçîðà Q  äîâ³ëüíîãî ðàíãó q  âèçíà÷àºòüñÿ ïîâîðîòîì îðòîãî-

íàëüíîãî áàçèñó 1i , 2i , 3i  [4, 6]: 

 ... ...
ˆ ˆ ˆ ˆ...

1 2 1 2 1 1 2 1 2 1q q q q q qk k k k k k k k k k k k k kQ Q
− −

= = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∑ ∑Q i i i i i Ri R i Ri R . (2) 

Òóò ñóìà áåç ³íäåêñ³â îçíà÷àº äîäàâàííÿ çà âñ³ìà ïàðàìè í³ìèõ ³íäåêñ³â â 
îáëàñò³ çì³íè 1, 2, 3. Ââåäåìî qR  – îðòîãîíàëüíèé òåíçîð äîâ³ëüíîãî ïàðíî-

ãî ðàíãó 2 0q ≥ , çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ð³âí³ñòü (2) çàïèøåìî â áåçêîìïîíåíò-
íîìó âèãëÿä³  

 ˆ ˆ ˆ ˆ
( ) ( )q q

q q q q= ≡ = ≡Q Q R Q R R Q R Q   T T . (3) 

Ñèìâîëîì «
( )q

 » ïîçíà÷àºìî q -çãîðòêó («ìíîãîêðàïêó») ì³æ ïàðîþ òåíçîð³â, 
ðàíãè ÿêèõ íå ìåíø³ í³æ q . Îïåðàö³ÿ q -çãîðòêè îõîïëþº ñêàëÿðíèé äîáó-

òîê âåêòîð³â ( 1q = ) òà çâè÷àéíå ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð ( 0q = ). Âçàãàë³, ÿêùî 
ïîðÿäîê çãîðòêè q  äîð³âíþº íóëåâ³, òî âîíà îçíà÷àº ïðÿìèé òåíçîðíèé äî-
áóòîê. Òðèêóòíà ñòð³ëêà, ë³âà « » ÷è ïðàâà « », îçíà÷àº çãîðòêó, ïîðÿäîê 

ÿêî¿ äîð³âíþº ðàíãó òåíçîðà, íà ÿêèé âîíà âêàçóº (òóò òåíçîð Q̂ ). ²íäåêñ 
« T », çàñòîñîâàíèé äî òåíçîðà äîâ³ëüíîãî ðàíãó, îçíà÷àº ³íâåðñ³þ âåêòîðíèõ 
ïîë³àä òåíçîðà (ñêàëÿðè òà âåêòîðè íå çàëåæàòü â³ä òàêî¿ ³íâåðñ³¿): 

 
1 2 1 2 1 1 2 1 2 1

  
q q q q q qk k k k k k k k k k k k k kQ Q

− −
= ⇒ =∑ ∑Q i i i i Q i i i i  T . 

Îñê³ëüêè ˆ ˆ
j jk k⋅ = ⋅i R R iT , òî 

 ˆ ˆ
( ) ( 1)( )

1,         0
q j qj

j q j q j q
− −

− −= = ⋅ ≤ ≤Q R Q R R Q R  T T . (4) 

Íà ï³äñòàâ³ ïîë³àäíîãî ïîäàííÿ (2), îòðèìàºìî ðåêóðåíòí³ âèðàçè äëÿ îðòî-
ãîíàëüíèõ òåíçîð³â ç ðàíãàìè, âèùå äðóãîãî: 

 
( 1)

0 1 1 11,    ,    1   
m

m m m m mm
−

− −≡ ≡ ∀ > = = ⋅R R R R R R R R     . (5) 

Òóò 

 
1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )

K K

K K

K K K K K i i i i− −
≡ ⋅ = ⋅ =R I R I I R I i i Ri i      , (6) 

äå 
1 1N NN N= =∑I i i i i I  T

     – N -³íâåðòîð, òåíçîð ðàíãó 2N  òàêèé, 

ùî 
( ) ( )q q

q q= =Q I I Q Q  T  äëÿ äîâ³ëüíîãî Q . Îñê³ëüêè ñêàëÿðè òà âåêòîðè íå 

çàëåæàòü â³ä ³íâåðñ³¿, òî 0 1≡I  òà 1 ≡I I , äå I  – îäèíè÷íèé òåíçîð äðóãîãî 

ðàíãó. Íà îñíîâ³ âèðàç³â (6) ðåêóðåíòí³ ôîðìóëè (5) çâîäèìî äî ÿâíèõ:  

 
( 1) ( 2) (2)

1 2 1

m m

m m m

− −

−= ⋅ =R R R R R             

 
(2) ( 2) ( 1)

1 2 1

m m

m m

− −

−= ⋅R R R R            .  (7) 

Çàñòîñîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (4)–(7), ïåðåêîíóºìîñÿ, ùî îðòîãîíàëüí³ 
òåíçîðè âèñîêèõ ðàíã³â ìàþòü òàê³ ñàì³ âëàñòèâîñò³, ùî é òåíçîð äðóãîãî 
ðàíãó: 

 
( ) ( )

  ,      
m m

m m m m m m⋅ = ⇒ = = ⋅ ⇒ =R R I R R J R R R R R R
   

 T T , (8) 



101 

äå  
( )m

m m m m= =J I I I  – îäèíè÷íèé òåíçîð ðàíãó 2m . Â³äîìî [3, 4], ùî 

ïðèð³ñò îðòîãîíàëüíîãî òåíçîðà äðóãîãî ðàíãó d = ⋅R R ρ , äå -1 d≡ ⋅R Rρ  – 
áåçìåæíî ìàëèé â³äíîñíèé ïðèð³ñò, º àíòèñèìåòðè÷íèì òåíçîðîì äðóãîãî 
ðàíãó. Ïîíÿòòÿ â³äíîñíîãî ïðèðîñòó ρ  ïîøèðþºòüñÿ äëÿ îðòîãîíàëüíèõ 
òåíçîð³â âèùèõ ðàíã³â:  

 
( ) ( 1)

0 10,           
m m

m m m m m md
−

−≡ ≡ = + =R R J   ρ ρ ρ ρT  

 
( )

1

       1
m n

m n
n

m
=

= ∀ ≥∑ J   ρ . (9) 

Çîêðåìà, 1 ≡ρ ρ , 2 2 2 2( ) := ⋅ + ⋅J I Iρ ρ ρ , äå äâîêðàïêà îçíà÷àº ïîäâ³éíó 

òåíçîðíó çãîðòêó (ïîäâ³éíèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê ïðèëåãëèõ áàçèñíèõ 
âåêòîð³â). Ïðèð³ñò (9) óçàãàëüíþº ïîíÿòòÿ àíòèñèìåòðè÷íîãî òåíçîðà, áî 
çàäîâîëüíÿº m  óìîâ àíòèñèìåòð³¿:  

 
( ) ( )

  ,      1,2, ,
k k

k m k m k m = − ⇒ = − = 
 
I I  ρ ρ ρ ρ

T
T . (10) 

Ð³âí³ñòü (9) çâåäåìî äî ïðîïîðö³¿ ì³æ äâîìà áåçìåæíî ìàëèìè àíòèñè-
ìåòðè÷íèìè òåíçîðàìè  
 1 :q q+= −ρ ρ ρ , (11) 

äå  

 
1 ( ) ( ) (2 1)

1 2
1

,           1
N n n n

N N n n n
n

N
− −

−
=

≡ >∑ J I I I  ρ , (12) 

– òåíçîð ðàíãó 2N . Çîêðåìà, 2 2= I , 3 2 2 2 4 2:≡ ⋅ + ∴J I I I I . ßêùî ïîçíà-

÷èòè 1 = I , òî âèðàç (11) îõîïëþº òàêîæ ³ âèïàäîê, êîëè 0N = . 

Ïðèð³ñò òåíçîðà 
 

Q , çóìîâëåíèé áåçìåæíî ìàëèì ïîâîðîòîì ρ , íàçè-

âàòèìåìî îáåðòîâèì ³ ïîçíà÷àòèìåìî d Qρ . Äèôåðåíö³þþ÷è âèðàç (3) ïðè 

ˆ const=Q  òà áåðó÷è äî óâàãè ôîðìóëó (4), îòðèìàºìî  

 
( ) ( )

( )
q k k

q q q q k kd
−

−≡ = − = −Q Q I Q Q Q    ρ ρ ρ ρ ρT T , 

 1, 2, ,k q=  .  (13) 

Âðàõîâóþ÷è ð³âí³ñòü ( )=Q Q Q QT T T  òà ôîðìóëó (10), îòðèìàºìî òàê³ óìîâè 
äëÿ îáåðòîâîãî ïðèðîñòó (13):  

 
( ) ( ) ( )

0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k k k

k q k q k d= = =Q Q I Q I Q I Q Q       ρρ ρT T T , 

 1, 2, ,k q=  . (14) 
Öå º óçàãàëüíåííÿì â³äîìîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ äëÿ ïîâîðîòó âåê-
òîðà: 0d⋅ =a aρ . Ð³çíèöÿ d d∂ ≡ −Q Q Qρ ρ  ì³æ ïîâíèì òà îáåðòîâèì ïðè-

ðîñòàìè º áåçîáåðòîâèì ïðèðîñòîì, ÿêèé íå âðàõîâóº ïîâîðîòó ρ . Çàçíà-
÷èìî, ùî ïîä³ë ïîâíîãî ïðèðîñòó íà îáåðòîâèé ³ áåçîáåðòîâèé çàëåæèòü â³ä 
ïîâîðîòó ρ . 

Òåíçîðè ³çîòðîï³¿ òà ð³âíÿííÿ òåíçîðíî¿ áóäîâè ôóíêö³¿. ßêùî äî-
â³ëüíèé òåíçîð íå çàëåæèòü â³ä ïîâîðîòó, òî éîãî íàçèâàþòü ³çîòðîïíèì: 

ˆ ˆ ˆ    q∀ ≡ ⇒ ≡R Q Q R Q Q . Öÿ óìîâà òîòîæíà äèôåðåíö³àëüí³é: d ≡Qρ  

0S≡ ≡Q  ρ . Áàçóþ÷èñü íà ð³âíîñò³ (11), çâåäåìî äèôåðåíö³àëüíó óìîâó äî 
àëãåáðà¿÷íî¿: 

 1 2 2: ( ) 0q+ − =Q I J  . (15) 
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Öÿ óìîâà òåíçîðíî¿ ³çîòðîï³¿ íå çàëåæèòü â³ä ïîíÿòòÿ ïîâîðîòó. Äëÿ ñêàëÿ-
ð³â âîíà ïåðåòâîðþºòüñÿ íà òîòîæí³ñòü: 2 2: ( ) 0A − ≡I I J . Äëÿ äîâ³ëüíîãî 

âåêòîðà a  âîíà çâîäèòüñÿ äî ð³âíÿííÿ 
3

1

( ) 0k k k
k=

− =∑ i i a ai , ºäèíèì ðîçâ’ÿç-

êîì ÿêîãî º íóëü-âåêòîð. Äëÿ äîâ³ëüíîãî òåíçîðà äðóãîãî ðàíãó A  óìîâà 
(15) íàáóâàº âèãëÿäó  

 3 2 2 3 2 2: : ( )  = ⋅ + = ⋅ + ⇒A A J I I A I A  T  

 2 2 2 2 ( ) : ( ) 0⇒ ⋅ − ⋅ − =A I I A I JT . (16) 
ªäèíèì ðîçâ’ÿçêîì öüîãî ð³âíÿííÿ º êóëüîâèé òåíçîð. Òåíçîðè (12) ïðèðîä-
íî íàçâàòè òåíçîðàìè ³çîòðîï³¿. 

Ó ïåâíîìó ô³êñîâàíîìó áàçèñ³ äîâ³ëüíó òåíçîðíó ôóíêö³þ ïîäàþòü ÿê 
òåíçîð, êîìïîíåíòè ÿêîãî º ôóíêö³ÿìè â³ä êîìïîíåíò òåíçîð³â-àðãóìåíò³â. 
Íàïðèêëàä, ó áàçèñ³ ,  1,2,3j j =i , ìàºìî òàêå ïîäàííÿ äëÿ ôóíêö³¿ ðàíãó g : 

 ( , )= =G G X Y  

 
1 2 1 1 2 11 1 3 3 1 1 3 3( , , , , , )

g g g gk k k k k k k kG X X Y Y
− −

= ∑ i i i i       , (17)  

çàëåæíî¿ â³ä òåíçîð³â ,X Y  ðàíã³â x  òà y  â³äïîâ³äíî: 

 
1 2 1 1 2 1x x x x

X
− −

= ∑X i i i i         , 

 
1 2 1 1 2 1y y y ym m m m m m m mY

− −
= ∑Y i i i i  . 

Ðîçãëÿíåìî öåé íàéïðîñò³øèé âèïàäîê òåíçîðíî¿ ôóíêö³¿ â³ä äåê³ëüêîõ 
çì³ííèõ, ùîá óíèêíóòè äâîïîâåðõîâèõ ³íäåêñ³â.  
 Çà îçíà÷åííÿì [6] ôóíêö³ÿ ³çîòðîïíà, ÿêùî ñï³ëüíèé ïîâîðîò ¿¿ àðãó-
ìåíò³â ïðèçâîäèòü äî òàêîãî æ ïîâîðîòó ¿¿ çíà÷åííÿ, à ³íàêøå – ôóíêö³ÿ 
àí³çîòðîïíà. Çîêðåìà, ôóíêö³ÿ (17) ³çîòðîïíà, êîëè ç³ ñï³ëüíèì ïîâîðîòîì ¿¿ 
çì³ííèõ òàê ñàìî ïîâåðòàºòüñÿ ¿¿ çíà÷åííÿ: 

 ˆˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )x y g g= ≡ = =G G X Y G X R Y R G R G X Y R    . (18) 

ßêùî æ çàô³êñóâàòè îäíó ç³ çì³ííèõ, íàïðèêëàä Y , òî ôóíêö³ÿ 

const( ) ( , ) =≡Y YG X G X Y  óæå º àí³çîòðîïíîþ. Òîáòî ïîä³ë ôóíêö³é íà ³çî-

òðîïí³ òà àí³çîòðîïí³ íå ñòîñóºòüñÿ áóäîâè òåíçîðíèõ ôóíêö³é. Êîæíà àí-
³çîòðîïíà ôóíêö³ÿ çâîäèòüñÿ äî ³çîòðîïíî¿, ÿêùî âñ³ ñòàë³ òåíçîðí³ ïàðà-
ìåòðè ââàæàòè çì³ííèìè. Çîêðåìà, ââàæàþ÷è ó ïîäàíí³ ôóíêö³¿ (17) âåêòî-
ðè áàçèñó çì³ííèìè, çâîäèìî öþ ôóíêö³þ äî ³çîòðîïíî¿:  

 1 2 3( , , , , )∗ =G X Y i i i  

 
1 2 1 1 2 11 1 3 3 1 1 3 3( , , , , , ) .

g g g gk k k k k k k kG X X Y Y
− −

= ∑ i i i i        (19) 

Ä³éñíî, ïðàâà ÷àñòèíà ôóíêö³¿ (19) âêëþ÷àº çì³íí³ âåêòîðè ji  (ó öüîìó âè-

ïàäêó ¿õ, çðîçóì³ëî, íå ìîæíà ââàæàòè äîâ³ëüíèì ô³êñîâàíèì áàçèñîì) òà 
ñêàëÿðí³ ³íâàð³àíòè 
 

1 2 1 1 2 1x x x x
X

− −
= X i i i i          , 

 
1 2 1 1 2 1y y y ym m m m m m m mY

− −
= Y i i i i   , (20)  

ùî çàëåæàòü â³ä âåêòîð³â ji  òà òåíçîð³â ,X Y . Òîìó ôóíêö³ÿ 1 2 3( , , , , )∗G X Y i i i  

íå çàëåæèòü â³ä áàçèñó òåíçîðíèõ ³ âåêòîðíèõ çì³ííèõ. Îñê³ëüêè ñêàëÿðè 
(19) íå çàëåæàòü â³ä ïîâîðîòó, òî ç îãëÿäó íà (1) 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ )1 2 3 1 2 3( , , , , ) ( , , , , g
∗ ∗=G X Y i i i G X Y i i i R . (21) 

Ó òàêèé ñïîñ³á äîâ³ëüíó àí³çîòðîïíó ôóíêö³þ çâîäèìî äî ³çîòðîïíî¿. 
Òàêèì ÷èíîì, íà â³äì³íó â³ä îá’ºêòèâíî¿ àí³çîòðîï³¿ òåíçîð³â (15), ó òîìó 
÷èñë³ é òàêèõ, ùî º çíà÷åííÿìè òåíçîðíèõ ôóíêö³é ³ ¿õ çì³ííèõ, «àí³çîòðî-
ï³ÿ» òåíçîðíèõ ôóíêö³é ñóá’ºêòèâíà. Òóò ³ íàäàë³ ââàæàòèìåìî, ùî ôóíêö³ÿ 
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(17) ³çîòðîïíà. Äèôåðåíö³þþ÷è ð³âí³ñòü (18) çà ì³ðîþ ïîâîðîòó R çã³äíî ç 
ôîðìóëàìè (13), îòðèìàºìî 

 
, ,

( ) ( )g x yd = = +
X Y

G G G X G Y  ρ ρ ρ ρT T ,  (22)  

äå íèæí³é ³íäåêñ ï³ñëÿ êîìè îçíà÷àº â³äïîâ³äíó òåíçîðíó ïîõ³äíó [3, 5]. 
Ï³äñòàâëÿþ÷è (11) ó (22), îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ òåíçîðíî¿ áóäîâè ôóíêö³¿, ùî 
ïîâ’ÿçóº çíà÷åííÿ ñàìî¿ ôóíêö³¿, ¿¿ çì³ííèõ ³ ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ: 

 
(2 )(2 )

1 1 1 2 2, ,
( ) ( ) : ( ) 0

yx

g x y+ + +
 − − − = 
 X Y
G G X G Y I J    T T . (23) 

Çà óìîâîþ (15) ³çîòðîïí³ çì³íí³ íå ñòâîðþþòü äîäàíê³â â öüîìó ð³âíÿí-
í³. ßê íàñë³äîê, ÿêùî âñ³ òåíçîðí³ ïàðàìåòðè ôóíêö³¿ ïðèéìàþòü ëèøå ³çî-
òðîïí³ çíà÷åííÿ, òî ôóíêö³ÿ ïðèéìàº òàêîæ ëèøå ³çîòðîïí³ çíà÷åííÿ ³ ìî-
æå áóòè çâåäåíà äî ñêàëÿðíî¿ ôóíêö³¿, çàëåæíî¿ â³ä ñêàëÿðíèõ çì³ííèõ 
(ïðîòå â³ä öüîãî òåíçîðíà ïðèðîäà ô³çè÷íèõ âåëè÷èí íå âòðà÷àºòüñÿ). 

ßêùî ôóíêö³ÿ ñêàëÿðíà, òî ð³âíÿííÿ (23) íàáóâàº âèãëÿäó  
 1 1 2 2, ,

( ) ( ) : ( ) 0x y+ ++ − =
X Y

G X G Y I J T T [ ] . (24) 

Äëÿ ñêàëÿðíî¿ ôóíêö³¿ â³ä ñêàëÿðíèõ çì³ííèõ ð³âíÿííÿ (24) âèðîäæóºòüñÿ â 
íóëüîâó òîòîæí³ñòü. Äëÿ äîâ³ëüíî¿ ñêàëÿðíî¿ ôóíêö³¿ ( )f a , çàëåæíî¿ â³ä 

ºäèíî¿ âåêòîðíî¿ çì³ííî¿, öå ð³âíÿííÿ ìàº òàêèé âèãëÿä: , 2 2: ( ) 0f − =aa J I . 

Çâ³äñè âèïëèâàº â³äîìèé ðåçóëüòàò: ä³àäà ,f aa  ñèìåòðè÷íà (òîáòî ïîõ³äíà 

,fa  ïàðàëåëüíà äî âåêòîðà a ). Äëÿ äîâ³ëüíî¿ ñêàëÿðíî¿ ôóíêö³¿ ( )F A , çà-

ëåæíî¿ â³ä ºäèíî¿ çì³ííî¿ – òåíçîðà äðóãîãî ðàíãó, ð³âí³ñòü íàáóâàº âèãëÿäó 

ð³âíÿííÿ , 2 2,
[ ] : ( ) 0F F⋅ + ⋅ − =AA
A A I JT

T , ç ÿêîãî âèïëèâàº, ùî òåíçîð ó 

êâàäðàòíèõ äóæêàõ ñèìåòðè÷íèé. ßêùî çì³ííà A  – ñèìåòðè÷íèé òåíçîð, 
òî ð³âíÿííÿ (24) çâîäèòüñÿ äî â³äîìî¿ ð³âíîñò³ ïðî êîìóòàòèâí³ñòü ñèìå-
òðè÷íî¿ òåíçîðíî¿ çì³ííî¿ ³ ïîõ³äíî¿ çà íåþ â³ä ñêàëÿðíî¿ ôóíêö³¿ [4]:  
 , ,F F⋅ = ⋅A AA A .  

Äèôåðåíö³þâàííÿ ôóíêö³é ç îáåðòîâèìè ïàðàìåòðàìè. ßêùî ïðèð³ñò 
(13) çì³ííî¿ îáåðòîâèé, òî é ñàìà çì³ííà ìîæå áóòè íàçâàíà îáåðòîâèì 
ïàðàìåòðîì òåíçîðíî¿ ôóíêö³¿. Âèðàç (3) ÿê ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (14) º ÿâíèì 
âèðàçîì äëÿ îáåðòîâîãî ïàðàìåòðà. Êàçàòèìåìî, ùî ð³çí³ îáåðòîâ³ ïàðàìåò-
ðè º ñï³ëüíî îáåðòîâèìè, ÿêùî ¿õí³ ïðèðîñòè âèçíà÷àþòüñÿ îäíèì ³ òèì æå 
ïîâîðîòîì ρ . Íàïðèêëàä, âåêòîðè ji  ó âèðàç³ (21) ñï³ëüíî îáåðòîâ³. Ð³âíÿí-

íÿ òåíçîðíî¿ áóäîâè îòðèìàíî âëàñíå çà óìîâè, ùî âñ³ çì³íí³ ôóíêö³¿ çì³-
íþþòüñÿ ÿê ñï³ëüíî îáåðòîâ³. Ãîâîðÿ÷è ïðî ïîâîðîò àí³çîòðîïíèõ ìàòåð³à-
ë³â, äîö³ëüíî ââåñòè ïîíÿòòÿ îáåðòîâíèõ òåíçîðíèõ ôóíêö³é. À ñàìå, ÿêùî 
ôóíêö³ÿ íå çàëåæàòü â³ä àí³çîòðîïíèõ êîíñòàíò, òî ¿¿ ìîæíà íàçâàòè îáåð-
òîâíîþ, à ³íàêøå – íåîáåðòîâíîþ. Íåîáåðòîâíà ôóíêö³ÿ ñòàº îáåðòîâíîþ, 
ÿêùî ¿¿ êîíñòàíòè ââàæàòè îáåðòîâèìè ïàðàìåòðàìè. Îáåðòîâíó ôóíêö³þ, 
ùî çàëåæèòü â³ä îáåðòîâèõ ïàðàìåòð³â, âàðòî íàçâàòè àí³çîòðîïíîþ, à 
³íàêøå – ³çîòðîïíîþ. 

Ó òåíçîðíîìó ïîçíà÷åíí³ ïîâíèé äèôåðåíö³àë ôóíêö³¿ (17) ìàº òàêèé 
âèãëÿä [4, 6]: 
 

, ,
d d d= +

X Y
G G X G Y T T .  (25) 

Íåõàé öÿ ôóíêö³ÿ îáåðòîâíà. Â³äí³ìàþ÷è (22) â³ä (25), îòðèìàºìî âèðàç äëÿ 
áåçîáåðòîâîãî äèôåðåíö³àëà îáåðòîâíî¿ ôóíêö³¿: 

 
, ,

∂ = ∂ + ∂
X Y

G G X G Y ρ ρ ρT T .  (26) 

ßêùî çì³ííà Y  – îáåðòîâèé ïàðàìåòð: ˆ
y=Y Y R , òî â³äïîâ³äíèé äî-

äàíîê ó ð³âíÿíí³ (26) äîð³âíþº íóëåâ³. Òîä³ 
,

∂ = ∂
X

G G Xρ ρT , ³ ó öüîìó âè-



104 

ïàäêó äëÿ ïîâíîãî ïðèðîñòó ôóíêö³¿ îòðèìàºìî âèðàç 
 

,
( )g xd d= + − =

X
G G G X X  ρ ρT  

 1 1, ,
:q xd + += − −

X X
G X G G X    ρT T ( ) , (27)  

ç ÿêîãî âèëó÷åíî ïîõ³äíó çà îáåðòîâèì ïàðàìåòðîì. 
Âèñíîâîê. Çàñòîñîâóþ÷è ïîä³ë äèôåðåíö³àëà íà îáåðòîâèé ³ áåçîáåð-

òîâèé, ìîæíà óíèêàòè äèôåðåíö³þâàííÿ çà îáåðòîâèìè ïàðàìåòðàìè àí-
³çîòðîï³¿ ìàòåð³àëó. Óñ³ äèôåðåíö³àëüí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ, ùî ñòîñóþòüñÿ àí-
³çîòðîïíèõ ìàòåð³àë³â, çà â³äñóòíîñò³ îáåðòàííÿ ïîøèðþþòüñÿ íà âèïàäîê 
îáåðòàííÿ, ÿêùî ïîâí³ äèôåðåíö³àëè ââàæàòè áåçîáåðòîâèìè (26). Ó âèðàç³ 
äëÿ ïîâíîãî äèôåðåíö³àëà ñï³ëüíèé ïîâîðîò âñ³õ çì³ííèõ ôóíêö³¿ âðàõîâóº 
îáåðòîâèé ïðèð³ñò ¿¿ çíà÷åííÿ, çîêðåìà, ó ôîðìóë³ (27) – ïåðøèé äîäàíîê. 
Ó ìåõàí³ö³ äåôîðì³âíîãî ò³ëà ñï³ëüíèé ïîâîðîò âñ³õ òåíçîðíèõ çì³ííèõ ç 
ïàðàìåòðàìè àí³çîòðîï³¿ âêëþ÷íî º âëàñíå ïîâîðîòîì ìàòåð³àëó. Ó öüîìó 
âèïàäêó áåçìåæíî ìàëèé ïîâîðîò ρ  âèçíà÷àºòüñÿ êîñîñèìåòðè÷íîþ ÷àñòè-
íîþ ãðàä³ºíòà áåçìåæíî ìàëîãî ïîëÿ íàêëàäåíèõ ïåðåì³ùåíü [2, 4, 7].  
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ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ТЕНЗОРНЫХ ФУНКЦИЙ СОСТОЯНИЯ ТЕЛА С УЧЕТОМ ВРАЩЕНИЯ 
 
Ðàññìîòðåíî îáùåå ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðíîé ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ àíèçîòðîïíîãî 
ìàòåðèàëà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîãäà ïàðàìåòðû àíèçîòðîïèè ÿâëÿþòñÿ 
ïåðåìåííûìè òåíçîðàìè ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà. Íà îñíîâàíèè îáîáùåíèÿ îðòîãî-
íàëüíîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðîâ íà âûñøèå ðàíãè çàïèñàíû â ïðÿìîì, 
áåçêîìïîíåíòíîì âèäå óðàâíåíèå òåíçîðíîãî ñòðîåíèÿ âðàùàåìîé ôóíêöèè ïðî-
èçâîëüíîãî ðàíãà è ïðàâèëî åå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïðè-
ìåíÿòü äëÿ çàäà÷ ñóïåðïîçèöèè òåíçîðíûõ è âåêòîðíûõ ñîñòîÿíèé â àíèçîòðîï-
íûõ äåôîðìèðóåìûõ ìàòåðèàëàõ, íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ íàïðÿæåíèé.  
 
DIFFERENTIATION OF TENSOR STATE FUNCTIONS WITH TAKING INTO ACCOUNT ROTATION 
 
The general representation for tensor state function of the anisotropic material is 
considered in the Euclidean space when anisotropy parameters are variable tensors with 
a rank greater than two. Basing on generalization of orthogonal and antisymmetric 
tensors for the ranks greater than two, the constitutive equation and differentiation rule 
are written down for an arbitrary rotational tensor function. These relations can be used 
in the problems of superposition of tensor and vector state fields in anisotropic solids, 
for nondestructive stress control, in particular.  
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