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К ВОПРОСУ ЭФФЕКТИВНОСТИ МЕТОДА  
ВКБ–ГАЛЕРКИНА В ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ 
С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
 

Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíûõ ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, îñíîâàí-
íûé íà ìîäåëè ãèáðèäíîãî ìåòîäà ÂÊÁ–Ãàëåðêèíà. Ýôôåêòèâíîñòü ïîäõîäà 
ïðîèëëþñòðèðîâàíà ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíîé çàäà÷è, êîòîðàÿ îïèñûâàåò 
îòâîä òåïëà ÷åðåç èçëó÷àòåëü ïåðåìåííîé ãåîìåòðèè. 

 
Ãèáðèäíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç íîâûõ ïåðñ-

ïåêòèâíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñ 
ìàëûìè è áîëüøèìè ïàðàìåòðàìè [5]. Ïðèìåíåíèå ýòîãî ïîäõîäà ïîäòâåð-
äèëî äîñòàòî÷íî âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü â ðÿäå çàäà÷ ìåõàíèêè äåôîðìè-
ðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Èçâåñòíî, ÷òî 
òàêîé òèï óðàâíåíèé íå èìååò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ïîýòîìó äëÿ ðåøå-
íèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ èñïîëüçóþò ÷èñëåííûå ìåòîäû, êîòîðûå, îäíàêî, íå 
äàþò âîçìîæíîñòè ïðîâåñòè êà÷åñòâåííûé àíàëèç ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé. 

Ãèáðèäíûé ìåòîä (Wentzel–Kramer–Brillouin) ÂÊÁ–Ãàëåðêèíà ïðèìå-
íåí â ðàáîòàõ [1, 6, 7] äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ìåõàíèêè ñ 
îïðåäåëåííîãî âèäà ñèíãóëÿðíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Îñî-
áûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íåîäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, 
ñîäåðæàùèå ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ. 

Öåëüþ ýòîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà è îïèñàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé 
ìîäåëè ãèáðèäíîãî ìåòîäà ÂÊÁ–Ãàëåðêèíà äëÿ ñèíãóëÿðíûõ íåîäíîðîäíûõ 
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ, è ïðè-
ìåíåíèå ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è îá îòâîäå òåïëà ÷åðåç 
èçëó÷àòåëü êîíè÷åñêîé ôîðìû. 
 1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìåòîäà. Ïóñòü íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèå 
ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ 
ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè 

 2 ( ) ( ) ( )U a x U b x U c x′′ ′ε + + = , (1) 

ãäå ( , )U x ε  – èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà êîíöàõ èíòåðâàëà 
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 

 ( , ) ,                   ( , )d fU d U U f Uε = ε = , 

( ), ( ), ( )a x b x c x  – çàäàííûå ôóíêöèè, íå îáðàùàþùèåñÿ â íîëü íà èíòåð-

âàëå , ;  d f ε[ ]  – ïàðàìåòð. 

Äîïóñêàÿ, ÷òî ðåøåíèå ( , )U x ε  çàäà÷è (1) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííîå, 
áóäåì åãî èñêàòü â âèäå ñóììû 

 o.o ÷.ð.( , )U x U Uε = + , 

ãäå o.oU  – îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ÷.ð.U  – ÷àñòíîå ðåøåíèå 
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.  

Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå (1) îäíîðîäíîå óðàâíåíèå  

 2 ( ) ( ) 0U a x U b x U′′ ′ε + + = . (2) 

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2) íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü ïðîèç-

âîäíóþ ïåðâîãî ïîðÿäêà [2]. Åñëè 
2

( )à õ

ε
èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ 
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ïåðâîãî ïîðÿäêà è åñëè ïîëîæèòü 
2

( )1( ) exp
2

a x
Y x dx = − 

 ε∫ , òî çàìåíîé 

U Z Y= ⋅  óðàâíåíèå (2) ïðèâåäåì ê óðàâíåíèþ 

 2 ( ) 0Z g x Z′′ε − = ,  ãäå 
2

2

( ) ( )
( ) ( )

24

a x a x
g x b x

′
= + −

ε
. (3) 

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ôàçîâûõ èíòåãðàëîâ [4], çàïèøåì 

 1
0 1 2( , ) exp

x

d

Z x dx− ε = ε ϕ + ϕ + εϕ + 
 ∫ ( ) , (4) 

ãäå ( )i xϕ  – íåèçâåñòíûå ôóíêöèè. 
Îãðàíè÷èâàÿñü îäíèì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ (4), ïðåäñòàâèì ÂÊÁ-ðåøå-

íèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3) êàê  

 
1 2

1 1
1 0 2 0( , ) exp exp

x x

d d

Z x c dx c dx− −ε = ε ϕ + ε ϕ∫ ∫( ) ( ) , 

ãäå 
1,20 ( )g xϕ = ± . 

Â õîäå ðåøåíèÿ íå áûëî ó÷òåíî âëèÿíèÿ ÷ëåíîâ ñóììû âòîðîãî è âûøå 
ïîðÿäêîâ, ò. å. ðåøåíèå áûëî ïîñòðîåíî â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè. Åñëè äëÿ 
äàííîãî òèïà óðàâíåíèé èñïîëüçîâàòü âûñøèå ïðèáëèæåíèÿ, òî ýòî ïðèâî-
äèò ê áîëüøîé ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé è íå âñåãäà îñóùåñòâèìî. 

Ãèáðèäíûé ìåòîä ÂÊÁ–Ãàëåðêèíà ñîåäèíÿåò ïîçèòèâíûå îñîáåííîñòè 
ìåòîäà ôàçîâûõ èíòåãðàëîâ [4] è ìåòîäà Ãàëåðêèíà è ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü 
áîëåå ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå ïî âåëè÷èíå ïàðàìåòðà, êîòîðûé ìîæåò áûòü 
êàê ìàëûì, òàê è áîëüøèì. 

Ìåòîä îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà øàãà. Íà ïåðâîì øàãå íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ 
ôóíêöèé iϕ  ÂÊÁ ìåòîäîì. Íà âòîðîì øàãå ïðåäñòàâèì ðåøåíèå Z  â âèäå 

 0 0exp
x

H
d

Z dx = δ ϕ 
 ∫ .  

Íàõîäÿ ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå è ïîäñòàâëÿÿ èõ â èñõîäíîå óðàâíå-
íèå (3), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ íåâÿçêè  

 2 2 2
0 0 0 0 ( )R g x′= ε δ ϕ + δ ϕ −( ) . 

Ïðèìåíÿÿ êðèòåðèé îðòîãîíàëüíîñòè Ãàëåðêèíà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî 

 
1,20

( )

2 ( )

g x

g x

′′ϕ = ± , 

äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà 0δ  ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíå-

íèå  

 2 2 3/2 2 3/2
0 0

( )
( ) ( ) 0

2

f f f

d d d

g x
g x dx dx g x dx

′
δ ε ± + δ ε − ± =∫ ∫ ∫( ) ( ) , 

ðåøåíèå êîòîðîãî çàïèøåì â âèäå 

  
1,2

2

0 2
3 3

( ) ( ) ( ) ( )1

4 ( ) 4 ( )
f f

d d

g d g f g f g d

g x dx g x dx

 
 − −δ = ± + +  

ε  
 ∫ ∫

. (5) 

Îêîí÷àòåëüíîå ãèáðèäíîå ÂÊÁ–Ãàëåðêèíà ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ (2) ñ ó÷åòîì (5) è çàìåíû U Z Y= ⋅  ïðèìåò âèä 
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2

o.o
1 2

3 3

( ) ( ) ( ) ( )1( , ) exp ( )

4 ( ) 4 ( )
f f

d d

x

H
d

g d g f g f g d
U x ñ g x dx

g x dx g x dx

      − −ε = + + −   ε       

∫
∫ ∫

 

 22
3

( ) ( )( )1 exp
2

4 ( )
f

d

x x

d d

g d g fa x
dx c

g x dx

     − − + − ε   
  

∫ ∫
∫

 

 

2

2 2
3

( ) ( ) ( )1 1( )
2

4 ( )
f

d

x

d

g f g d a x
g x dx dx

g x dx

   − − + −  ε ε      

∫
∫

. 

Îáîçíà÷èì 

1( )U x =  

 

2

2 2
3 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1exp ( )
2

4 ( ) 4 ( )
f f

d d

x x

d d

g d g f g f g d a x
g x dx dx

g x dx g x dx

      − − = + + −   ε ε         

∫ ∫
∫ ∫

, 

2( )U x =  

 

2

2 2
3 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1exp ( )
2

4 ( ) 4 ( )
f f

d d

x x

d d

g d g f g f g d a x
g x dx dx

g x dx g x dx

      − − = − + −   ε ε         

∫ ∫
∫ ∫

. 

 Ôóíêöèè 1( )U x  è 2( )U x  îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé 
îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî íåîäíîðîä-
íîìó óðàâíåíèþ (1). ×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì 
ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ( )W xν  äåòåðìèíàíò, ïîëó-

÷àþùèéñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìå äåòåðìèíàíòà 
Âðîíñêîãî ( )W x  çàìåíîé ýëåìåíòîâ ν -ãî ñòîëáöà íà 0, ( )c x{ } :  

 2 1
1 2

2 1

0 ( ) ( ) 0
( ) ,     ( )

( ) ( ) ( ) ( )
U x U x

W x W x
c x U x U x c x

= =′ ′ . 

Òîãäà ôóíêöèÿ  

 1 2
1 1 2 22 2

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
H

W x W x
U c U x dx c U x dx

W x W x
= +

ε ε∫ ∫  

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1). 
2. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó äëÿ 

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà òàêóþ, äëÿ êîòîðîé ñó-
ùåñòâóåò òî÷íîå ðåøåíèå: 

 2 sin (2 ),          (0) (1) 0U U U x U U′′ ′ε + + = π = = .  (6) 

Ýòà çàäà÷à áûëà ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [5], è äëÿ íåå ïîñòðîåíî ãèá-
ðèäíîå ðåøåíèå â âèäå îáúåäèíåíèÿ ìåòîäîâ ñðàùèâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ 
ðàçëîæåíèé è Ãàëåðêèíà. Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) èìååò âèä  
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 1 2 1
1 2 2 2 2

1

4( ) cos (2 ) sin (2 )
21 4 4

k x k x k
U x c e c e x x

k

π  = + + π − π − π − ε + π( )
 

 2

2 2 2
2

4 cos (2 ) sin (2 )
21 4 4

k
x x

k

π  − π − π π − ε + π( )
, 

ãäå 
2

1 2 2
1 1 4

2 2
k − ε= − +

ε ε
, 

2

2 2 2
1 1 4

2 2
k − ε= − −

ε ε
; 1c  è 2c  – ïðîèçâîëüíûå ïî-

ñòîÿííûå, êîòîðûå íàõîäèì, èñïîëüçóÿ êðàåâûå óñëîâèÿ. 
Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ãèáðèäíîãî ìåòîäà, è òî÷íîãî ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1 (ïðè 

0.3ε = ) è ðèñ. 2 (ïðè 10ε = ). (Íà ðèñ. 1, 2 îáîçíà÷åíî: ( )T x  – òî÷íîå 
ðåøåíèå, ( )U x  – ÂÊÁ–Ãàëåðêèíà ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ñ ó÷åòîì çàìåíû â 

ôîðìå U Z Y= ⋅ , è 1( )U x  – ÂÊÁ–Ãàëåðêèíà ðåøåíèå áåç èñïîëüçîâàíèÿ 
òàêîé çàìåíû.) 
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 Рис. 1 Рис. 2 

Íà ðèñ. 1 âèäèì, ÷òî ãèáðèäíîå ðåøåíèå ( )U x  ñ èñïîëüçîâàíèåì çàìå-
íû, êîòîðàÿ ïðåîáðàçóåò ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî ïîðÿäêà, è òî÷íîå ðåøåíèå 

( )T x  ñîâïàäàþò, â îòëè÷èå îò ãèáðèäíîãî ðåøåíèÿ 1( )U x  áåç çàìåíû. Ìå-
òîä ÂÊÁ–Ãàëåðêèíà ñ ïðåîáðàçîâàííîé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïîëíîñòüþ 
ïîâòîðÿåò òî÷íîå ðåøåíèå è äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà. Íà ðèñ. 2 
î÷åâèäíî ïîëíîå ñîâïàäåíèå ðåøåíèé ïðè 10ε = . 

Ïðèìåíèì äàííóþ ìîäåëü ê çàäà÷å, êîòîðàÿ îïèñûâàåò îòâîä òåïëà ÷å-
ðåç èçëó÷àòåëü êîíè÷åñêîé ôîðìû. 

Ðàññìîòðèì òåïëîèçëó÷àòåëü êîíè÷åñêîé ôîðìû, âûñòóïàþùèé èç 
ïëîñêîé ñòåíêè, òåìïåðàòóðà ïîâåðõíîñòè êîòîðîé ðàâíà ST . Ïóñòü ðàäèóñ 

îñíîâàíèÿ è äëèíà èçëó÷àòåëÿ ðàâíû R  è L  ñîîòâåòñòâåííî. Èçëó÷àòåëü 
íàõîäèòñÿ â æèäêîñòè ñ òåìïåðàòóðîé T∞ .  

Èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ [3] 

 
1 22 2

2
2

2 ( )d dT h L Rx T T
dx dx K R

∞
+   = −   

   

/

  

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì 

 
(0)

0,            ( ) S
dT

T L T
dx

= = , 

ãäå h  è k  – êîýôôèöèåíòû êîíâåêöèîííîãî ïåðåíîñà òåïëà è òåïëîïðîâîä-
íîñòè èçëó÷àòåëÿ ñîîòâåòñòâåííî. 

Ââåä¸ì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå 

 ,            S

S

T Txx
L T T∞

−
= θ =

−
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è ïîëîæèì 

 
1 22 2

2
2

2hL L Rm
k R

 +=   

/

. 

Òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû ïî òåïëîèçëó÷àòå-
ëþ ïðèìåò âèä 

 
2

2 2 2
2 1x d d

dxm dx m
θ θ+ = θ − , (7) 

à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàïèøóòñÿ êàê 

 
(0)

0,         (1) 0
d
dx
θ = θ = .  

Ïîëîæèì 2
2

1
m

= ε , òîãäà óðàâíåíèå (7) ïðèìåò âèä 

 
2

2 2
2

2 1d dx
dxdx

θ θε + ε − θ = − .  

Ïóñòü (1) 0,  (1) 1′θ = θ = . Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçî-
âàëcÿ ìåòîä Ðóíãå–Êóòòà â ñðåäå ïðîãðàììíîãî ïàêåòà «Mathcad». 
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 Рис. 3 Рис. 4 

Íà ðèñ. 3 ïîñòðîåíû ãðàôèêè ÷èñëåííîãî è ãèáðèäíûõ ðåøåíèé c ïðåî-

áðàçîâàííîé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé è áåç ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ 0.1ε = . (Íà 
ðèñ. 3, 4 îáîçíà÷åíî: ( )W x  – ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ( )U x  – ÂÊÁ–Ãàëåðêèíà 

ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ñ çàìåíîé U Z Y= ⋅ , è 1( )U x  – ÂÊÁ–Ãàëåðêèíà ðå-
øåíèå áåç èñïîëüçîâàíèÿ òàêîé çàìåíû.) Ïåðâûå äâà õîðîøî ñî÷åòàþòñÿ, â 
òî âðåìÿ êàê íåïîñðåäñòâåííîå ðåøåíèå áåç ïðèìåíåíèÿ çàìåíû, äàåò çà-
ìåòíóþ ïîãðåøíîñòü. Ïðè óâåëè÷åíèè ε  ãèáðèäíîå ðåøåíèå ( )U x  ïðîäîë-
æàåò õîðîøî ñî÷åòàòüñÿ ñ ÷èñëåííûì. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ýòîãî æå ìåòîäà áåç ïðåîáðàçîâàíèé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé, çíà÷è-
òåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî 
ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ íîâîé ïåðåìåííîé íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü ïåðâóþ ïðî-
èçâîäíóþ. 

Èçìåíèì íà÷àëüíîå óñëîâèå ïðîèçâîäíîé, òî åñòü íà÷àëüíîå çíà÷åíèå 
ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà: 

 (1) 0,          (1) 0′θ = θ = . 

Ýòî ïðèâåäåò ê ñóùåñòâåííûì èçìåíåíèÿì ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû. Ïðîñëåäèì 
çà òî÷íîñòüþ ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé, êîãäà ïàðàìåòð íå ÿâëÿåòñÿ ìàëûì. 
Òàê, íà ðèñ. 4 cðàâíåíèå âåäåòñÿ äëÿ 1.5ε = . Êàê âèäíî, ãèáðèäíûé ïîäõîä 
ñ ïðåîáðàçîâàííîé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé äàåò çäåñü íåçíà÷èòåëüíóþ ïîãðåø-
íîñòü. Ìåòîä ÂÊÁ–Ãàëåðêèíà áåç ó÷åòà ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïðè òàêîì çíà-
÷åíèè ïàðàìåòðà äàåò íåïðèåìëåìûé ðåçóëüòàò. 
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Èòàê, â äàííîé ñòàòüå ïðîèëëþñòðèðîâàíî, ÷òî ìåòîä ÂÊÁ–Ãàëåðêèíà 
â ðÿäå ñëó÷àåâ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåí-
íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ 
ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷àõ î òåïëîèçëó÷åíèè 
ñèñòåì ñ ïåðåìåííûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè. 
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ДО ПИТАННЯ ЕФЕКТИВНОСТІ МЕТОДУ ВКБ–ГАЛЬОРКІНА  
В ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯННЯХ ЗІ ЗМІННИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ 
 
Çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåîäíîð³äíèõ ñèíãóëÿðíèõ äèôåðåíö³àëü-
íèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ç³ çì³ííèìè êîåô³ö³ºíòàìè, ÿêèé áàçóºòüñÿ íà ìî-
äåë³ ã³áðèäíîãî ìåòîäó ÂÊÁ–Ãàëüîðê³íà. Åôåêòèâí³ñòü ï³äõîäó ïðî³ëþñòðîâàíî 
íà ðîçâ’ÿçàíí³ ïðèêëàäíî¿ çàäà÷³, ÿêà îïèñóº â³äâåäåííÿ òåïëà ÷åðåç âèïðîì³íþâà÷ 
çì³ííî¿ ãåîìåòð³¿. 
 
TO THE QUESTION OF EFFECTIVENESS OF WKB–GALERKIN METHOD 
IN DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH VARIABLE COEFFICIENTS 
 
In this paper an algorithm for solution of the heterogeneous singular second-order 
differential equations with the variable coefficients, based on the model of the hybrid 
WKB–Galerkin method, is proposed. The efficiency of this approach is illustrated on 
solution of the applied problem of the mathematical physics that describes the heat 
removal through the variable geometry emitter.  
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