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Äîâåäåíî ñóòòºâó ñàìîñïðÿæåí³ñòü äëÿ íàï³âîáìåæåíîãî çíèçó äèñêðåòíîãî 
ìàãí³òíîãî îïåðàòîðà Øðåä³í´åðà â ïðîñòîð³, ÿêèé º êîìá³íàòîðíîþ ìîäåë-
ëþ äâîâèì³ðíîãî åâêë³äîâîãî ïðîñòîðó. Ïðè ïîáóäîâ³ äèñêðåòíî¿ ìîäåë³ âèêî-
ðèñòîâóºòüñÿ ñõåìà äèñêðåòèçàö³¿ Äåç³íà.  

 

Âñòóï. Íåõàé 2( )p
kΛ   – ìíîæèíà âñ³õ k -ãëàäêèõ (òîáòî êëàñó kC ) 

êîìïëåêñíîçíà÷íèõ p -ôîðì â 2  ³ íåõàé 2 2( ) ( )p p
∞Λ = Λ  . Îçíà÷èìî ìàã-

í³òíèé ïîòåíö³àë ÿê ä³éñíîçíà÷íó 1-ôîðìó 1 2
1( )A ∈ Λ  , òîáòî 

  1 2
1 2A A dx A dx= + , 

äå ∈ 1 2
1 2, ( )A A C   – ä³éñíîçíà÷í³ ôóíêö³¿.  
Ââåäåìî ³íâàð³àíòíèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê äëÿ p -ôîðì ç êîìïàêòíèì 

íîñ³ºì â 2  òàê:  

 
2

( , )ϕ ψ = ϕ ∧ ∗ ψ∫


, (1) 

äå «∗ » – îïåðàö³ÿ ìåòðè÷íîãî ñïðÿæåííÿ ôîðì (∗ -îïåðàòîð Ãîäæà); ∧  – 
îïåðàö³ÿ çîâí³øíüîãî ìíîæåííÿ, à ðèñêà íàä ψ  îçíà÷àº êîìïëåêñíå ñïðÿ-
æåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïîïîâíåííÿ ë³í³éíèõ ïðîñòîð³â ãëàäêèõ ôîðì çà íîðìîþ, 
ùî ïîðîäæóºòüñÿ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (1). Óòâîðåí³ ã³ëüáåðòîâ³ ïðîñòîðè 

áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç 2 2( )L   äëÿ 0-ôîðì (ôóíêö³é) ³ ÷åðåç 2 2( )pL Λ   –
äëÿ p -ôîðì, = 1,2p .  

Íåõàé d  – îïåðàòîð çîâí³øíüîãî äèôåðåíö³þâàííÿ. Ââåäåìî äåôîðìî-
âàíèé äèôåðåíö³àë çà ïðàâèëîì  

 ∞ → Λ ϕ → ϕ + ϕ2 1 2
1: ( ) ( ),           Ad C d i A  , (2) 

äå 2 1i = −  òà A  – ìàãí³òíèé ïîòåíö³àë. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê (1) äîçâîëÿº îç-
íà÷èòè îïåðàòîð, ôîðìàëüíî ñïðÿæåíèé ç Ad :  

 1 2 2
1: ( ) ( )A Cδ Λ →  . 

Òîä³ ìàãí³òíèé ëàïëàñ³àí A∆  (ëàïëàñ³àí ∆  ç ïîòåíö³àëîì A ) ìîæåìî îç-
íà÷èòè çà ôîðìóëîþ  

 ∞− ∆ ≡ δ →2 2: ( ) ( )A A Ad C C  . (3) 

ßêùî îòîòîæíèòè ìàãí³òíèé ïîòåíö³àë A  ç îïåðàòîðîì ìíîæåííÿ  

 ∞ → Λ ϕ → ϕ2 1 2
1: ( ) ( ),         A C A  , 

òî îïåðàòîð Aδ  çîáðàæàºòüñÿ ó âèãëÿä³  

 ( )A iA∗δ ω = δ − ω , (4) 

äå δ  ³ ∗A  – îïåðàòîðè, ôîðìàëüíî ñïðÿæåí³ ç d  ³ A  â³äïîâ³äíî. Âèêîðèñ-
òîâóþ÷è (2), (4), ìîæåìî ïåðåïèñàòè ìàãí³òíèé ëàïëàñ³àí A∆ :  

 ( )( )A iA d iA∗− ∆ ϕ = δ − ϕ + ϕ =  

 ∗ ∗= − ∆ϕ − ϕ + δ ϕ + ϕ( )iA d i A A A . 
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Òåïåð ðîçãëÿíåìî ìàãí³òíèé îïåðàòîð Øðåä³í´åðà  

 ,A V AH V= −∆ + , (5) 

äå V  – ä³éñíîçíà÷íà ôóíêö³ÿ, ÿêó ùå íàçèâàþòü åëåêòðè÷íèì ïîòåíö³à-

ëîì ³ 2 2
loc ( )V L∈  . Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîð A VH ,  íàï³âîáìåæåíèé çíèçó 

íà 2
0 ( )C∞  , òîáòî ³ñíóº êîíñòàíòà c ∈   òàêà, ùî  

 ∞ϕ ϕ ≥ − ϕ ϕ ϕ ∈ 2
, 0( , ) ( , ),             ( )A VH c C  . (6) 

Òóò 2
0 ( )C∞   – ìíîæèíà âñ³õ C∞  ôóíêö³é ç êîìïàêòíèì íîñ³ºì â 2 . Òîä³ 

â³äîìî (äèâ. [10]), ùî îïåðàòîð (5) º ñóòòºâî ñàìîñïðÿæåíèì íà 2
0 ( )C∞  .  

Ãîëîâíîþ ìåòîþ ö³º¿ ïðàö³ º äîñë³äæåííÿ ñóòòºâî¿ ñàìîñïðÿæåíîñò³ 
äèñêðåòíîãî ìàãí³òíîãî îïåðàòîðà Øðåä³í´åðà íà êîìá³íàòîðíîìó îá’ºêò³, 

ùî â³äïîâ³äàº 2
0 ( )C∞  . Ó ðîáîò³ [4] àâòîðîì çàïðîïîíîâàíî òàêó äèñêðåòíó 

ìîäåëü ìàãí³òíîãî ëàïëàñ³àíà (3), ÿêà çáåð³ãàº ãåîìåòðè÷íó ñòðóêòóðó âè-
õ³äíîãî êîíòèíóàëüíîãî îá’ºêòà, à òàêîæ äîâåäåíî ñàìîñïðÿæåí³ñòü îïåðà-
òîðà äèñêðåòíî¿ çàäà÷³ Ä³ð³õëå äëÿ ìàãí³òíîãî ëàïëàñ³àíà. Â îáìåæåíèõ îá-
ëàñòÿõ, ùî äàº ñê³í÷åííîâèì³ðí³ñòü â³äïîâ³äíèõ ã³ëüáåðòîâèõ ïðîñòîð³â 
äèñêðåòíî¿ çàäà÷³, ðåçóëüòàòè [4] ëåãêî óçàãàëüíþþòüñÿ íà âèïàäîê ìàãí³ò-
íîãî îïåðàòîðà Øðåä³í´åðà.  

Ó ö³é ðîáîò³ ïîêàæåìî, ùî íàï³âîáìåæåíèé çíèçó äèñêðåòíèé ìàãí³ò-
íèé îïåðàòîð Øðåä³í´åðà, ÿê ³ â êîíòèíóàëüíîìó âèïàäêó, ìàº ºäèíó ñàìî-
ñïðÿæåíó ðåàë³çàö³þ. Ñë³ä ï³äêðåñëèòè, ùî, êð³ì óìîâ (6), í³ÿêèõ ³íøèõ îá-
ìåæåíü íà ïîâåä³íêó íà áåçìåæíîñò³ äèñêðåòíèõ àíàëîã³â ïîòåíö³àë³â A , 
V  íå íàêëàäàºòüñÿ. Íàø ï³äõ³ä áàçóºòüñÿ íà ôîðìàë³çì³, ÿêèé çàïðîïîíó-
âàâ À. À. Äåç³í ó [2]. Áóäåìî òàêîæ êîðèñòóâàòèñÿ ðåçóëüòàòàìè ïðàö³ [4].  

Çàóâàæèìî, ùî äèñêðåòíèé ìàãí³òíèé ëàïëàñ³àí ³ äèñêðåòí³ ìàãí³òí³ 
îïåðàòîðè Øðåä³í´åðà º äîñòàòíüî ïîïóëÿðíèìè îá’ºêòàìè äîñë³äæåííÿ ñå-
ðåä ìàòåìàòèê³â ³ ô³çèê³â. ²ñíóº áàãàòî ð³çíîìàí³òíèõ ï³äõîä³â (â³äì³ííèõ 
â³ä çàïðîïîíîâàíîãî â ö³é ðîáîò³) ÿê äî ïîáóäîâè äèñêðåòíèõ ìîäåëåé, òàê ³ 
äî äîñë³äæåííÿ â³äïîâ³äíèõ ð³çíèöåâèõ îïåðàòîð³â (äèâ., íàïðèêëàä, [5–9, 
11] ³ ïîñèëàííÿ â öèõ ïðàöÿõ). Ó ïåðåâàæí³é á³ëüøîñò³ ç íèõ îñîáëèâà óâàãà 
ïðèä³ëÿºòüñÿ âèâ÷åííþ ñïåêòðàëüíèõ âëàñòèâîñòåé äèñêðåòíèõ ìàãí³òíèõ 
îïåðàòîð³â Øðåä³í´åðà íà áåçìåæíèõ ãðàôàõ. Ùî ñòîñóºòüñÿ äîñë³äæåííÿ 
ñóòòºâî¿ ñàìîñïðÿæåíîñò³ äèñêðåòíèõ îïåðàòîð³â, òî îãëÿä ð³çíèõ àñïåêò³â 
ö³º¿ ïðîáëåìè ìîæíà çíàéòè â [1, 12].  

1. Îñíîâí³ êîìá³íàòîðí³ êîíñòðóêö³¿. Ó öüîìó ðîçä³ë³ êîðîòêî íàãàäàº-
ìî îçíà÷åííÿ îñíîâíèõ êîìá³íàòîðíèõ îïåðàö³é, ÿê³ áóäåìî âèêîðèñòîâóâà-
òè ïðè ïîáóäîâ³ äèñêðåòíèõ àíàëîã³â îïåðàòîð³â (3), (5). Íåõàé (2)C  – äâî-

âèì³ðíèé êîìïëåêñ – êîìá³íàòîðíà ìîäåëü 2  (äåòàëüí³øå äèâ. [2, 4]). 

Êîìïëåêñ (2)C  ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 0 1 2(2) = ⊕ ⊕C C C C , äå pC  – ä³éñ-
íèé ë³í³éíèé ïðîñò³ð p -âèì³ðíèõ ëàíöþã³â, 0,1,2p = . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 

1 2
, , , ,,  , ,  k s k s k s k sx e e Ω{ } { } { } , ,k s ∈  , ìíîæèíè áàçèñíèõ åëåìåíò³â ïðîñòîð³â 

0 1 2, ,C C C  â³äïîâ³äíî. Äëÿ çðó÷íîñò³ ââåäåìî íà ìíîæèí³ ³íäåêñ³â îïåðàòîðè 
çñóâó 
 τ = + σ = −1,          1k k k k . 

Ãðàíè÷íèé îïåðàòîð ∂  íà áàçèñíèõ åëåìåíòàõ (2)C  çàäàºòüñÿ ÿê  

 τ τ∂ = ∂ = − ∂ = −1 2
, , , , , , ,0,        ,        k s k s k s k s k s k s k sx e x x e x x , 

 1 2 1 2
, , , , ,k s k s k s k s k se e e eτ τ∂Ω = + − − . (7) 
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Ââåäåìî äóàëüíèé îá’ºêò – êîìïëåêñ, ñïðÿæåíèé ç (2)C . Ïîçíà÷èìî 
éîãî ÷åðåç (2)K  ³ íåõàé öå áóäå ë³í³éíèé ïðîñò³ð êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíê-

ö³é íàä (2)C . Íåõàé 0 1 2, ,K K K  – ë³í³éí³ ïðîñòîðè, ñïðÿæåí³ ç 0 1 2, ,C C C , 

òîáòî ìàþòü áàçèñè âèãëÿäó â³äïîâ³äíî , , , ,
1 2, , ,k s k s k s k sx e e Ω{ } { } { } . Òîä³ (2)K =  

0 1 2K K K= ⊕ ⊕  ìîæåìî ðîçãëÿäàòè ÿê êîìïëåêñ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ êîëàí-
öþã³â â³äïîâ³äíî¿ âèì³ðíîñò³. Íàäàë³ áóäåìî íàçèâàòè êîëàíöþãè ôîðìàìè, 
ï³äêðåñëþþ÷è ¿õíþ áëèçüê³ñòü ç â³äïîâ³äíèìè êîíòèíóàëüíèìè îá’ºêòàìè – 

äèôåðåíö³àëüíèìè ôîðìàìè. Òîä³ 0-, 1-, 2-ôîðìè ϕ ∈ 0K , ω = ∈ 1( , )u v K , 

η ∈ 2K  ìàþòü âèãëÿä  

 ϕ = ϕ ω = + η = η Ω∑ ∑ ∑, , , ,
, , 1 , 2 ,

, , ,

,      ( ),      k s k s k s k s
k s k s k s k s

k s k s k s

x u e v e , (8) 

äå ϕ η ∈, , , ,, , ,k s k s k s k su v   äëÿ âñ³õ k s, ∈  .  

Îïåðàö³þ ñïàðåííÿ äëÿ áàçèñíèõ åëåìåíò³â êîìïëåêñ³â (2)C  ³ (2)K  
îçíà÷èìî çà ïðàâèëîì  

 = = = Ω Ω = δ ,, 1 , 2 , ,
, , 1 , 2 , ,, , , , p qp q p q p q p q

k s k s k s k s k sx x e e e e , (9) 

äå ,
,

p q
k sδ  – ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ñïàðåííÿ (9) íà äîâ³ëüí³ ôîðìè (8) ïîøèðþ-

ºòüñÿ çà ë³í³éí³ñòþ.  
Ãðàíè÷íèé îïåðàòîð (7) ³íäóêóº ó ñïðÿæåíîìó êîìïëåêñ³ (2)K  äóàëüíó 

îïåðàö³þ – êîãðàíè÷íèé îïåðàòîð cd :  

 ∂ α = α, , ca a d , (10) 

äå (2),  (2)a K∈ α ∈C . Êîãðàíè÷íèé îïåðàòîð 1:c p pd K K +→  áóäåìî ââàæà-

òè äèñêðåòíèì àíàëîãîì îïåðàö³¿ çîâí³øíüîãî äèôåðåíö³þâàííÿ d . Íàäàë³ 

áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàê³ ð³çíèöåâ³ ïîäàííÿ îïåðàòîðà cd :  

 τϕ = ϕ − ϕ ≡ ∆ ϕ1
, , , ,, c

k s k s k s k k se d , 

 τϕ = ϕ − ϕ ≡ ∆ ϕ2
, , , ,, c

k s k s k s s k se d , 

 τ τΩ ω = − − + ≡ ∆ − ∆, , , , , , ,, c
k s k s k s k s k s k k s s k sd v v u u v u . (11) 

Ââåäåìî â êîìïëåêñ³ (2)K  îïåðàö³þ ìíîæåííÿ, ÿêó áóäåìî ââàæàòè 
àíàëîãîì çîâí³øíüîãî ìíîæåííÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ôîðì. Ïîçíà÷èìî öþ 
îïåðàö³þ ÷åðåç   ³ îçíà÷èìî çà ïðàâèëîì  

 τ= = − Ω , , , , , ,
2 1,                     k s k s k s k s k s k sx x x e e , 

 τ τ= = = =   , , , , , , , , , ,
1 1 1 2 2 2,      k s k s k s k s k s k s k s k s k s k sx e e x e x e e x e , 

 , , , , , , ,
1 2

k s k s k s k s k s k s k sx x e eτ τ τΩ = Ω = = Ω   , (12) 

ïðèïóñêàþ÷è, ùî äîáóòîê äîð³âíþº íóëåâ³ ó âñ³õ ³íøèõ âèïàäêàõ. Íà ôîð-
ìè (8)  -ìíîæåííÿ ïîøèðþºìî çà ë³í³éí³ñòþ.  

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ,k sε  äîâ³ëüíèé áàçèñíèé åëåìåíò (2)K . Òîä³ ââåäåìî 
îïåðàö³þ «∗ » , ïîêëàäàþ÷è  

 ε ε = Ω∗, , ,k s k s k s . (13) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è (12), îòðèìóºìî  

 τ τ τ τ= Ω = = − Ω =∗ ∗ ∗ ∗, , , , , , , ,
1 2 2 1,      ,      ,      k s k s k s k s k s k s k s k sx e e e e x . 

Îïåðàö³þ «∗ » çà ë³í³éí³ñòþ ïîøèðþºìî íà äîâ³ëüí³ ôîðìè.  
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Íåõàé pKα ∈  – äîâ³ëüíà p -ôîðìà, òîáòî  

 ,
,

,

k s
k s

k s

α = α ε∑ . (14) 

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 0
pK  ìíîæèíó âñ³õ äèñêðåòíèõ p -ôîðì ç êîìïàêòíèì íî-

ñ³ºì, òîáòî, ÿêùî 0
pKα ∈ , òî ò³ëüêè ñê³í÷åííà ê³ëüê³ñòü êîìïîíåíò ,k sα  â 

(14) º â³äì³ííîþ â³ä íóëÿ. Òåïåð íåõàé  

 Ω = Ω ∈∑ ,
,

,             ,k s
k s

k s  , (15) 

äå ,k sΩ  – äâîâèì³ðíèé áàçèñíèé åëåìåíò (2)C . Çàçíà÷èìî, ùî áóäåìî òà-

êîæ êîðèñòóâàòèñü ïîçíà÷åííÿì NΩ = Ω , ÿêùî ñóìà (15) º ñê³í÷åííîþ ³ 

− ≤ ≤,N k s N , N ∈  .  
Íàñòóïíå ñï³ââ³äíîøåííÿ  

 α β = Ω α β∗( , ) , , (16) 

äå α β ∈ 0, pK , äàº êîðåêòíå îçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó äëÿ äèñêðåòíèõ 

p -ôîðì (äèâ. (1)). Âèêîðèñòîâóþ÷è (9), (12) òà (13), ôîðìóëó (16) ìîæåìî 
ïåðåïèñàòè òàê:  

 , ,
,

( , ) k s k s
k s

α β = α β∑ . (17) 

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê (16) äîçâîëÿº îçíà÷èòè îïåðàòîð, ôîðìàëüíî ñïðÿ-

æåíèé ç cd , à ñàìå, îïåðàòîð 1:c p pK K+δ → , ÿêèé çàäîâîëüíÿº òàêå ñï³â-
â³äíîøåííÿ:  

 +α β = α δ β α ∈ β ∈ 1
0 0( , ) ( , ),        ,        c c p pd K K . (18) 

Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî  

 + −δ β = − β∗ ∗1 1( 1)c p cd , (19) 

äå « −∗ 1 » º îïåðàö³ºþ, îáåðíåíîþ äî «∗ », òîáòî − =∗ ∗1 1 . Îòæå, îïåðàòîð cδ  
ìîæåìî ââàæàòè äèñêðåòíèì àíàëîãîì êîäèôåðåíö³àëà δ . Âðàõîâóþ÷è (11), 

äëÿ 1Kω ∈  ìàºìî  

 σ σδ ω = − ∆ − ∆∑ ,
, ,

,

( )c k s
k k s s k s

k s

u v x . (20) 

Òàêèì ÷èíîì, äèñêðåòíèé àíàëîã îïåðàòîðà Ëàïëàñà ìàº âèãëÿä  

 :c c c c c p pd d K K− ∆ = δ + δ → . (21) 

Î÷åâèäíî, îñê³ëüêè 0cδ ϕ =  äëÿ 0Kϕ ∈ , òî  

 c c cd− ∆ ϕ = δ ϕ . (22) 

2. Äèñêðåòíèé àíàëîã ìàãí³òíîãî ëàïëàñ³àíà. Íåõàé ä³éñíîçíà÷íà 1-
ôîðìà  

 = +∑ 1 , 2 ,
, 1 , 2

,

k s k s
k s k s

k s

A A e A e( ) , 

äå ∈1 2
, ,,k s k sA A  , º äèñêðåòíèì àíàëîãîì ìàãí³òíîãî ïîòåíö³àëó. Òîä³ äèñê-

ðåòíèé àíàëîã äåôîðìîâàíîãî äèôåðåíö³àëà (2) îçíà÷èìî òàê:  

 → ϕ → ϕ + ϕ 0 1: ,        c c
Ad K K d i A . (23) 

Âðàõîâóþ÷è (11), (12), îòðèìóºìî  

 1 , 2 ,
, , , 1 , , , 2

,

( ) ( )c k s k s
A k k s k s k s s k s k s k s

k s

d i A e i A eϕ = ∆ ϕ + ϕ + ∆ ϕ + ϕ∑ ( ) . (24) 
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Îòîòîæíèìî äèñêðåòíèé ìàãí³òíèé ïîòåíö³àë A  ç îïåðàòîðîì ìíîæåííÿ 
òàê:  

 → ϕ → ϕ 0 1: ,           A K K A . (25) 
Òîä³ îòðèìàºìî  

 1 , 2 ,
, , 1 , , 2

,

( )k s k s
k s k s k s k s

k s

A A e A eϕ = ϕ + ϕ∑ . 

Íåõàé 1 0:A K K∗ →  – îïåðàòîð, ôîðìàëüíî ñïðÿæåíèé ç A , òîáòî ä³º íà 
äîâ³ëüíó 1-ôîðìó ( , )u vω =  çà ïðàâèëîì  

 1 2 ,
, , , ,

,

( ) k s
k s k s k s k s

k s

A A u A v x∗ω = +∑ . (26) 

Òîä³ (äåòàëüí³øå äèâ. [4]) îïåðàòîð 1 0:c
A K Kδ → , ÿêèé º ôîðìàëüíî ñïðÿ-

æåíèé ç îïåðàòîðîì c
Ad , ìàº âèãëÿä  

 c c
A iA∗δ = δ − . (27) 

Òàêèì ÷èíîì, äèñêðåòíèé ìàãí³òíèé ëàïëàñ³àí ìîæåìî îçíà÷èòè ÿê  

 0 0:c c c
A A Ad K K− ∆ = δ → . 

Âðàõîâóþ÷è (23), (27), îòðèìóºìî  

 ( )c c c
A A d i A− ∆ ϕ = δ ϕ + ϕ =  

 ( ) ( )( )c c ciA d iA i A∗ ∗= δ − ϕ + δ − ϕ =  

 ( ) ( )c c ciA d i A A A∗ ∗= − ∆ ϕ − ϕ + δ ϕ + ϕ =   

 c c ciA d i A A A∗ ∗= − ∆ ϕ − ϕ + δ ϕ + ϕ . (28) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è (12) ³ (20), ëåãêî ïîêàçàòè, ùî äëÿ ôîðì 0Kϕ ∈  òà 1Kω ∈  
âèãëÿäó (8) ìàºìî  

 ,
, , , ,

,

( ) ( ) ( )c c k s
k s k k s k s s k s

k s

u v xσ σδ ω ϕ = δ ω ϕ − ∆ ϕ + ∆ ϕ∑  ( ) , 

 ,
, , , ,

,

( ) ( ) ( )c c k s
k k s k s s k s k s

k s

u v xσ σ σ σδ ϕ ω = ϕ δ ω − ∆ ϕ + ∆ ϕ∑  ( ) . 

Òîä³, âðàõîâóþ÷è (26) ³ (27), äèñêðåòí³ àíàëîãè ïðàâèëà Ëåéáí³öà äëÿ îïå-

ðàòîðà c
Aδ  áóäóòü ìàòè âèãëÿä  

 σ σδ ω ϕ = δ ω ϕ − ∆ ϕ + ∆ ϕ −∑  ,
, , , ,

,

( ) ( ) ( )c c k s
A k s k k s k s s k s

k s

u v x( )  

 τ τ− ϕ + ϕ∑ 1 2 ,
, , , , , ,

,

( ) k s
k s k s k s k s k s k s

k s

i A u A v x , (29) 

 ,
, , , ,

,

( ) ( ) ( )c c k s
A A k k s k s s k s k s

k s

u v xσ σ σ σδ ϕ ω = ϕ δ ω − ∆ ϕ + ∆ ϕ∑  ( ) . (30) 

Òàêîæ äëÿ ϕ ψ ∈ 0, K  ìàºìî  

 ( )c c c
A A d i A− ∆ ϕ ψ = δ ϕ ψ + ϕ ψ =   ( ) ( )  

 ( )c c c
A d d i A= δ ϕ ψ + ϕ ψ + ϕ ψ =   ( )  

 ( ) ( )c c c c
A A Ad d= δ ϕ ψ + δ ϕ ψ  . 

Çâ³äñè, çàì³íþþ÷è â (29) ω  íà 1-ôîðìó cd ϕ  (äèâ. (11)) òà ϕ  – íà ψ , à òà-

êîæ ó (30) ω  – íà 1-ôîðìó c
Ad ψ , ÿêà ìàº âèãëÿä (24), îòðèìóºìî  
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 ,
,

,

( )c c c c c k s
A A A k s

k s

d d x− ∆ ϕ ψ = ϕ δ ψ + δ ϕ ψ + Φ∑   , (31) 

äå 

 1 1
, , , , , , , , ,( )( ) ( )k s k k s k s k s k s k s k k s k s k si A i Aσ τ σ σ σ σΦ = ∆ ϕ ψ − ψ + ψ + ∆ ϕ ψ +  

 σ τ σ σ σ σ+ ∆ ϕ ψ − ψ + ψ + ∆ ϕ ψ2 2
, , , , , , , ,( )( ) ( )s k s k s k s k s k s k k s k s k si A i A . (32) 

3. Äèñêðåòíèé ìàãí³òíèé îïåðàòîð Øðåä³í´åðà. Íåõàé ä³éñíîçíà÷íà 0-

ôîðìà 0V K∈  º äèñêðåòíèì àíàëîãîì åëåêòðè÷íîãî ïîòåíö³àëó, òîáòî  

 = ∈∑ ,
, ,

,

,          k s
k s k s

k s

V V x V  . 

Òîä³ äèñêðåòíèé àíàëîã ìàãí³òíîãî îïåðàòîðà Øðåä³í´åðà (5) ìàº âèãëÿä  

 ,
c c
A V AH V= − ∆ + . (33) 

Îñê³ëüêè íå íàêëàäàºìî æîäíèõ îáìåæåíü íà ïîâåä³íêó êîìïîíåíò äèñ-
êðåòíèõ ôîðì A , V  íà áåçìåæíîñò³, òî îïåðàòîð (33), âçàãàë³ êàæó÷è, º 
íåîáìåæåíèì.  

Ââåäåìî äëÿ ôîðì âèãëÿäó (14) ë³í³éíèé ïðîñò³ð  

 
 = α ∈ α < +∞ ∈ = 
 

∑ 2
,

,

: ,  , ,          0,1,2p p
k s

k s

K k s p . (34) 

Î÷åâèäíî, çã³äíî ç (17) ïðîñò³ð p  º ã³ëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì ç³ ñêàëÿðíèì 
äîáóòêîì (16) ³ íîðìîþ  

 
1 2

2
,

,

( , ) k s
k s

 α = α α = α 
 ∑

/

. (35) 

Çàçíà÷èìî, ùî, ÿêùî α ∈ 0 , òî ïîñë³äîâí³ñòü êîìïîíåíò ,( )k sα  º åëåìåí-

òîì 2 2( )   – ïðîñòîðó âñ³õ ñóìîâíèõ ç êâàäðàòîì ìîäóëÿ êîìïëåêñíîçíà÷-

íèõ ïîñë³äîâíîñòåé. Îñê³ëüêè ìíîæèíà âñ³õ ñê³í÷åííèõ ïîñë³äîâíîñòåé 
2

0 ( )   

º ù³ëüíîþ â 2 2( )  , òî ïðîñò³ð 0
0K  º ù³ëüíèì â 0 . Òîä³ îïåðàòîð , :c

A VH  

→0 0
0: K   ù³ëüíî îçíà÷åíèé, òîáòî =0 0

0K  , ³ º ñèìåòðè÷íèì. Íàäàë³ áó-

äåìî ââàæàòè, ùî îïåðàòîð (33) º íàï³âîáìåæåíèé çíèçó íà 0
0K , òîáòî äëÿ 

,
c
A VH  ³ äëÿ âñ³õ 0

0Kϕ ∈  âèêîíóºòüñÿ óìîâà (6).  

Îçíà÷èìî ì³í³ìàëüíèé ³ ìàêñèìàëüíèé îïåðàòîðè, ùî àñîö³þþòüñÿ ç 

,
c
A VH  â 0  òàê:  

 → →0 0
min min max max: ( ) ,        : ( )H D H H D H  , 

äå 

 = = ϕ ∈ ϕ ∈0 0 0
min 0 max ,( ) ,      ( ) |           c

A VD H K D H H{ }  . 

Ñóòòºâà ñàìîñïðÿæåí³ñòü îïåðàòîðà ,
c
A VH  îçíà÷àº, ùî min maxH H= , òîáòî 

çàìèêàííÿ â 0  ì³í³ìàëüíîãî îïåðàòîðà ñï³âïàäàº ç ìàêñèìàëüíèì îïåðà-
òîðîì.  

Ââåäåìî çð³çóâàëüíó 0-ôîðìó 0N Kχ ∈ :  

 ,
,

,

N N k s
k s

k s

xχ = χ∑ ,  äå  
≤

χ = ∈
>

,

1, , ,
      

0, , ,
N
k s

k s N
N

k s N
 . (36) 

Îòæå, ,N k sxχ = ∑  ³ ,k s  ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â³ä N−  äî N . Áóäåìî òàêîæ 

ïîçíà÷àòè ñêàëÿðíèé äîáóòîê (16) ÷åðåç ( , )N⋅ ⋅ , ÿêùî NΩ = Ω  (äèâ. (15)).  
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Ëåìà 1. Íåõàé 0Kψ ∈  ³ 0N Kτχ ∈  – ôîðìà âèãëÿäó (36). Òîä³  

 , ,( ), ,c N N N c N
A V N A V NH Hτ τ τ τχ ψ χ ψ = χ ψ χ ψ   ( ) ( ) . (37) 

Ä î â å ä å í í ÿ.  Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (31), äëÿ äîâ³ëüíèõ ϕ ψ ∈,  

∈ 0K  îòðèìóºìî  

 , ( ) ( ) ( )c c c
A V A AH d Vϕ ψ = δ ϕ ψ + ϕ ψ =     

 ,
, ,

,

c c c k s
A V k s

k s

H d x= ϕ ψ + δ ϕ ψ + Φ∑  . (38) 

Îñê³ëüêè êîìïîíåíòè ôîðìè c cdδ ϕ  ìàþòü âèãëÿä ð³çíèöåâèõ îïåðàòî-

ð³â , ,( ) ( )k k k s s s k sσ σ− ∆ ∆ ϕ − ∆ ∆ ϕ  ³ âñ³ äîäàíêè êîìïîíåíò ,k sΦ  ìàþòü ìíîæíèêè 

âèãëÿäó ∆ ϕ ∆ ϕ, ,,k k s s k s  (äèâ. (32)), òî äëÿ ϕ  ç³ ñòàëèìè êîìïîíåíòàìè ìàºìî, 

ùî 0c cdδ ϕ =  ³ Φ =, 0k s . Òåïåð íåõàé Nτϕ = χ  ³ ïîçíà÷èìî ÷åðåç NτΦ  0-ôîð-

ìó ç êîìïîíåíòàìè (32), ó ÿêèõ k s,ϕ  çàì³íåíî íà ,
N

k s
τχ . Ï³äñòàâèìî (38) ó ñêà-

ëÿðíèé äîáóòîê τ τχ ψ χ ψ , ( ),c N N
A V NH( ) . Êîìïîíåíòè ôîðìè Nτχ  äîð³âíþ-

þòü îäèíèö³ â ïóíêòàõ ,k sx  îáëàñò³ NΩ  ³ íà îäèí êðîê ïîçà ¿¿ ãðàíèöåþ. Öå 

çàáåçïå÷óº ð³âí³ñòü íóëåâ³ êîìïîíåíò ôîðì c c Nd τδ χ  ³ NτΦ  ó òî÷êàõ ãðàíèö³ 

îáëàñò³ NΩ , òîáòî ïðè k N= ±  àáî s N= ± . Çâ³äñè áåçïîñåðåäíüî îäåðæó-
ºìî  

 ( , ) 0,           ( , ) 0c c N N N N
N Nd τ τ τ τδ χ ψ χ ψ = Φ χ ψ =   . 

À öå îçíà÷àº, ùî âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü (38). ◊ 
Òåîðåìà 2. Íåõàé äèñêðåòíèé ìàãí³òíèé îïåðàòîð Øðåä³í´åðà c

A VH ,  

íàï³âîáìåæåíèé çíèçó íà 0
0K . Òîä³ ,

c
A VH  º ñóòòºâî ñàìîñïðÿæåíèì.  

Ä î â å ä å í í ÿ.  Î÷åâèäíî, ùî êîæíèé íàï³âîáìåæåíèé îïåðàòîð ñòàº 
ñòðîãî äîäàòíèì, ÿêùî äîäàòè äî íüîãî â³äïîâ³äíó êîíñòàíòó. Íàïðèêëàä, 

äîäàþ÷è ( 1)c Id+  äî ,
c
A VH , îòðèìóºìî  

 2 0
, 0( , ) ,             c

A VH Kψ ψ ≥ ψ ψ ∈ , 

äå íîðìà ⋅  çàäàºòüñÿ ôîðìóëîþ (35). À äëÿ òàêèõ îïåðàòîð³â â³äîìî (äèâ. 

[3]), ùî ñóòòºâà ñàìîñïðÿæåí³ñòü ,
c
A VH  åêâ³âàëåíòíà òîìó, ùî minKer ( )H∗ =  

0= { } . Òóò «Ker » îçíà÷àº ÿäðî îïåðàòîðà. Òîä³ ñóòòºâà ñàìîñïðÿæåí³ñòü 

,
c
A VH  îçíà÷àº, ùî ð³âíÿííÿ  

 , 0c
A VH ψ =  (39) 

ìàº â 0  ò³ëüêè òðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê.  

Íåõàé ψ  – ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (39). Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ N Nψ = χ ψ  ³ 

íåõàé ,
c N N
A VH fψ = . Òîä³  

 
2

, , , ,
, ,

( , )c N N N N N
A V N k s k s k s

k s N k s N

H fτ τ τ τ τ

≤ ≤

ψ ψ = ⋅ ψ ≥ ψ =∑ ∑  

 
22

,
,

N
k s

k s N≤

= ψ = ψ∑ . 
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Ç ³íøîãî áîêó, îñê³ëüêè çà ïðèïóùåííÿì , 0c
A VH ψ = , òî çã³äíî ç (38) ìàºìî, 

ùî ,( , ) 0c N N
A V NH τ τψ ψ = . Îòæå, 

 
2

0Nψ ≤ . 

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèö³ ïðè N → +∞ , îòðèìóºìî 
2 2Nψ → ψ . 

Òàêèì ÷èíîì, 0ψ = . ◊ 

Íàñë³äîê 3. Íåõàé äèñêðåòíèé åëåêòðè÷íèé ïîòåíö³àë 
0V K∈  îáìå-

æåíèé çíèçó, òîáòî ³ñíóº òàêå c , ùî ïðè âñ³õ ,k s ∈   âèêîíóºòüñÿ ,k sV ≥  

c≥ > − ∞ . Òîä³ îïåðàòîð ,
c
A VH  º ñóòòºâî ñàìîñïðÿæåíèì.  

Ä î â å ä å í í ÿ. Ä³éñíî, îñê³ëüêè äèñêðåòíèé ìàãí³òíèé ëàïëàñ³àí 
c
A− ∆  º äîäàòíèì îïåðàòîðîì íà 0

0K  (äèâ. äîâåäåííÿ â [4]), òî îáìåæåí³ñòü 

çíèçó ôîðìè 0V K∈  çàáåçïå÷óº íàï³âîáìåæåí³ñòü çíèçó îïåðàòîðà ,
c
A VH . ◊ 
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СУЩЕСТВЕННАЯ САМОСОПРЯЖЕННОСТЬ ДИСКРЕТНОГО 
МАГНИТНОГО ОПЕРАТОРА ШРЕДИНГЕРА 
 
Äîêàçàíî ñóùåñòâåííóþ ñàìîñîïðÿæåííîñòü äëÿ ïîëóîãðàíè÷åííîãî ñíèçó äèñ-
êðåòíîãî ìàãíèòíîãî îïåðàòîðà Øð¸äèíãåðà â ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ 
êîìáèíàòîðíîé ìîäåëüþ äâóìåðíîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ïîñòðîåíèè 
äèñêðåòíîé ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà äèñêðåòèçàöèè Äåçèíà. 
 
ESSENTIAL SELF-ADJOINTNESS OF DISCRETE MAGNETIC SCHRÖDINGER OPERATOR 
 
We prove the essential self-adjointness for a semi-bounded from below discrete magne-
tic Schrödinger operator in a space which we call a combinatorial model of the two-di-
mensional Euclidean space. The discretization schema of Dezin is used to construct a 
discrete model. 
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