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ДВОСТОРОННІЙ АНАЛОГ МЕТОДУ НЬЮТОНА ЗНАХОДЖЕННЯ ВЛАСНИХ 
ЗНАЧЕНЬ НЕЛІНІЙНИХ СПЕКТРАЛЬНИХ ЗАДАЧ 
 

Çàïðîïîíîâàíî ³òåðàö³éíèé àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ äâîñòîðîíí³õ (àëüòåðíó-
þ÷èõ) íàáëèæåíü äî âëàñíèõ çíà÷åíü íåë³í³éíèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷, ó ÿêîìó 
âèêîðèñòàíî äâîñòîðîíí³é àíàëîã ìåòîäó Íüþòîíà òà íîâó åôåêòèâíó ÷è-
ñåëüíó ïðîöåäóðó îá÷èñëåííÿ íüþòîí³âñüêî¿ ïîïðàâêè òà ¿¿ ïîõ³äíî¿. 

 
 Íåë³í³éí³ ñïåêòðàëüí³ çàäà÷³ ( ) 0T xλ =  ç îïåðàòîðíîçíà÷íîþ ôóíêö³ºþ 

: ( )T L H→  ( ( )L H  – ìíîæèíà ë³í³éíèõ îïåðàòîð³â, ùî ä³þòü ó ã³ëüáåðòî-
âîìó ïðîñòîð³ H ), ÿêà íåë³í³éíî çàëåæèòü â³ä ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ , 
ìàþòü ñâî¿ì äæåðåëîì êëàñè÷íèé àíàë³ç. Çîêðåìà, òàê³ çàäà÷³ â³ä³ãðàþòü 
âàæëèâó ðîëü ïðè äîñë³äæåíí³ ñò³éêîñò³ ìåõàí³÷íèõ òà åëåêòðîäèíàì³÷íèõ 
ñèñòåì, à òàêîæ ïðè äîñë³äæåíí³ ãàëóæåííÿ òà á³ôóðêàö³¿ ðîçâ’ÿçê³â íåë³-
í³éíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü òèïó Ãàììåðøòåéíà ç ÿäðàìè, ÿê³ íåë³í³éíî 
çàëåæàòü â³ä ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà. Öèì çíà÷íîþ ì³ðîþ ïîÿñíþºòüñÿ ³í-
òåðåñ ÿê äî ð³çíèõ àñïåêò³â ñïåêòðàëüíî¿ òåîð³¿ íåë³í³éíèõ çàäà÷ íà âëàñí³ 
çíà÷åííÿ, òàê ³ äî ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â ¿õ ðîçâ’ÿçóâàííÿ. 
 Ìåòîäàì ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåë³í³éíèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ 
ïðèñâÿ÷åíî íèçêó ïóáë³êàö³é (äèâ., íàïðèêëàä, [2–4, 6, 8, 9, 12–16, 18–21]). 
 Îäèí ³ç ï³äõîä³â äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ àëãåáðà¿÷íî¿ çàäà÷³ íà âëàñí³ çíà-

÷åííÿ â n  [21] ïîëÿãàº ó çâåäåíí³ ë³í³éíî¿ ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³ = λAy y  äî 

íåë³í³éíî¿ ñèñòåìè + 1n  ð³âíÿíü ç + 1n  íåâ³äîìèìè 
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çà äîïîìîãîþ óìîâè íîðìóâàííÿ 1y y =  âëàñíîãî âåêòîðà, ÿêó ðîçâ’ÿçóþòü 
çà äîïîìîãîþ, çîêðåìà, îïåðàòîðíîãî ìåòîäó Íüþòîíà [14]. Òàêèé ï³äõ³ä ùå 
íàçèâàþòü ìåòîäîì äîïîâíåíîãî âåêòîðà [2], îñê³ëüêè ó öüîìó âèïàäêó ìå-

òîä Íüþòîíà çàñòîñîâóþòü äî «ðîçøèðåíîãî» âåêòîðà íåâ³äîìèõ λ( , )y  â n . 
Öþ ³äåþ âèêîðèñòàíî ó [15] äëÿ ïîáóäîâè òà äîñë³äæåííÿ ³íòåðâàëüíîãî 

ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷. Òàêèé ï³äõ³ä âèêîðèñòîâóâàâñÿ 
é ³íøèìè àâòîðàìè (äèâ. [13, 16, 18, 20]) äëÿ ïîáóäîâè òà äîñë³äæåííÿ ìåòî-
ä³â äâîñòîðîíí³õ íàáëèæåíü (³íòåðâàëüí³ ìåòîäè) âëàñíèõ çíà÷åíü ³ âëàñíèõ 
âåêòîð³â ÿê ë³í³éíèõ, òàê ³ íåë³í³éíèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷. 
 ²íòåðåñ äî äâîñòîðîíí³õ ìåòîä³â, çîêðåìà, ³íòåðâàëüíèõ îáóìîâëþºòüñÿ 
ïåðø çà âñå òèì, ùî âîíè ïîð³âíÿíî ç ³íøèìè ³òåðàö³éíèìè ìåòîäàìè äî-
çâîëÿþòü íà êîæíîìó êðîö³ ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó îö³íþâàòè øóêàí³ ðîç-
â’ÿçêè ç äâîõ ñòîð³í, òîáòî íà êîæíîìó êðîö³ îòðèìóâàòè çðó÷íó àïîñòåð³-
îðíó îö³íêó ïîõèáêè îá÷èñëåíü. 

Ó ö³é ðîáîò³ äëÿ íåë³í³éíî¿ ìàòðè÷íî¿ ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³ çàïðîïîíî-
âàíî àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ ¿¿ âëàñíèõ çíà÷åíü ÿê êîðåí³â â³äïîâ³äíîãî ñêà-
ëÿðíîãî (äåòåðì³íàíòíîãî) ð³âíÿííÿ, íå ðîçêðèâàþ÷è ñàìîãî äåòåðì³íàíòà. Â 
îñíîâ³ àëãîðèòìó – äâîñòîðîíí³é àíàëîã ìåòîäó Íüþòîíà [7], ÿêèé îòðèìàíî 
ó ðàìêàõ ï³äõîäó äî ïîáóäîâè äâîñòîðîíí³õ íàáëèæåíü, ùî íå âèêîðèñòîâóº 
³íòåðâàëüíó àðèôìåòèêó, îñíîâí³ ïîëîæåííÿ ÿêîãî ñòîñîâíî ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü ñôîðìóëüîâàíî òà îá´ðóíòîâàíî ó ðîáîòàõ [5, 7, 17]. 

 1. Íåë³í³éíà àëãåáðà¿÷íà ñïåêòðàëüíà çàäà÷à. Íåõàé nH =   – ñê³í-
÷åííîâèì³ðíèé ã³ëüáåðò³â ïðîñò³ð ³ íåõàé λ( )D  – êâàäðàòíà ìàòðèöÿ n -ãî 
ïîðÿäêó, óñ³ åëåìåíòè ÿêî¿ º äîñòàòíüî ãëàäêèìè (ïðèíàéìí³ äâ³÷³ íåïå-
ðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè) ôóíêö³ÿìè ïàðàìåòðà λ . Çàäà÷à ïîëÿãàº ó çíà-
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õîäæåíí³ òàêèõ ÷èñåë λ ∈  , ÿê³ íàçèâàþòüñÿ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè, ³ òà-
êèõ âåêòîð³â H∈x, y , ÿê³ íàçèâàþòüñÿ â³äïîâ³äíî ë³âèì ³ ïðàâèì âëàñíèìè 
âåêòîðàìè ³ ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ 

 ( ) 0,               ( ) 0λ = λ =x D D y .  (1) 

Çàçíà÷èìî, ùî øóêàí³ çíà÷åííÿ λ  º îäí³ é ò³ æ äëÿ îáîõ çàäà÷ (1) ³ º ðîç-
â’ÿçêàìè ð³âíÿííÿ 

 ( ) det ( ) 0f λ ≡ λ =D . (2) 

 Ó ö³é ðîáîò³ îïèñàíî ïðîöåñ, ÿêèé äîçâîëÿº äëÿ âèçíà÷åííÿ ³çîëüîâà-
íîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ ìàòðèö³ λ( )D  çàñòîñóâàòè äâîñòîðîíí³é àíàëîã ìå-
òîäó Íüþòîíà [7], íå ðîçêðèâàþ÷è âèçíà÷íèêà λ( )D . Öå îçíà÷àº, ùî ë³âà 
÷àñòèíà ð³âíÿííÿ (1) ó ÿâíîìó âèãëÿä³ íå çàäàºòüñÿ, àëå ïðîïîíóºòüñÿ àëãî-
ðèòì çíàõîäæåííÿ ôóíêö³é λ( )f , ′ λ( )f  òà ′′ λ( )f  ïðè ô³êñîâàíîìó çíà÷åíí³ 

ïàðàìåòðà λ  ç âèêîðèñòàííÿì äëÿ öüîãî LU -ðîçêëàäó ìàòðèö³ λ( )D . 
2. Äâîñòîðîíí³é àíàëîã ìåòîäó Íüþòîíà òà îá÷èñëåííÿ ïîõ³äíèõ äå-

òåðì³íàíòà. Íåõàé íàì â³äîìî íàáëèæåííÿ λk  äî âëàñíîãî çíà÷åííÿ, äî-

ñòàòíº äëÿ çàñòîñóâàííÿ äâîñòîðîííüîãî àíàëîãó ìåòîäó Íüþòîíà [7]: 
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äëÿ ïîáóäîâè ïî÷åðãîâèõ (àëüòåðíóþ÷èõ) íàáëèæåíü äî âëàñíîãî çíà÷åííÿ 

∗λ  ó âèãëÿä³ 

 0 2 2 2 1 3 1m m∗ −λ < λ < < λ < < λ < < λ < < λ < λ     (4) 

àáî ó âèãëÿä³ 

 0 1 2 1 2 4 2m m− ∗λ < λ < < λ < < λ < < λ < < λ < λ    , 

ÿêùî ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ çíàõîäèòüñÿ çë³âà â³ä âëàñíîãî çíà÷åííÿ. ßêùî 
æ ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ çíàõîäèòüñÿ ñïðàâà â³ä âëàñíîãî çíà÷åííÿ, òî çà 
äîïîìîãîþ öüîãî æ ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó (3) îòðèìóºìî ïî÷åðãîâ³ íàáëèæåí-
íÿ äî âëàñíîãî çíà÷åííÿ ó âèãëÿä³ 

 1 3 2 1 2 2 0m m− ∗λ < λ < < λ < < λ < < λ < < λ < λ     

àáî ó âèãëÿä³ 

 2 4 2 2 1 1 0m m∗ −λ < λ < < λ < < λ < < λ < < λ < λ    .  (5) 

Äëÿ öüîãî ïîòð³áíî âì³òè îá÷èñëþâàòè çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ λ( )f  ³ ¿¿ ïîõ³äíèõ 

ëèøå ïðè ô³êñîâàíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà λ . Öå ìîæíà çðîáèòè çà äî-
ïîìîãîþ LU -ðîçêëàäó ìàòðèö³ λ( )D , òîáòî ðîçêëàäó 

 λ = λ λ( ) ( ) ( )D L U , (6) 

äå λ( )L  – íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ ç îäèíè÷íèìè ä³àãîíàëüíèìè åëåìåíòà-
ìè, à λ( )U  – âåðõíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ. Òîä³ 
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1 1 1,1, 1, ,
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 ′′ λ = λ λ + λ λ λ 
 ∑ ∑ ∑∏ ∏ , 

äå ( ) ( )ii iiv u′λ = λ , à ( ) ( )ii iiw v′λ = λ . Äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åíü ( )iiv λ , ïðîäè-

ôåðåíö³þâàâøè (6) çà λ , îòðèìàºìî 

 λ = λ λ + λ λ( ) ( ) ( ) ( ) ( )B M U L V ,   (7) 

äå ′λ = λ( ) ( )B D , ′λ = λ( ) ( )M L , ′λ = λ( ) ( )V U , à ( )iiv λ  º åëåìåíòàìè ìàòðèö³ 

λ( )V . Òåïåð, äèôåðåíö³þþ÷è (7) ùå ðàç çà λ , îòðèìóºìî 

 λ = λ λ + λ λ + λ λ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )C N U M V L W ,  (8) 

äå ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )′ ′ ′λ = λ λ = λ λ = λC B N M W V , à ( )iiw λ  – åëåìåíòè ìàòðèö³ λ( )W . 

 Îòæå, äëÿ îá÷èñëåííÿ λ( )kf , ′ λ( )kf  òà ′′ λ( )kf  íåîáõ³äíî ïðè ô³êñîâà-

íîìó λ = λm  îá÷èñëèòè 

 =D LU , 

 = +B MU LV , 

 2= + +C NU MV LW ,  (9) 
çâ³äêè 
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à åëåìåíòè ìàòðèöü ó ðîçêëàäàõ (9) ìîæóòü áóòè îá÷èñëåí³ çà äîïîìîãîþ 
ðåêóðåíòíèõ ñï³ââ³äíîøåíü äëÿ 1,2, ,r n=  : 
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 Òàêèì ÷èíîì, ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ (3), ÿêèé çàáåçïå÷óº äâîñòîðîíí³ íà-
áëèæåííÿ äî âëàñíîãî çíà÷åííÿ, ç óðàõóâàííÿì ñï³ââ³äíîøåííÿ (10) íàáóäå 
âèãëÿäó 
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 ,  (11) 

äå , ,kk kk kku v w  – åëåìåíòè ìàòðèöü U, V  òà W  ó ðîçêëàäàõ (9) ïðè ô³ê-

ñîâàíîìó λ = λ2m , à ,kk kku v  – åëåìåíòè ìàòðèöü U, V  ó ðîçêëàäàõ (9) ïðè 

ô³êñîâàíîìó +λ = λ2 1m . 

 Îòæå, àëãîðèòì ìîæíà çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿä³: 
 

Àëãîðèòì 1. ²òåðàö³éíèé ïðîöåñ ïî÷åðãîâèõ íàáëèæåíü  

1. Çàäàºìî ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ λ0  äî s -ãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ çàäà÷³ (1) 

2. for 0,1,2,m =   äî äîñÿãíåííÿ òî÷íîñò³ do 

3. if m  – ïàðíå 

4.  than îá÷èñëèòè âåëè÷èíè , ,kk kk kku v w  ç ðîçêëàäó (9) ïðè λ = λ2m  

5.   îá÷èñëèòè íàáëèæåííÿ äî âëàñíîãî çíà÷åííÿ +λ2 1m  çà (11) 

6.  else îá÷èñëèòè âåëè÷èíè ,kk kku v  ç ðîçêëàäó (9) ïðè +λ = λ2 1m  

7.   îá÷èñëèòè íàáëèæåííÿ äî âëàñíîãî çíà÷åííÿ +λ2 2m  çà (11) 

8. end for m . 
 
 Ç àëãîðèòìó âèäíî, ùî äëÿ îòðèìàííÿ ïî÷åðãîâèõ íàáëèæåíü íà êîæ-
íîìó êðîö³ àëãîðèòìó ïîòð³áíî çâåðòàòèñÿ äî àëãîðèòìó îá÷èñëåííÿ ðîç-
êëàäó (9). 
 Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ á³ëüø îïòèìàëüíèì ç îãëÿäó íà ê³ëüê³ñòü çâåðòàíü 
äî îá÷èñëåííÿ ðîçêëàäó (9) º àëãîðèòì, ïîáóäîâàíèé íà ³òåðàö³éíîìó ïðî-
öåñ³ âêëþ÷àþ÷èõ íàáëèæåíü [5]: 
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çà äîïîìîãîþ ÿêîãî îòðèìóºìî âêëþ÷àþ÷³ íàáëèæåííÿ äî âëàñíîãî çíà÷åí-
íÿ ó âèãëÿä³ 

 0 0 1 2 2 1m m∗λ = µ < µ < µ < < µ < < λ < < ν < < ν < ν      (13) 

àáî ó âèãëÿä³ 

 0 0 1 2 2 1m m∗λ = µ < ν < ν < < ν < < λ < < µ < < µ < µ   { } , 

âèêîðèñòîâóþ÷è ïðè öüîìó îäíå ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ λ = µ0 0  ó äàíîìó 

âèïàäêó çë³âà â³ä ∗λ , àáî ìîíîòîíí³ âêëþ÷àþ÷³ íàáëèæåííÿ ó âèãëÿä³ 

 1 2 2 1 0 0m m∗µ < µ < < µ < < λ < < ν < < ν < ν < µ = λ    { }  (14) 

àáî 
 1 2 2 1 0 0m m∗ν < ν < < ν < < λ < < µ < < µ < µ < µ = λ    , 

ÿêùî ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ λ = µ0 0  çíàõîäèòüñÿ ñïðàâà â³ä ∗λ . Òóò ô³ãóð-

í³ äóæêè îçíà÷àþòü, ùî íåð³âí³ñòü ν < ν1 2  (â³äïîâ³äíî ν < ν2 1 ) ìîæå íå âè-

êîíóâàòèñÿ, õî÷à óñ³ íàñòóïí³ íåð³âíîñò³ +ν < ν 1m m  (â³äïîâ³äíî +ν < ν1m m ) 

äëÿ 2,3,m =   âèêîíóþòüñÿ çàâæäè. 
 ßêùî òåïåð çíîâó çàì³íèòè çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ³ ¿¿ ïîõ³äíèõ ó ïîòð³áíèõ 
òî÷êàõ ñï³ââ³äíîøåííÿìè (10), òî ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ (12) íàáóäå âèãëÿäó 
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1

1

1
m m n

kk

kkk

v
u

+

=

µ = µ −

∑
, 

 1 2
1

1

1 ,        0,1,2,
n

kk
m m n

kkk kk kk

kk kkk

v
m

u v w
u u

+
=

=

 ν = µ − ⋅ = 
     −   

   

∑
∑

 ,   (15) 

äå , ,kk kk kku v w  – åëåìåíòè ìàòðèöü U, V  òà W  ó ðîçêëàäàõ (9) ïðè ô³ê-

ñîâàíîìó λ = µm . 

 Îòæå, ïðîïîíóºìî òàêèé àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü íå-
ë³í³éíî¿ ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³: 

 
 Àëãîðèòì 2. ²òåðàö³éíèé ïðîöåñ âêëþ÷àþ÷èõ íàáëèæåíü  

 1. Çàäàºìî ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ λ = µ0 0  äî s -ãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ çà-

äà÷³ (1) 
 2. for 0,1,2,m =   äî äîñÿãíåííÿ òî÷íîñò³ do 

 3.  îá÷èñëèòè âåëè÷èíè , ,kk kk kku v w ç ðîçêëàäó (9) ïðè λ = µm  

 4.  îá÷èñëèòè íàáëèæåííÿ äî âëàñíîãî çíà÷åííÿ +µ 1m òà +ν 1m  çà (15) 

 5. end for m . 
 
 Îòæå, áà÷èìî, ùî çà àëãîðèòìîì 2, íà â³äì³íó â³ä àëãîðèòìó 1, çà 
îäíå çâåðòàííÿ äî îá÷èñëåííÿ ðîçêëàäó (9) îá÷èñëþþòüñÿ äâà íàáëèæåííÿ 
(çë³âà òà ñïðàâà). 
 Çàóâàæåííÿ. Äëÿ óíèêíåííÿ íåáàæàíîãî âèïàäêó = 0rru  çàñòîñîâóþòü 

íèçêó ïåðåñòàíîâîê ðÿäê³â (³/àáî ñòîâïö³â) ìàòðèö³ D  ç âèáîðîì ãîëîâíîãî 
åëåìåíòà (äèâ., íàïðèêëàä, [10, ñ. 44]). Ó öüîìó âèïàäêó ðîçêëàäè (9) çàïè-
ñóþòüñÿ ÿê 

 =PD LU , 

 = +PB MU LV , 

 2= + +PC NU MV LW , 

äå P  – ìàòðèöÿ ïåðåñòàíîâîê, ïðè÷îìó = −det ( 1)qP , äå q  – ÷èñëî ïåðå-
ñòàíîâîê (íàïðèêëàä, ðÿäê³â). Ó òàêîìó âèïàäêó ñï³ââ³äíîøåííÿ (10) íàáó-
äóòü âèãëÿäó 

 
1

( ) ( 1)
n

q
m ii

i

f u
=

λ = − ∏ , 

 
1 1,

( ) ( 1)
nn

q
m kk ii

k i i k

f v u
= = ≠

′ λ = − ∑ ∏ , 

 
1 1 1,1, 1, ,

( ) ( 1) ( 1)
n nn n n

q q
m kk ii kk jj ii

k k j j ki i k i i k i j

f w u v v u
= = = ≠= ≠ = ≠ ≠

 ′′ λ = − + −  
 ∑ ∑ ∑∏ ∏ . 

 Öåé àëãîðèòì ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ³ äëÿ ³íøèõ ìåòîä³â, ÿê³ âèêîðèñ-
òîâóþòü ïîõ³äí³, çîêðåìà, äëÿ ìåòîäó Ãåëë³ [17] àáî äëÿ àëãîðèòìó çíàõîä-
æåííÿ ïî÷àòêîâèõ íàáëèæåíü [6], ÿê³ ïîò³ì ìîæíà âèêîðèñòàòè, íàïðèêëàä, 
äëÿ òîãî æ òàêè ìåòîäó Íüþòîíà àáî Ãåëë³. 
 3. ×èñëîâèé ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî çàñòîñóâàííÿ çàïðîïîíîâàíîãî àëãî-
ðèòìó äî çíàõîäæåííÿ óçàãàëüíåíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü ë³í³éíîãî îäíîð³äíîãî 
³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ, ÿäðî ÿêîãî àíàë³òè÷íî (íåë³í³éíî) çàëåæèòü â³ä 
ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ = c : 
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1

01

( )
( , ) ( ) ( , ) ( , , ) ( , )

( , )
F

v c T c v c K c v c d
f c

−

′ξ ′ ′ ′ξ = ξ ≡ ξ ξ ξ ξ′ξ∫ , (16) 

äå ξ( )F  – íåïåðåðâíà íà â³äð³çêó 1, 1− +[ ]  ä³éñíà íåâ³ä’ºìíà ôóíêö³ÿ, 

 
sin ( )

( , , )
( )
c

K c
′ξ − ξ′ξ ξ = ′π ξ − ξ

, (17) 

 
1

0
1

( , ) ( ) ( , , )f c F K c d
−

′ ′ ′ξ = ξ ξ ξ ξ∫ . (18) 

 Ð³âíÿííÿ (16) âèíèêàº ïðè çíàõîäæåíí³ òî÷îê ìîæëèâîãî ãàëóæåííÿ 
ðîçâ’ÿçê³â íåë³í³éíîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ [11] 

 
1

1

( , ) ( ) ( , , ) exp arg ( , )f c F K c i f c d
−

′ ′ ′ ′ξ = ξ ξ ξ ⋅ ξ ξ∫ { } ,  (19) 

ÿêå îòðèìóºòüñÿ âíàñë³äîê âàð³àö³éíèõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ ñèíòåçó, çîêðåìà, 
ë³í³éíèõ àíòåí çà çàäàíîþ àìïë³òóäíîþ ä³àãðàìîþ íàïðÿìëåíîñò³. Îòæå, ó 
ôîðìóë³ (19) ( , )f cξ  – ä³àãðàìà íàïðÿìëåíîñò³ àíòåíè, ξ( )F  – çàäàíà ä³àãðà-
ìà íàïðÿìëåíîñò³, c  – ïàðàìåòð, ÿêèé õàðàêòåðèçóº åëåêòðè÷í³ ðîçì³ðè 
àíòåíè. 
 Îäíèì ³ç ìîæëèâèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (19) (íàçâåìî éîãî òðèâ³àëü-
íèì) º (18), ÿêèé â³äïîâ³äàº ä³àãðàìàì ç ôàçîâèì öåíòðîì ( arg ( , ) 0f cξ = ) ³ 
ñïðàâäæóºòüñÿ äëÿ äîâ³ëüíèõ c . Çâè÷àéíî, ïðàêòè÷íèé ³íòåðåñ ó á³ëüøîñò³ 
âèïàäê³â ìàþòü ñàìå íåòðèâ³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè, ÿê³ â³äãàëóæóþòüñÿ â³ä ξ0 ( , )f c  

ç ðîñòîì ïàðàìåòðà c . 
 Îòæå, çàäà÷à çíàõîäæåííÿ òî÷îê c , ó ÿêèõ â³äãàëóæóþòüñÿ ðîçâ’ÿçêè, 
â³äì³íí³ â³ä òðèâ³àëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ξ0 ( , )f c , çâîäèòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ âëàñ-

íèõ çíà÷åíü ³íòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà (16), ó ÿêîìó ïàðàìåòð c  â³ä³ãðàº ðîëü 
ñïåêòðàëüíîãî, à ξ = ξ( , ) Im ( , )v c f c .  
 Çðîáèâøè ó ð³âíÿíí³ (16) çàì³íó 

 ( , ) ( , ) ( , )c w c v cϕ ξ = ξ ξ , äå 
0

( )
( , )

( , )
F

w c
f c

ξξ =
ξ

, (20) 

îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ  

 
1

1

( , ) ( , , ) ( , )c c c d
−

′ ′ ′ϕ ξ = Φ ξ ξ ϕ ξ ξ∫  (21) 

ç ñèìåòðè÷íèì ÿäðîì 

 ′ ′ ′Φ ξ ξ = ξ ξ ξ ξ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )c K c w c w c . 

 Îñê³ëüêè ïðè äîâ³ëüíèõ çíà÷åííÿõ c < + ∞  ôóíêö³ÿ ξ0 ( , )f c  º âëàñíîþ 

ôóíêö³ºþ ð³âíÿííÿ (16), ÿêà â³äïîâ³äàº íåïåðåðâíîìó ñïåêòðó îïåðàòîðà 
(16), òî ç óðàõóâàííÿì (20) âëàñíîþ ôóíêö³ºþ ð³âíÿííÿ (21) ïðè äîâ³ëüíèõ 
c < + ∞  áóäå ôóíêö³ÿ  

 ϕ ξ = ξ ξ0 0( , ) ( ) ( , )c F f c , 

ÿêà â³äïîâ³äàº íåïåðåðâíîìó ñïåêòðó îïåðàòîðà (21). Âèä³ëèìî öþ ôóíêö³þ 
ç ÿäðà ′Φ ξ ξ( , , )c , òîä³ ð³âíÿííÿ (21) çâåäåòüñÿ äî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ 

 
1

1

( , ) ( ) ( , ) ( , , ) ( , )c T c c E c c d
−

′ ′ ′ϕ ξ = ϕ ξ ≡ ξ ξ ϕ ξ ξ∫  (22) 

ç ñèìåòðè÷íèì ÿäðîì 

 0 0
2

0

( , ) ( , )
( , , ) ( , ) ( , ) ( , , )

( , )

f c f c
E c w c w c K c

c

′ ξ ξ′ ′ ′ξ ξ = ξ ξ ⋅ ξ ξ − 
ϕ ξ 

. 
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 Çã³äíî ç ëåìîþ Øì³äòà [1] ôóíêö³ÿ ϕ ξ0 ( , )c  óæå íå áóäå âëàñíîþ ôóíê-

ö³ºþ ð³âíÿííÿ (21), à îïåðàòîð  ( )T c  ìàº ëèøå òî÷êîâèé ñïåêòð. Êð³ì òîãî, 
îïåðàòîð (22) º ö³ëêîì íåïåðåðâíèì, à òàêîæ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèì 
çà ïàðàìåòðîì c . 
 Çàì³íèâøè ó ð³âíÿíí³ (22) ³íòåãðàë êâàäðàòóðíîþ ôîðìóëîþ ¥àóññà 

 
1

11

( ) ( )
n

jn jn
j

f x dx a f x
=−
∑∫  , 

äå ∈ jna  – êîåô³ö³ºíòè, à 1, 1 ,  1,2, ,jnx j n∈ − + = [ ] , – âóçëè ôîðìóëè 

¥àóññà, îòðèìóºìî îäíîð³äíó ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü â³ä-
íîñíî 1 , ,n nnϕ ϕ : 

 
1

( , , ) ,      1,2, ,
n

in jn in jn jn
j

a E c i n
=

ϕ = ξ ξ ϕ =∑  , 

äå ( , )in in cϕ = ϕ ξ . Òîáòî îòðèìàëè ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó (1) ç ìàòðèöåþ ( )λ =D  

( )= − λI A , äå 
, 1

( ) ( , , )
n

jn in jn i j
a E =λ = ξ ξ λA { } , λ = c , à I  – îäèíè÷íà ìàòðèöÿ. 

Òåïåð äî ìàòðè÷íî¿ ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³ çàñòîñîâóºìî çàïðîïîíîâàí³ àëãî-
ðèòìè. 

×èñëîâ³ åêñïåðèìåíòè ùîäî îá÷èñëåííÿ ïåðøèõ âëàñíèõ çíà÷åíü (ïåð-
øî¿ òî÷êè ãàëóæåííÿ) äëÿ ð³çíèõ òèï³â çàäàíî¿ ä³àãðàìè íàïðÿìëåíîñò³ 
ïðîâîäèëèñü äëÿ ìàòðèöü ð³çíî¿ ðîçì³ðíîñò³. Â³äîìî [11], ùî äëÿ çàäàíèõ 

ä³àãðàì íàïðÿìëåíîñò³ ξ =( ) 1F  òà 
πξξ =( ) cos
2

F  òî÷íèìè ðîçâ’ÿçêàìè ð³â-

íÿííÿ (19) º ÷èñëà π  òà π3
2

 â³äïîâ³äíî. Ïîð³âíÿííÿ ðåçóëüòàò³â ÷èñåëüíîãî 

ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ (19) ç ³ñíóþ÷èìè òî÷íèìè ðîçâ’ÿçêàìè ïîêàçóº, ùî äëÿ 

ìàòðèöü ðîçì³ðíîñò³ ≥ 16n  ìîæíà äîñÿãíóòè òî÷íîñò³ −710  îá÷èñëåííÿ 
âëàñíèõ çíà÷åíü çà íåâåëèêó ê³ëüê³ñòü êðîê³â ³òåðàö³éíèìè ïðîöåñàìè (11) 
àáî (15). Äåÿê³ ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíò³â äëÿ ìàòðèöü ðîçì³ðíîñò³ = 16n  
ðîçì³ùåíî ó òàáë. 1, äå íàâåäåíî ð³çí³ ïî÷àòêîâ³ íàáëèæåííÿ (÷èñëî íàä 
ðèñêîþ) é îòðèìàí³ íà ¿õí³é ï³äñòàâ³ íàáëèæåí³ ðîçâ’ÿçêè çà äâîìà àëãî-

ðèòìàìè äëÿ òðüîõ òèï³â ä³àãðàì íàïðÿìëåíîñò³: ξ =( ) 1F , 
πξξ =( ) cos
2

F , 

1( )
2

F ξ =
ξ +

. Óñ³ îá÷èñëåííÿ ïðîâîäèëèñÿ äî äîñÿãíåííÿ òî÷íîñò³ −710 . 

 Таблиця 1 
Àëãîðèòì 1 Àëãîðèòì 2 

ξ( )F  m  λm  µm  νm  

3.0 3.0  5 
3.141592679 3.141592672 3.141592672 

2.0 2.0  
=const 1  

6 
3.141592662 3.141592709 3.141592710 

2.0 2.0  11 
4.712389138 4.712389143 4.712389146 

4.0 4.0  
cos

2
πξ

 
7 

4.712389109 4.712389175 4.712389186 

2.0 2.0  5 
2.973394164 2.973394171 2.973394171 

3.0 3.0  
1

2ξ +
 

4 
2.973394162 2.973394165 2.973394165 
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Äëÿ ³ëþñòðàö³¿ ðîáîòè àëãîðèòì³â äâîñòîðîíí³õ íàáëèæåíü ó òàáë. 2 

äëÿ äâîõ òèï³â çàäàíî¿ ä³àãðàìè: ξ =( ) 1F  òà 1( )
2

F ξ =
ξ +

, íàâåäåíî çíà÷åí-

íÿ ïîñë³äîâíèõ äâîñòîðîíí³õ íàáëèæåíü ïàðàìåòðà λ . Îá÷èñëåííÿ ïðîâîäè-
ëèñÿ ïðè ïî÷àòêîâîìó íàáëèæåíí³ λ =0 3.0 . 

 Таблиця 2 
Àëãîðèòì 1 Àëãîðèòì 2 

ξ( )F  m  λm  µm  νm  

1 3.164505375 3.118521081 3.164505375 
2 3.140705652 3.140793046 3.142402732 
3 3.141593939 3.141591660 3.141593691 
4 3.141592678 3.141592672 3.141592672 

=const 1  

5 3.141592679   
1 2.974501775 2.972324121 2.974501775 
2 2.973392437 2.973392576 2.973395866 
3 2.973394168 2.973394151 2.973394251 

1
2ξ +

 

4 2.973394162 2.973394165 2.973394165 
 
 Ç òàáë. 2 âèäíî, ùî çà àëãîðèòìîì 1 îòðèìóºìî äëÿ çàäàíî¿ ä³àãðàìè 

ξ =( ) 1F  äâîñòîðîíí³ íàáëèæåííÿ ó âèãëÿä³ (4), äëÿ 1( )
( 2)

F ξ =
ξ +

 – äâîñòî-

ðîíí³ íàáëèæåííÿ ó âèãëÿä³ (5), à çà àëãîðèòìîì 2 – ó âèãëÿä³ (13) ³ (14) 

äëÿ ξ =( ) 1F  òà 1( )
( 2)

F ξ =
ξ +

 â³äïîâ³äíî. 

 Îòæå, çàñòîñóâàííÿ çàïðîïîíîâàíîãî ó ðîáîò³ àëãîðèòìó îá÷èñëåííÿ 
ïîõ³äíèõ â³ä äåòåðì³íàíòà ìàòðèö³ äîçâîëÿº ïîáóäóâàòè íàä³éí³ òà åôåê-
òèâí³ (ó ðîçóì³íí³ äâîñòîðîíí³õ îö³íîê ³ øâèäêîñò³ çá³æíîñò³) àëãîðèòìè 
çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü íåë³í³éíèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷. 
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ДВУСТОРОННИЙ АНАЛОГ МЕТОДА НЬЮТОНА НАХОЖДЕНИЯ СОБСТВЕННЫХ 
ЗНАЧЕНИЙ ОДНОГО КЛАССА НЕЛИНЕЙНЫХ СПЕКТРАЛЬНЫХ ЗАДАЧ 
 
Ïðåäëàãàåòñÿ èòåðàöèîííûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ äâóñòîðîííèõ (àëüòåðíèðó-
þùèõ) ïðèáëèæåíèé ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì íåëèíåéíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, 
èñïîëüçóþùèé äâóñòîðîííèé àíàëîã ìåòîäà Íüþòîíà è íîâóþ ýôôåêòèâíóþ ÷èñ-
ëåííóþ ïðîöåäóðó îïðåäåëåíèÿ íüþòîíîâñêîé ïîïðàâêè è åå ïðîèçâîäíîé.  
 
BILATERAL ANALOG OF NEWTON’S METHOD FOR DETERMINATION OF  
EIGENVALUES OF ONE CLASS OF NONLINEAR SPECTRAL PROBLEMS 
 
An iterative algorithm for determination of bilateral (alternating) approximations to the 
eigenvalues of nonlinear spectral problems is proposed which uses the bilateral analog 
of Newton’s method and a new efficient numerical procedure for calculation Newton’s 
correction and its derivative.  
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
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