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ПРО НАЙКРАЩЕ СЕРЕДНЬОКВАДРАТИЧНЕ НАБЛИЖЕННЯ 
ДІЙСНОЇ НЕВІД’ЄМНОЇ ФІНІТНОЇ НЕПЕРЕРВНОЇ ФУНКЦІЇ ВІД ДВОХ 
ЗМІННИХ МОДУЛЕМ ПОДВІЙНОГО ІНТЕГРАЛА ФУР’Є. I 
 

Äîñë³äæóºòüñÿ íåë³í³éíà çàäà÷à ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¿ àïðîêñèìàö³¿ ä³éñíî¿ 
ô³í³òíî¿ íåâ³ä’ºìíî¿ íåïåðåðâíî¿ ôóíêö³¿ â³ä äâîõ çì³ííèõ ìîäóëåì ïîäâ³éíîãî 
³íòåãðàëà Ôóð’º, çàëåæíîãî â³ä äâîõ ïàðàìåòð³â. Çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â ö³º¿ 
çàäà÷³ çâåäåíî äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåë³í³éíîãî äâîâèì³ðíîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³â-
íÿííÿ òèïó Ãàììåðøòåéíà. Ïîáóäîâàíî é îá´ðóíòîâàíî ÷èñåëüí³ àëãîðèòìè 
äëÿ çíàõîäæåííÿ ë³í³é ãàëóæåííÿ òà â³äãàëóæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â öüîãî ð³âíÿííÿ. 
Íàâåäåíî ÷èñëîâ³ ïðèêëàäè.  

 
 Âñòóï. Ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íà àïðîêñèìàö³ÿ ô³í³òíî¿ íåâ³ä’ºìíî¿ ôóíêö³¿ 
â³ä äâîõ çì³ííèõ ìîäóëåì ïîäâ³éíîãî ³íòåãðàëà Ôóð’º, çàëåæíîãî â³ä ô³çè÷-
íèõ ïàðàìåòð³â, øèðîêî âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ îáåðíåíèõ çà-
äà÷ ðàä³îô³çèêè, àêóñòèêè òà ³í. [7, 17]. Ñóòòºâîþ îñîáëèâ³ñòþ çàäà÷³ íåë³-
í³éíî¿ àïðîêñèìàö³¿ º íåºäèí³ñòü ³ ãàëóæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â, ÿêå çàëèøàºòüñÿ 
íåäîñë³äæåíèì. Çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ ìíîæèíè òî÷îê ãàëóæåííÿ º, â 
ñâîþ ÷åðãó, íåäîñòàòíüî äîñë³äæåíîþ íåë³í³éíîþ ñïåêòðàëüíîþ äâîïàðà-
ìåòðè÷íîþ çàäà÷åþ. Íàéá³ëüø ïîâíî ðîçâèíóò³ ìåòîäè äîñë³äæåííÿ é ÷è-
ñåëüíîãî çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â îäíîïàðàìåòðè÷íèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ 
ïðè íàÿâíîñò³ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà [1, 3, 4, 15, 21, 22]. Ñóòòºâîþ â³äì³íí³ñ-
òþ íåë³í³éíèõ äâîïàðàìåòðè÷íèõ çàäà÷ º ³ñíóâàííÿ çâ’ÿçíèõ êîìïîíåíò 
ñïåêòðà, ÿê³ ó âèïàäêó ä³éñíèõ ïàðàìåòð³â ñòàíîâëÿòü ñîáîþ ñïåêòðàëüí³ 
ë³í³¿ [16]. 
 Ó ðîáîò³ âàð³àö³éíó çàäà÷ó ïðî íàéêðàùå ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå íàáëè-
æåííÿ ä³éñíî¿ ô³í³òíî¿ ôóíêö³¿ ìîäóëåì ïîäâ³éíîãî ³íòåãðàëà Ôóð’º çâåäå-
íî äî çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â íåë³í³éíîãî äâîâèì³ðíîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³â-
íÿííÿ òèïó Ãàììåðøòåéíà. Äîâåäåíî òåîðåìó ³ñíóâàííÿ çâ’ÿçíèõ êîìïîíåíò 
ñïåêòðà ãîëîìîðôíèõ îïåðàòîð-ôóíêö³é, çàëåæíèõ â³ä äâîõ ñïåêòðàëüíèõ 
ïàðàìåòð³â, ùî îá´ðóíòîâóº çàñòîñóâàííÿ ìåòîä³â íåÿâíèõ ôóíêö³é äî áàãà-
òîïàðàìåòðè÷íèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ [16]. Ïîêàçàíî çàñòîñîâí³ñòü ö³º¿ òåî-
ðåìè äî àíàë³çó ñïåêòðà äâîâèì³ðíîãî ³íòåãðàëüíîãî îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ, 
äî ÿêîãî çâåäåíî çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ ë³í³é ìîæëèâîãî ãàëóæåííÿ ðîç-
â’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Ãàììåðøòåéíà. Ïîáóäîâàíî é îá´ðóíòîâàíî àëãîðèòìè äëÿ 
÷èñåëüíîãî çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ àïðîêñèìàö³¿, íàâå-
äåíî ÷èñëîâ³ ïðèêëàäè. 
 1. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³, îñíîâí³ ð³âíÿííÿ òà ñï³ââ³äíîøåííÿ. Ðîç-
ãëÿíåìî ë³í³éíèé ³íòåãðàëüíèé îïåðàòîð 

 − += ≡ ∫∫ 1 1 2 2( )
1 2( , ) ( , ) i c xs c ys

G

f s s AU U x y e dx dy ,  (1) 

ÿêèé º ïîäâ³éíèì ïåðåòâîðåííÿì Ôóð’º ôóíêö³¿ ∈ 2( , ) ( )U x y L G , çàëåæíèì 

â³ä ä³éñíîãî äâîâèì³ðíîãî ïàðàìåòðà = 1 2( , )c cc , < < ∞0 ic , = 1,2i . Ïîêëà-

äàºìî, ùî îáëàñòü ⊂ 2G  ìàº êóñêîâî-ãëàäêó ãðàíèöþ. Ó ïðîñòîð³ 2 ( )L G  
ââåäåìî çâàæåíèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê é ïîðîäæóâàíó íèì íîðìó 

 
π= ∫∫2

2

1 2 ( ) 1 2
1 2

(2 )
, ( , ) ( , )L G

G

U U U x y U x y dx dy
c c

( ) ,  

 =
22

1 2
( )( ) , L GL GU U U( ) / .  (2) 
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Îñê³ëüêè îáëàñòü ⊂ 2G  º îáìåæåíîþ, òî ³íòåãðàë ó ð³âíîñò³ (1) ³ñíóº â 
çâè÷àéíîìó ðîçóì³íí³ [9] äëÿ äîâ³ëüíî¿ ôóíêö³¿ ∈ 2( )U L G , ïðè÷îìó ôóíê-

ö³ÿ 1 2( , )f s s  º ³íòåãðîâíîþ ç êâàäðàòîì ïðè ∈ 2
1 2( , )s s  ³ äëÿ íå¿ ñïðàâäæó-

ºòüñÿ ð³âí³ñòü Ïëàíøåðåëÿ [12] =2
2 2( ) ( )L L Gf U . Ç ö³º¿ ð³âíîñò³ âèïëèâàº, 

ùî A  – ³çîìåòðè÷íèé îïåðàòîð, òîáòî 

 =2
2 2( ) ( )L L GAU U .  (3) 

 Íåõàé çàäàíî 

 
∈ Ω

= 
∈ Ω




1 2 1 2
1 2 2

1 2

( , ), ( , ) ,
( , )

0, ( , ) \ ,

F s s s s
F s s

s s
  (4) 

äå 1 2( , )F s s  – ä³éñíà íåïåðåðâíà é íåâ³ä’ºìíà íà îáëàñò³ Ω  ôóíêö³ÿ. 
 Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî íàéêðàùå ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå íàáëèæåííÿ 

ôóíêö³¿  1 2( , )F s s  ìîäóëåì ³íòåãðàëà Ôóð’º íà âñ³é ïëîùèí³ 2 , ÿêó ñôîð-
ìóëþºìî ÿê çàäà÷ó ì³í³ì³çàö³¿ ôóíêö³îíàëà  

 
∈

σ = − ≡ −
 

 
2 2

2 22

2 2

( ) ( )( )
min ( )

L LU L G
U F AU F f .  (5) 

Âðàõîâóþ÷è ð³âíîñò³ (3), (4), ôóíêö³îíàë =1 1 1( , )f u v   çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 ΩΩσ = − +
22 2

2 2
( )( ) ( )( ) 2 , LL L GU F F AU U( ) .  (6) 

Ïðèð³âíþþ÷è äèôåðåíö³àë Ãàòî ôóíêö³îíàëà (6) äî íóëÿ, îäåðæóºìî ð³â-
íÿííÿ â³äíîñíî ôóíêö³¿ U  â ïðîñòîð³ 2 ( )L G : 

 +

Ω

= ×
π ∫∫ 1 1 2 2( )1 2

1 22
( , ) ( , )

(2 )
i c xs c ysc c

U x y F s s e  

 
′ ′− + ′ ′ ′ ′×  

 ∫∫ 1 1 2 2( )
1 2exp arg ( , ) i c x s c y s

G

i U x y e dx dy ds ds , (7) 

ÿêå îïèñóº ñòàö³îíàðí³ òî÷êè ôóíêö³îíàëà σ( )U . 
 Äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñ³â ââåäåìî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: 

 ′′ ′ ′ ′ ′= Ω = = Ω =1 2 1 2 1 2 1 2( , ),       ,       ( , ),       Q QQ s s d ds ds Q s s d ds ds ,  

 = =     ( , ),    PP x y dG dx dy . 

 Âðàõóâàâøè, ùî ìíîæèíà ( )N A  ñêëàäàºòüñÿ ëèøå ç íóëüîâîãî åëåìåí-
òà, ³ ïîä³ÿâøè íà îáèäâ³ ñòîðîíè ð³âíÿííÿ (7) îïåðàòîðîì A , îäåðæóºìî åê-
â³âàëåíòíå äî (7) ð³âíÿííÿ â³äíîñíî ôóíêö³¿ 1 2( , )f s s  ó ïðîñòîð³ Ω2 ( )L : 

 
′

′
Ω

′ ′= ≡ Ω∫∫ K arg ( )( ) , , ( ) i f Q
Qf Q f Q Q F Q e dB c( ) ,  (8) 

äå 

 ′ ′ ′= − + −
π ∫∫K 1 2

1 1 1 2 2 22
, , exp ( ) ( )

(2 )
P

G

c c
Q Q i c x s s c y s s dGc( ) ( )[ ]   (9) 

– ÿäðî ð³âíÿííÿ (8), ñóòòºâî çàëåæíå â³ä ôîðìè îáëàñò³ G . 
 Ï³ä åêâ³âàëåíòí³ñòþ ð³âíÿíü (7), (8) ðîçóì³ºìî: ì³æ ðîçâ’ÿçêàìè öèõ 
ð³âíÿíü ³ñíóº âçàºìíî îäíîçíà÷íà â³äïîâ³äí³ñòü, òîáòî êîæíîìó ðîçâ’ÿçêó 
ð³âíÿííÿ (7) â³äïîâ³äàº ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (8) ³, íàâïàêè: ÿêùî ∗f  – ðîçâ’ÿ-

çîê ð³âíÿííÿ (8), òî â³äïîâ³äíèé éîìó ðîçâ’ÿçîê ∗U  ð³âíÿííÿ (7) âèçíà÷àºòü-
ñÿ çà ôîðìóëîþ 
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 ∗ ∗
Ω

= + + Ω
π ∫∫1 2

1 1 2 22
( ) ( ) exp arg ( ) ( )

(2 )
Q

c c
U P F Q i f Q c xs c ys d( )[ ] ,  (10) 

à ÿêùî ∗U  – ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (7), òî â³äïîâ³äíèé éîìó ðîçâ’ÿçîê ∗f  ð³â-
íÿííÿ (8) âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (1). 
 Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó ñèìåòðè÷íèõ îáëàñòåé G  ÿäðî (9) âäàºòüñÿ 
ñïðîñòèòè. Çîêðåìà, ÿêùî îáëàñòü G  ìàº äâ³ îñ³ ñèìåòð³¿, à ¿¿ âåðõíÿ é 
íèæíÿ ìåæ³ îïèñóþòüñÿ â³äïîâ³äíî ôóíêö³ÿìè = ±η( )y x  ïðè ∈ −1,1x [ ] , òî 
ÿäðî (9) º ä³éñíèì ³ íàáóâàº âèãëÿäó 

 
−

′ − η′ ′= − ′ −π ∫K
1

1 2 2 2
1 1 12

2 21

sin ( ) ( )
, , cos ( )

( )2

c c s s x
Q Q c x s s dx

s s
c

( )
( ) ( ) .  (11) 

 Âèêîðèñòîâóþ÷è á³ëüø çàãàëüíèé âèðàç (9) äëÿ ÿäðà ′K , ,Q Q c( ) , ðîç-
ãëÿíåìî îïåðàòîð 

 ′
Ω

′ ′≡ Ω∫∫ K , , ( ) QDf Q Q f Q dc( )   (12) 

³ â³äïîâ³äíó éîìó êâàäðàòè÷íó ôîðìó  

 ′
Ω Ω

′ ′= Ω Ω =∫∫ ∫∫ K( , ) ( , , ) ( ) ( ) QQDf f Q Q f Q d f Q dc  

 
Ω

= Ω >
π ∫∫ ∫∫

2
2 2

2
( ) exp ( ( , )) 0

(2 )
Q P

G

c c
f Q i P Q d dGc . 

Ç îñòàííüî¿ íåð³âíîñò³ âèïëèâàº, ùî ÿäðî ′K , ,Q Q c( )  º äîäàòíèì. Â³äïîâ³äíî 

îïåðàòîð D  º òàêîæ äîäàòíèì íà êîíóñ³ íåâ³ä’ºìíèõ ôóíêö³é   ïðîñòîðó 

Ω( )C  [10]. Çã³äíî ç öèì, îïåðàòîð D  çàëèøàº ³íâàð³àíòíèì êîíóñ  , òîáòî 

⊂ D . 
 Îñê³ëüêè ìíîæèíà çíà÷åíü îïåðàòîðà A  º ìíîæèíîþ íåïåðåðâíèõ 

ôóíêö³é [9], íàëåæíèõ äî ïðîñòîðó 2
2( )L  ³, â³äïîâ³äíî, äî Ω2 ( )L , à ìíîæè-

íà ôóíêö³é, íåïåðåðâíèõ íà îáëàñò³ Ω , º ù³ëüíîþ ó ïðîñòîð³ Ω2 ( )L  [9], òî 

ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (8) áóäåìî äîñë³äæóâàòè â ïðîñòîð³ Ω( ) . 

 Íà ï³äñòàâ³ äåêîìïëåêñèô³êàö³¿ [19] êîìïëåêñíèé ïðîñò³ð Ω( )  ðîçãëÿ-

äàòèìåìî ÿê ïðÿìó ñóìó äâîõ ä³éñíèõ ïðîñòîð³â íåïåðåðâíèõ íà îáëàñò³ Ω  

ôóíêö³é Ω = Ω ⊕ Ω( ) ( ) ( )C C , åëåìåíòè ÿêîãî ïîäàþòüñÿ ó âèãëÿä³: =f  

= ∈ Ω( , ) ( )u v  , = ∈ ΩRe ( ) ( )u f C , = ∈ ΩIm ( ) ( )v f C . Íîðìè â öèõ ïðîñòî-
ðàõ ââåäåìî òàê: 

 Ω Ω∈Ω ∈Ω
= =( ) ( )max ( ) ,           max ( )C CQ Q

u u Q v v Q , 

 Ω Ω Ω=( ) ( ) ( )max ,C Cf u v( ) .  (13) 

Ð³âíÿííÿ (8) â äåêîìïëåêñèô³êîâàíîìó ïðîñòîð³ Ω( )  çâîäèòüñÿ äî åêâ³âà-
ëåíòíî¿ éîìó ñèñòåìè ð³âíÿíü 

 ′
Ω

′′ ′= ≡ Ω
′ ′+

∫∫ K1 2 2

( )
( ) ( , ) ( ) ( , , )

( ) ( )
Q

u Q
u Q B u v F Q Q Q d

u Q v Q
c , 

 ′
Ω

′′ ′= ≡ Ω
′ ′+

∫∫ K1 2 2

( )
( ) ( , ) ( ) ( , , )

( ) ( )
Q

v Q
v Q B u v F Q Q Q d

u Q v Q
c .  (14) 
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 Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ⊂ Ω( )MS   çàìêíåíó îïóêëó ìíîæèíó íåïåðåðâíèõ 

ôóíêö³é, ïîêëàäàþ÷è 

 Ω= ⊕ = ∈ ≤( ),           :
u v u uM M M M M CS S S S u S u M{ } , 

 Ω= ∈ ≤( ):
v vM M CS v S v M{ } , 

 ′
∈Ω

Ω

′ ′= Ω∫∫ Kmax ( ) ( , , ) QQ
M F Q Q Q dc . 

 Ëåìà 1. Îïåðàòîð = 
1 2( , )B BB , âèçíà÷åíèé çà ôîðìóëàìè (14), â³äîá-

ðàæàº çàìêíåíó îïóêëó ìíîæèíó MS  áàíàõîâîãî ïðîñòîðó Ω( )  ñàìó â 

ñåáå ³ º êîìïàêòíèì. 

 Ä î â å ä å í í ÿ. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî Ω → Ω: ( ) ( )B   . Íåõàé 

= ( , )f u v   – äîâ³ëüíà ôóíêö³ÿ, íàëåæíà äî Ω( ) . Îñê³ëüêè ïðè < < ∞0 ic , 

= 1,2i , ÿäðî ′K , ,Q Q c( )  º íåïåðåðâíîþ ôóíêö³ºþ ñâî¿õ àðãóìåíò³â íà çàìê-

íåí³é îáëàñò³ Ω × Ω , òî çã³äíî ç òåîðåìîþ Êàíòîðà [12] ′K , ,Q Q c( )  – ð³âíî-

ì³ðíî íåïåðåðâíà íà Ω × Ω  ôóíêö³ÿ. Çâ³äñè âèïëèâàº: äëÿ áóäü-ÿêèõ òî÷îê 
′

1 1( , )Q Q , ′
2 2( , )Q Q  òàêèõ ùî, ÿê ò³ëüêè ′ ′− < δ1 1 2 2, ,Q Q Q Q( ) ( ) , òî 

 ε′ ′− <K K1 1 2 2, , , ,Q Q Q Q
a

c c( ) ( ) , äå ′
Ω

′= Ω∫∫ ( ) Qa F Q d .  

Íà ï³äñòàâ³ öüîãî îäåðæóºìî 

 − =1 2( ) ( )u Q u Q  

 ′
Ω

′′ ′ ′= − Ω ≤
′ ′+

∫∫ K K1 2 2 2

( )
( ) , , , ,

( ) ( )
Q

u Q
F Q Q Q Q Q d

u Q v Q
c c( ) ( )[ ]  

 ′
Ω

ε ′≤ Ω = ε∫∫ ( ) QF Q d
a

,  (15) 

îñê³ëüêè 
′∈Ω

′
≤

′ ′+2 2

( )
max 1

( ) ( )Q

u Q

u Q v Q
. Àíàëîã³÷íî îäåðæóºìî, ùî − ≤1 2( ) ( )v Q v Q  

≤ ε , ÿê ò³ëüêè ′ ′− < δ1 1 2 2, ,Q Q Q Q( ) ( ) , òîáòî ∈ Ω( , ) ( )u v    ³ Ω → Ω: ( ) ( )B   . 

 Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà ôóíêö³é =g MS SB  çàäîâîëüíÿº óìîâè òåîðåìè 

Àðöåëà [9], òîáòî ïîêàæåìî, ùî ôóíêö³¿ ìíîæèíè gS  º ð³âíîì³ðíî îáìåæå-

íèìè é îäíîñòàéíî íåïåðåðâíèìè. Á³ëüøå òîãî, ⊂M MS SB . Íåõàé =g  

= ω = ≡ 1 2( , ) ( , ), ( , )w f B u v B u vB ( ) , äå = ( , )f u v   – äîâ³ëüíà ôóíêö³ÿ ìíî-

æèíè MS . Òîä³ ïðè ′ ′− < δ1 2, ,Q Q Q Q( ) ( )  àíàëîã³÷íî (15) ìàºìî 

 
′

Ω

′
Ω

ε ′ Ω
−   ε        ≤ =     εω − ω ε′     Ω   

  

∫∫

∫∫
1 2

1 2

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

Q

Q

F Q d
w Q w Q a

Q Q F Q d
a

. 

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêö³¿ ìíîæèíè =g MS SB  º îäíîñòàéíî íåïåðåðâí³. 

 Ð³âíîì³ðíà îáìåæåí³ñòü ìíîæèíè =g MS SB  âèïëèâàº ç íåð³âíîñò³ 
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 ′Ω ∈Ω
Ω

 ′ ′ ′= Ω
′ ′ +

∫∫ K( ) 2 2

( )
max max ( ) , ,

( ) ( )
QQ

u Q
g F Q Q Q d

u Q v Q
c( ) , 

 ′
∈Ω

Ω

′ ′ ′ Ω ≤
′ ′ + 

∫∫ K
2 2

( )
max ( ) , ,

( ) ( )
QQ

v Q
F Q Q Q d M

u Q v Q
c( ) , 

äå = ( , )f u v   – äîâ³ëüíà ôóíêö³ÿ ìíîæèíè MS , = ≡ 1 2( , ), ( , )g f B u v B u vB ( ) . 

Ç îñòàííüî¿ íåð³âíîñò³ âèïëèâàº òàêîæ, ùî ⊂M MS SB . Îòæå, îïåðàòîð =B  

= 1 2( , )B B   º êîìïàêòíèì ³ â³äîáðàæàº çàìêíåíó îïóêëó ìíîæèíó ⊂MS  

⊂ Ω( )  ñàìó â ñåáå. 

 Ëåìó äîâåäåíî. ◊ 
 ßê íàñë³äîê ³ç ëåìè 1 âèïëèâàº, ùî âñ³ íåðóõîì³ òî÷êè îïåðàòîðà =B  

= 1 2( , ) ,B B 
 òîáòî ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè ð³âíÿíü (14), íàëåæàòü äî ìíîæèíè MS . 

 Ðîçâ’ÿçêè ïîä³áíî¿ äî (14) ñèñòåìè ð³âíÿíü ó âèïàäêó îäíîâèì³ðíèõ îá-

ëàñòåé Ω  ñòîñîâíî çàäà÷ ñèíòåçó ë³í³éíîãî âèïðîì³íþâà÷à äîñë³äæóâàëèñü, 
çîêðåìà, â [17, 23]. Îäåðæàí³ òàì ðåçóëüòàòè ïîêàçóþòü, ùî äëÿ ð³âíÿíü 
òèïó (8), (14) õàðàêòåðíèìè º íåºäèí³ñòü ³ ãàëóæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â, çàëåæíå 
â³ä âåëè÷èíè ô³çè÷íîãî ïàðàìåòðà. Áåçïîñåðåäíüî ðåçóëüòàòè [19, 23] íå 
ìîæóòü áóòè ïåðåíåñåíèìè íà äâîâèì³ðíó äâîïàðàìåòðè÷íó çàäà÷ó (8), (14). 
Òóò, íà â³äì³íó â³ä òî÷îê ãàëóæåííÿ [17], ³ñíóþòü ë³í³¿ ãàëóæåííÿ ðîçâ’ÿç-
ê³â, à çàäà÷à íà çíàõîäæåííÿ ë³í³é ãàëóæåííÿ º íåë³í³éíîþ äâîïàðàìåòðè÷-
íîþ ñïåêòðàëüíîþ çàäà÷åþ. 
 Ëåãêî âïåâíèòèñü, ùî îäíèì ³ç ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (8) ó âèïàäêó ñè-
ìåòðè÷íî¿ îáëàñò³ G  º ôóíêö³ÿ 

 ′
Ω

′ ′= Ω∫∫ K0 ( , ) ( ) , , Qf Q F Q Q Q dc c( ) .  (16) 

Îñê³ëüêè îïåðàòîð D , âèçíà÷åíèé ð³âí³ñòþ (12), º äîäàòíèì íà êîíóñ³ íå-

â³ä’ºìíèõ ôóíêö³é ∈ Ω ( )  ³ ⊂ D , à ⊂ F , òî =0f DF  º òàêîæ íå-

â³ä’ºìíîþ ôóíêö³ºþ íà îáëàñò³ Ω . 
 Äëÿ çíàõîäæåííÿ ë³í³é ãàëóæåííÿ ³ êîìïëåêñíèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ 
(8), ùî â³äãàëóæóþòüñÿ â³ä ä³éñíîãî ðîçâ’ÿçêó 0 ( , )f Q c , ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó 

íà çíàõîäæåííÿ òàêî¿ ìíîæèíè çíà÷åíü ïàðàìåòð³â =(0) (0) (0)
1 2,c cc ( )  ³ âñ³õ 

â³äì³ííèõ â³ä 0 ( , )f Q c  ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåìè (14), ÿê³ ïðè − →(0) 0c c  çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâè 

 ( )
∈Ω ∈Ω

− → →(0)max , , 0,        max ( , ) 0
Q Q

u Q f Q v Qc c c( ) .   (17) 

Óìîâè (17) îçíà÷àþòü, ùî íåîáõ³äíî çíàéòè òàê³ ìàë³ íåïåðåðâí³ íà Ω  ðîç-
â’ÿçêè 

 = − ω =(0)
0( , ) ( , ) , , ( , ) ( , )        w Q u Q f Q Q v Qc c c c c( ) , 

ÿê³ ð³âíîì³ðíî çá³ãàþòüñÿ äî íóëÿ ïðè → (0)c c . Ïðè öüîìó íåîáõ³äíî âðàõî-

âóâàòè òàêîæ íàïðÿìîê ïðÿìóâàííÿ âåêòîðà c  äî âåêòîðà (0)c . 
 Ïîêëàäåìî 

 = + µ = + ν(0) (0)
1 1 2 2,          c c c c ,  (18) 

à øóêàí³ ðîçâ’ÿçêè çíàõîäèòèìåìî ó âèãëÿä³ 

 = + µ ν = ω µ ν(0)
0( , ) , ( , , ),       ( , ) ( , , )u Q f Q w Q v Q Qc c c( ) .   (19) 
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 Íàäàë³ äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñ³â çàëåæí³ñòü ôóíêö³é µ ν( , , )w Q , ω µ ν( , , )Q  
â³ä ïàðàìåòð³â µ , ν  áóäåìî îïóñêàòè.  
 Â³äçíà÷èìî âëàñòèâîñò³ ï³ä³íòåãðàëüíèõ ôóíêö³é â ñèñòåì³ (14): âîíè º 
íåïåðåðâíèìè ôóíêö³ÿìè ñâî¿õ àðãóìåíò³â. Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè âèðàç³â (18), 

(19) ó (14) ï³ä³íòåãðàëüí³ ôóíêö³¿ â îêîë³ òî÷êè (0) (0)
0, , , 0f Qc c( ( ) )  ðîçêëàäà-

þòüñÿ â ð³âíîì³ðíî çá³æí³ ñòåïåíåâ³ ðÿäè çà ôóíêö³îíàëüíèìè àðãóìåíòàìè 
w , ω  é ÷èñëîâèìè ïàðàìåòðàìè µ , ν : 

 
′′ ′ =

′ ′+
K

2 2

( )
( ) , ,

( ) ( )

u Q
F Q Q Q

u Q v Q
c( )  

 
+ + + ≥

′ ′ ′= ω µ ν∑ (0)

0

, , ( ) ( )m n p q
mnpq

m n p q

A Q Q w Q Qc( ) , 

 
′′ ′ =

′ ′+
K

2 2

( )
( ) , ,

( ) ( )

v Q
F Q Q Q

u Q v Q
c( )  

 
+ + + ≥

′ ′ ′= ω µ ν∑ (0)

1

, , ( ) ( )m n p q
mnpq

m n p q

B Q Q w Q Qc( ) , (20) 

äå ′ (0), ,mnpqA Q Q c( ) , ′ (0), ,mnpqB Q Q c( )  – êîåô³ö³ºíòè ðîçêëàäó, íåïåðåðâíî 

çàëåæí³ â³ä ñâî¿õ àðãóìåíò³â. Ï³äñòàâëÿþ÷è (18), (20) ó (14) ³ âðàõîâóþ÷è, 

ùî ′ (0)
0 ,f Q c( )  º ðîçâ’ÿçêîì ñèñòåìè (14), îäåðæóºìî ñèñòåìó íåë³í³éíèõ 

ð³âíÿíü â³äíîñíî ìàëèõ ðîçâ’ÿçê³â w , ω : 

 = µ + ν +(0) (0)
10 01( ) , ,u Q a Q a Qc c( ) ( )  

 ′
+ + + ≥ Ω

′ ′ ′+ µ ν ω Ω∑ ∫∫ (0)

2

, , ( ) ( )p q m n
mnpq Q

m n p q

A Q Q w Q Q dc( ) , (21) 

 ′
Ω

′ω′ω − Ω =
′∫∫ K (0)

(0)
0

( )
( ) ( ) , ,

, Q
Q

Q F Q Q Q d
f Q

c
c

( )
( )

 

 ′
+ + + ≥ Ω

′ ′ ′= µ ν ω Ω∑ ∫∫ (0)

2

, , ( ) ( )p q m n
mnpq Q

m n p q

B Q Q w Q Q dc( ) ,  (22) 

äå 

 ′
Ω

′= Ω∫∫(0) (0)
10 0010, , , Qa Q A Q Q dc c( ) ( ) , 

 ′
Ω

′= Ω∫∫(0) (0)
01 0001, , , Qa Q A Q Q dc c( ) ( ) . 

 Äëÿ ïîäàëüøîãî çàñòîñóâàííÿ ìåòîä³â òåîð³¿ ãàëóæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â íå-
ë³í³éíèõ ð³âíÿíü [2] äî ñèñòåìè (21), (22) íåîáõ³äíî çíàéòè â³äì³íí³ â³ä òðè-
â³àëüíîãî ðîçâ’ÿçêè ë³í³éíîãî îäíîð³äíîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ, ÿêå îäåð-
æóºìî, ïðèð³âíþþ÷è äî íóëÿ ë³âó ÷àñòèíó ð³âíÿííÿ (22): 

 ′
Ω

′ ′ ′ϕ = ϕ ≡ ϕ Ω′∫∫ K
0

( )
( ) ( ) , , ( )

( , ) Q
F Q

Q T Q Q Q d
f Q

c c
c

( )   (23) 

ïðè óìîâ³, ùî ′ >0 ( , ) 0f Q c . Çàçíà÷èìî, ùî îïåðàòîð Ω → Ω( ) : ( ) ( )T c    º ö³ë-

êîì íåïåðåðâíèì. Öÿ âëàñòèâ³ñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîã³÷íî, ÿê äîâåäåíà ïîâíà 

íåïåðåðâí³ñòü îïåðàòîðà = 
1 1( , )B BB  ó ëåì³ 1. 

 Çã³äíî ç [2], òî÷êàìè ìîæëèâîãî ãàëóæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåìè íåë³í³é-

íèõ ð³âíÿíü (21), (22) º òàê³ çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â ∈ (0) (0) 2
1 2( , )c c , ïðè ÿêèõ 
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ë³í³éíå îäíîð³äíå ð³âíÿííÿ (23) ìàº â³äì³íí³ â³ä òîòîæíîãî íóëÿ ðîçâ’ÿçêè. 
Âëàñí³ ôóíêö³¿ ð³âíÿííÿ (23) âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè ïîáóäîâ³ â³äãàëóæåíèõ 
ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿíü (21), (22).  
 3. Äâîâèì³ðíà íåë³í³éíà ñïåêòðàëüíà çàäà÷à. Òåîðåìà ³ñíóâàííÿ. Ñïî-
÷àòêó ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (23), ÿê äâî-
âèì³ðíó íåë³í³éíó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó íà çàãàëüíîìó îïåðàòîðíîìó ð³âí³. 
Íåõàé E  – êîìïëåêñíèé áàíàõ³â ïðîñò³ð, = Λ × Λ1 2  – â³äêðèòà çâ’ÿçíà 

ìíîæèíà â êîìïëåêñíîìó ïðîñòîð³ = ×2   , åëåìåíòè ÿêî¿ ïîçíà÷àòèìå-
ìî ÷åðåç = λ λ1 2( , ) , äå λ ∈ Λ ⊂ i i , λΛ = λ ∈ Λ λ <:i i i i r{ } , = 1,2i , λr  – 

äåÿêà ä³éñíà êîíñòàíòà. Íåõàé çàäàíî îïåðàòîð-ôóíêö³þ  

 λ λ = λ λ −1 2 1 2( , ) ( , )T I ,  (24) 

äå λ λ1 2( , )T  – ë³í³éíèé ö³ëêîì íåïåðåðâíèé îïåðàòîð, ùî ä³º â áàíàõîâîìó 

ïðîñòîð³ E  é àíàë³òè÷íî çàëåæèòü â³ä äâîâèì³ðíîãî ïàðàìåòðà λ λ1 2( , ) ; I  – 

îäèíè÷íèé â E  îïåðàòîð. ²ç (24) âèïëèâàº, ùî êîæíîìó çíà÷åííþ =  
= λ λ ∈1 2( , )   ñòàâèòüñÿ ó â³äïîâ³äí³ñòü îïåðàòîð λ λ ∈A 1 2( , ) ( , )E EL . 
 Áóäåìî ðîçãëÿäàòè íåë³í³éíó äâîâèì³ðíó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó  

 λ λ =A 1 2( , ) 0x ,  (25) 

â ÿê³é íåîáõ³äíî çíàéòè âëàñí³ çíà÷åííÿ = λ λ ∈(0) (0)
1 2, ( )  ³ â³äïîâ³äí³ ¿ì 

âëàñí³ âåêòîðè ∈(0)x E  ( ≠(0) 0x ) òàê³, ùî λ λ =A (0) (0) (0)
1 2, 0x( ) . 

 Ðîçãëÿíåìî ôóíêö³þ 

 λ λ = λ λ −1 2 1 2( , ) det ( , )T IP ( ) ,  (26) 

ÿêà ó âèïàäêó ñê³í÷åííîâèì³ðíîãî ïðîñòîðó E  º âèçíà÷íèêîì, ïîðÿäîê ÿêî-
ãî ñï³âïàäàº ç ðîçì³ðí³ñòþ ïðîñòîðó. ßêùî E  – íåñê³í÷åííîâèì³ðíèé ã³ëü-
áåðò³â ïðîñò³ð, à λ λ1 2( , )T  – ë³í³éíèé ö³ëêîì íåïåðåðâíèé îïåðàòîð, ÿêèé 

ä³º â E , òî λ λ1 2( , )T  äîïóñêàº ìàòðè÷íå ïîäàííÿ [8, ñ. 196]. Ó öüîìó 

âèïàäêó ôóíêö³þ λ λ1 2( , )P  âèçíà÷àòèìåìî, ÿê 

 ( )

λ λ − λ λ λ λ
λ λ λ λ − λ λ

λ λ =
λ λ λ λ λ λ −

 
 

    
 

    

11 1 2 12 1 2 1 1 2

21 1 2 22 1 2 2 1 2

1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

( , ) 1 ( , ) ( , )
( , ) ( , ) 1 ( , )

, det
( , ) ( , ) ( , ) 1

n

n

n n nn

t t t
t t t

t t t
P , 

ïîêëàäàþ÷è, ùî ïðè ∈   λ λ ≤1 2( , ) CP , äå C  – äåÿêà ä³éñíà êîíñòàíòà. 

Íàäàë³ ìîæëèâ³ñòü çàì³íè íåñê³í÷åííîâèì³ðíîãî âèçíà÷íèêà ñê³í÷åííîâè-
ì³ðíèì ìåòîäîì ðåäóêö³¿ [8] âèïëèâàº ç îçíà÷åííÿ ö³ëêîì íåïåðåðâíîãî 
îïåðàòîðà [13], çã³äíî ç ÿêèì ö³ëêîì íåïåðåðâíèé îïåðàòîð ìîæå áóòè ïî-
äàíèé âèðàçîì ελ λ = λ λ + λ λ1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )nT u T u T u , ó ÿêîìó λ λ1 2( , )nT  – âè-

ðîäæåíèé îïåðàòîð, à íîðìó îïåðàòîðà ε λ λ1 2( , )T  ìîæíà çðîáèòè ìåíøîþ 

â³ä áóäü-ÿêîãî íàïåðåä çàäàíîãî ìàëîãî ÷èñëà ε > 0 . 

 Î÷åâèäíî, ùî = λ λ ∈(0) (0) (0)
1 2, ( )  áóäå âëàñíèì çíà÷åííÿì çàäà÷³ (25), 

ÿêùî òî÷êà (0)  º êîðåíåì ð³âíÿííÿ  

 λ λ =1 2( , ) 0P .  (27) 

 Ðîçãëÿíåìî íåîáõ³äíó íàäàë³ äîïîì³æíó îäíîâèì³ðíó ñïåêòðàëüíó çà-
äà÷ó, ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê çàäà÷³ (25). Ïîêëàäåìî, ùî çì³ííà λ2  â îïåðà-

òîð³ λ λ1 2( , )T  âèðàæàºòüñÿ äåÿêîþ îäíîçíà÷íîþ ôóíêö³ºþ λ = λ2 1( )z  (â 
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íàéïðîñò³øîìó âèïàäêó λ = λ2 1 ), ÿêà â³äîáðàæàº îáëàñòü Λ1  â Λ2 . Ââåäåìî 

â ðîçãëÿä îïåðàòîð-ôóíêö³þ λ ≡ λ λA A
1 1 1( ) , ( )z( )  (àáî λ ≡ λ λA A

1 1 1( ) ( , ) ), ç 
ÿêîþ çâ’ÿçàíà îäíîâèì³ðíà ñïåêòðàëüíà çàäà÷à 

 λ =A 1( ) 0x ,  (28) 

äå êîæíîìó çíà÷åííþ = λ λ ∈1 1, ( )z ( )  ñòàâèòüñÿ ó â³äïîâ³äí³ñòü îïåðàòîð 

( )λ λ ∈A 1 1, ( ) ( , )z E EL . 

 Äëÿ ñïåêòðà A( )s  çàäà÷³ (25) ìàº ì³ñöå  

 Òåîðåìà 1. Íåõàé ïðè êîæíîìó = λ λ ∈1 2( , )   λ λ ∈A 1 2( , ) ( , )E EL  º 
ôðåäãîëüìîâèì îïåðàòîðîì ç íóëüîâèì ³íäåêñîì, îïåðàòîð-ôóíêö³ÿ 

⋅ ⋅ →A ( , ) : ( , )E E L  ãîëîìîðôíà, à ôóíêö³ÿ λ λ1 2( , )P  àíàë³òè÷íà â 

îáëàñò³  . Íåõàé ñïåêòð äîïîì³æíî¿ çàäà÷³ A( )s  íå ñï³âïàäàº ç îáëàñòþ 

Λ1 , òîáòî ≠ ΛA 1( )s . 
 Òîä³: 

  (³) êîæíà òî÷êà ñïåêòðà λ ∈ A(0)
1 ( )s  ³çîëüîâàíà, º âëàñíèì çíà÷åííÿì 

îïåðàòîðà λ ≡ λ λA A
1 1 1( ) , ( )z( ) , ¿é â³äïîâ³äàº ñê³í÷åííîâèì³ðíèé âëàñ-

íèé ï³äïðîñò³ð λA (0)
1( )N( )  ³ ñê³í÷åííîâèì³ðíèé êîðåíåâèé ï³äïðîñò³ð; 

  (³³) êîæíà òî÷êà = λ λ ∈(0) (0) (0)
1 1, ( )z ( )  º òî÷êîþ ñïåêòðà îïåðà-

òîðà λ λA 1 2( , ) , äå λ = λ ∈ Λ(0) (0)
2 1 2( )z , λ ∈ Λ(0)

1 1 ; 

  (³³³) ÿêùî λ λ λ ≠′
2

(0) (0)
1 2, 0P ( ) , òî â äåÿêîìó îêîë³ òî÷êè λ ∈ Λ(0)

1 1  ³ñíóº 

ºäèíà íåïåðåðâíà äèôåðåíö³éîâíà ôóíêö³ÿ λ = γ λ2 1( ) , ÿêà º ðîçâ’ÿçêîì 

ð³âíÿííÿ (27), òîáòî â äåÿê³é á³êðóãîâ³é îáëàñò³ = λ λ ∈0 1 2 0( , ) : {  

λ − λ < ε λ − λ < ε(0) (0)
1 1 1 2 2 2, }  ³ñíóº çâ’ÿçíà êîìïîíåíòà ñïåêòðà îïåðà-

òîð-ôóíêö³¿ λ λA 1 2( , ) , äå ε1 , ε2  – ìàë³ ä³éñí³ êîíñòàíòè. 

Ä î â å ä å í í ÿ òåîðåìè âèïëèâàº ç òåîðåìè 1 [3, ñ. 68]1 ³ òåîðåìè 
ïðî ³ñíóâàííÿ íåÿâíî¿ ôóíêö³¿ [2, 18]. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî ç óìîâ ñôîð-
ìóëüîâàíî¿ òåîðåìè âèïëèâàþòü óìîâè òåîðåìè 1 ç [3] ñòîñîâíî ³ñíóâàííÿ 

äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îïåðàòîð-ôóíêö³¿ λ ≡ λ λA A
1 1 1( ) , ( )z( ) . Îñê³ëüêè çà 

óìîâ òåîðåìè ïðè êîæíîìó = λ λ ∈1 2( , )   îïåðàòîð λ λA 1 2( , )  º ôðåäãîëü-

ìîâèì ç íóëüîâèì ³íäåêñîì, à îïåðàòîð-ôóíêö³ÿ ⋅ ⋅ →A ( , ) : ( , )E E L  º ãî-

ëîìîðôíîþ, òî çâ³äñè âèïëèâàº, ùî ïðè êîæíîìó λ ∈ Λ1 1  îïåðàòîð λA 1( )  
òàêîæ º ôðåäãîëüìîâèì ç íóëüîâèì ³íäåêñîì, à îïåðàòîð-ôóíêö³ÿ 

λ λ Λ →A 1 1 1, ( ) : ( , )z E EL( )  º ãîëîìîðôíîþ ïðè λ ∈ Λ1 1 . Îñê³ëüêè ïðèéíÿòî, 

ùî ≠ ΛA 1( )s , òî ç òåîðåìè 1 [3] âèïëèâàº, ùî êîæíà òî÷êà λ ∈ A(0)
1 ( )s  ³çî-

ëüîâàíà, º âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà λA 1( ) , ¿é â³äïîâ³äàº ñê³í÷åííîâè-
ì³ðíèé âëàñíèé ï³äïðîñò³ð ³ ñê³í÷åííîâèì³ðíèé êîðåíåâèé ï³äïðîñò³ð, à 

îïåðàòîð-ôóíêö³ÿ − λA 1
1( )  ìàº â òî÷ö³ λ(0)

1  ïîëþñ, ïîðÿäîê ÿêîãî äîð³âíþº 

íàéá³ëüø³é äîâæèí³ êîðåíåâèõ ëàíöþæê³â, â³äïîâ³äíèõ λ(0)
1 . Çâ³äñè âèïëè-

âàº, ùî êîæíà òî÷êà λ λ = λ λ ∈(0) (0) (0) (0)
1 2 1 1, , z ( ) ( ( ))  º âëàñíèì çíà÷åííÿì îïå-

                                           
1 Çàçíà÷èìî, ùî ïðè äîâåäåíí³ òåîðåìè 1 [3, ñ. 68] âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðåçóëüòàòè 

ðîá³ò [11, 20]. 
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ðàòîðà λ ≡ λ λA A
1 1 1( ) , ( )z( ) . Îòæå, λ λ ≡ λ λ =(0) (0) (0) (0)

1 2 1 1, , 0zP P( ) ( ( )) . Â³äïîâ³ä-

íî äî öüîãî λ λ = λ λ ∈(0) (0) (0) (0)
1 2 1 1, , z ( ) ( ( ))  º òàêîæ âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðà-

òîðà λ λA 1 2( , ) . 

Ââàæàòèìåìî, ùî λ1,  λ2  º íåçàëåæíèìè çì³ííèìè â îáëàñò³  . Îñê³ëü-

êè λ λ1 2( , )P  º àíàë³òè÷íîþ ôóíêö³ºþ â îêîë³ òî÷êè λ λ(0) (0)
1 2,( )  ³ λ λ λ ≠′

2

(0) (0)
1 2,P ( )  

≠ 0 , òî çã³äíî ç òåîðåìîþ ïðî íåÿâíó ôóíêö³þ â äåÿêîìó îêîë³ òî÷êè 

λ λ(0) (0)
1 2,( )  ³ñíóº ºäèíà íåïåðåðâíà äèôåðåíö³éîâíà ôóíêö³ÿ λ = γ λ2 1( ) , ÿêà 

º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (27). Çâ³äñè âèïëèâàº ³ñíóâàííÿ çâ’ÿçíî¿ êîìïîíåíòè 
ñïåêòðà îïåðàòîð-ôóíêö³¿ ⋅ ⋅ →A ( , ) : ( , )E E L  â äåÿê³é á³êðóãîâ³é îáëàñò³ 

= λ λ ∈ λ − λ < ε λ − λ < ε(0) (0)
0 1 2 0 1 1 1 2 2 2( , ) : ,   { } .  

 Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
 Ó âèïàäêó, êîëè λ λ1 2( , )T  º ìàòðèöåþ n -ãî ïîðÿäêó àáî º ö³ëêîì íåïå-
ðåðâíèì îïåðàòîðîì, òî äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â äîïîì³æ-
íî¿ çàäà÷³ 

 λ =A 1( ) 0n x   (29) 

îäåðæóºìî íà ï³äñòàâ³ ð³âíîñò³ (26) ð³âíÿííÿ λ = λ − =
1 1( ) det ( ) 0n n nT IP ( ) . 

ßêùî λ ∈ Λ(0)
1, 1i  – êîð³íü öüîãî ð³âíÿííÿ, òî λ λ ∈(0) (0)

1, 1,,i iz ( ( ))  º âëàñíèì çíà-

÷åííÿì çàäà÷³ (25). Òîä³, ðîçãëÿäàþ÷è â äåÿêîìó îêîë³ òî÷êè λ λ(0) (0)
1, 1,,i iz( ( ))  

ð³âíÿííÿ λ λ = λ λ − =1 2 1 2( , ) det ( , ) 0n nT IP ( )  ÿê çàäà÷ó íà çíàõîäæåííÿ íåÿâ-

íî çàäàíî¿ ôóíêö³¿ λ = λ λ2, 2, 1( )i i , äëÿ ÿêî¿ âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 

³ñíóâàííÿ [18], ïðèõîäèìî äî çàäà÷³ Êîø³ 

 
λ

λ

λ λλ
= −

λ λ λ

′
′
1

2

1 22

1 1 2

( , )

( , )

d
d

P

P
,  (30) 

 λ λ = λ(0) (0)
2 1, 1,i iz( ) ( ) .  (31) 

Ðîçâ’ÿçóþ÷è çàäà÷ó (30), (31) â äåÿêîìó îêîë³ òî÷êè λ(0)
1,i , çíàõîäèìî i -òó 

çâ’ÿçíó êîìïîíåíòó ñïåêòðà îïåðàòîð-ôóíêö³¿ λ λA 1 2( , )n . 

 Ïðèì³òêà 1. Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó ä³éñíèõ ïàðàìåòð³â λ λ1 2,  îäíèì ç äî-

ñòàòí³õ êðèòåð³¿â âèêîíàííÿ óìîâè ≠A( )s   º íàÿâí³ñòü îñîáëèâî¿ òî÷êè â ð³âíÿí-

í³ λ λ =1 2( , ) 0P  [5]. Òî÷êà λ λ ∈(0) (0)
1 2, ( )  º îñîáëèâîþ òî÷êîþ êðèâî¿, ùî ïîäàºòüñÿ 

ð³âíÿííÿì λ λ =1 2( , ) 0P , ÿêùî 
∂ λ λ

=
∂λ

(0) (0)
1 2

1

,
0

P ( )
, 

∂ λ λ
=

∂λ

(0) (0)
1 2

2

,
0

P ( )
, à ÷àñòèíí³ 

ïîõ³äí³ äðóãîãî ïîðÿäêó â³äì³íí³ â³ä íóëÿ: 

 
∂ λ λ ∂ λ λ ∂ λ λ

≠ ≠ ≠
∂λ ∂λ∂λ ∂λ

2 (0) (0) 2 (0) (0) 2 (0) (0)
1 2 1 2 1 2

2 2
1 21 2

, , ,
0,    0,    0

P P P( ) ( ) ( )
 

³ ö³ ïîõ³äí³ ðàçîì ç ïîõ³äíèìè òðåòüîãî ïîðÿäêó íåïåðåðâí³ â îêîë³ òî÷êè 

λ λ ∈(0) (0)
1 2, ( ) . ßêùî ïðè öüîìó 

 
∂ λ λ ∂ λ λ ∂ λ λ  − ⋅ < ∂λ ∂λ ∂λ ∂λ 

22 (0) (0) 2 (0) (0) 2 (0) (0)
1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

, , ,
0

P P P( ) ( ) ( )
, 

òî òî÷êà λ λ(0) (0)
1 2,( )  º êîðåíåì ð³âíÿííÿ λ λ =1 2( , ) 0P  êðàòíîñò³ äâà. Óñåðåäèí³ 



62 

êðóãà äîñòàòíüî ìàëîãî ðàä³óñà ç öåíòðîì â òî÷ö³ λ λ(0) (0)
1 2,( )  ë³âà ÷àñòèíà ð³âíÿííÿ 

( )λ λ =1 2, 0P  ïåðåòâîðþºòüñÿ â íóëü ëèøå â ñàì³é òî÷ö³ λ λ(0) (0)
1 2,( ) , òîáòî 

λ λ(0) (0)
1 2,( )  – ³çîëüîâàíà òî÷êà ñïåêòðà.  & 

 Ïîâåðíåìîñü äî çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (23), ñïåêòðàëüíèìè 
ïàðàìåòðàìè â ÿêîìó º 1c , 2c . Íåõàé ∈1 2( , ) cc c  , = Λ × Λ

1 2c c c , äå Λ =
ic

 

= ∈ Λ < <: 0
ii c i cc c r{ } . Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâ³ðêîþ âñòàíîâëþºìî, ùî ïðè 

äîâ³ëüíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòð³â ∈1 2( , ) cc c   îäí³ºþ ç âëàñíèõ ôóíêö³é º 

 ′
Ω

′ ′ϕ = Ω∫∫ K1( , ) ( ) , , QQ F Q Q Q dc c( ) .  (32) 

Çàïèøåìî íåîáõ³äíå íàäàë³ ñïðÿæåíå ç (23) ð³âíÿííÿ 

 ∗
′

Ω

′ ′ψ = ψ ≡ ψ Ω∫∫ K
0

( )
( ) ( ) , , ( )

( , ) Q
F Q

Q T Q Q Q d
f Q

c c
c

( ) .  (33) 

Ïðè äîâ³ëüíèõ ∈1 2( , ) cc c   îäí³ºþ ç âëàñíèõ ôóíêö³é ð³âíÿííÿ (33) º 

 ψ =1( ) ( )Q F Q ,  (34) 

ÿêà, íà â³äì³íó â³ä ϕ1( , )Q c , íå çàëåæèòü â³ä 1c , 2c .  
 ²ñíóâàííÿ â³äì³ííèõ â³ä òîòîæíîãî íóëÿ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (23) ïðè 
äîâ³ëüíèõ ∈1 2( , ) cc c   ñâ³ä÷èòü ïðî ³ñíóâàííÿ çâ’ÿçíî¿ êîìïîíåíòè ñïåêòðà, 

ÿêà ñï³âïàäàº ç îáëàñòþ c . Îòæå, íå âèêîíóºòüñÿ óìîâà òåîðåìè 1 ≠A( )s  

≠ c . Äëÿ âèêîíàííÿ ö³º¿ óìîâè âèêëþ÷èìî ç ÿäðà ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ 
(23) âëàñíó ôóíêö³þ (32), à ñàìå: ðîçãëÿíåìî ð³âíÿííÿ  

 ′
Ω

′ ′ϕ = ϕ ≡ ϕ Ω∫∫ K( , ) ( ) , , ( ) QQ T Q Q Q dc c c( ) ,  (35) 

äå 

 
Ω Ω

′′ ψ ϕ′ ′= −′ ψ ϕ
K K

2 2

1 1

1 10 ( ) ( )

( ) ( , )( )
, , , ,

( , ) L L

Q QF Q
Q Q Q Q

f Q

c
c c

c
( ) ( ) .  (36) 

²ç ëåìè Øì³äòà [2, ñ. 132] âèïëèâàº, ùî µ = 1  í³ ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ 1 2( , )c c  

íå áóäå õàðàêòåðèñòè÷íèì çíà÷åííÿì ð³âíÿííÿ (35), òîáòî ϕ1( , )Q c  íå áó-
äå âëàñíîþ ôóíêö³ºþ öüîãî ð³âíÿííÿ. Òèì ñàìèì ç³ ñïåêòðà îïåðàòîðà âè-
êëþ÷åíà çâ’ÿçíà êîìïîíåíòà, ÿêà ñï³âïàäàº ç îáëàñòþ c  é â³äïîâ³äàº 

ôóíêö³¿ ϕ1( , )Q c . 
 Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (9), ïåðåêîíóºìîñü, ùî äëÿ ÿäðà îïåðàòîðà 
 ( )T c  âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 

 ′
Ω Ω

′ Ω Ω ≤∫∫ ∫∫ K
2

( , , ) Q QQ Q d dc  

 
 

≤ + α µ Ω + α α < +∞ π π 0

21 2 1 2
1 2 2

1 ( )
(2 ) (2 )

F f

c c c c
, (37) 

äå 

 
∈Ω

Ω∈

α = α = Ω∫∫
2

1
0 0

( ) ( )
max ,       

( , ) ( , )
c

F Q
Q

L

F Q F Q
d

f Q f Q
c Λ

c c
, 

 ′
Ω

′
α = Ω′∫∫0

2

0

0

( , )

( , )f Q
L

f Q
d

f Q

c

c
. 
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 Ç íåð³âíîñò³ (37) âèïëèâàº, ùî  ( )T c  º îïåðàòîðîì Ôðåäãîëüìà ç íó-
ëüîâèì ³íäåêñîì [6]. Á³ëüøå òîãî, â³í º ö³ëêîì íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì ó 
ïðîñòîð³ Ω2 ( )L  [14]. 
 Ôóíêö³¿, ùî âõîäÿòü â ÿäðî îïåðàòîðà (35), äîïóñêàþòü àíàë³òè÷íå ïðî-
äîâæåííÿ â êîìïëåêñíó îáëàñòü c , ÿêùî 1c , 2c  ââàæàòè êîìïëåêñíèìè 

ïàðàìåòðàìè. Ãîëîìîðôí³ñòü îïåðàòîð-ôóíêö³¿ = −A 
1 2 1 2( , ) ( , )c c T c c I  âè-

ïëèâàº [3] ç äèôåðåíö³éîâíîñò³ îïåðàòîðà  1 2( , )T c c  çà Ôðåøå [19]. ²ñíóâàííÿ 

÷àñòêîâèõ ïîõ³äíèõ Ôðåøå 
∂

∂
A 1 2( , )

i

c c
c

, = 1,2i , â äîâ³ëüí³é òî÷ö³ ∈(0) (0)
1 2,c c( )  

∈ c  âèïëèâàº ç íåïåðåðâíîñò³ ÿäðà ′K ( , , )Q Q c  çà ñóêóïí³ñòþ ñâî¿õ 

çì³ííèõ â îáëàñò³ Ω × Ω × c  òà ³ñíóâàííÿ é íåïåðåðâíîñò³ â Ω × Ω × c  

÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ 
∂

∂
K 1 2( , )

i

c c
c

, = 1,2i , ó ÷îìó ëåãêî ïåðåêîíàòèñü. 

 Ïîêëàäàþ÷è â (35) = =2 1 1( )c z c c , ðîçãëÿíåìî îäíîâèì³ðíó ñïåêòðàëüíó 
çàäà÷ó  

 ′′ ′ϕ = ≡ ϕ Ω∫∫ K
 

1 1( ) ( ) , , ( ) Q
G

Q T c u Q Q c Q d( ) ,  (38) 

äå ′ ′=K K
 

1 1 1, , , , ,Q Q c Q Q c c( ) ( ) . Îñê³ëüêè 


1( )T c  º çâóæåííÿì îïåðàòîðà  ( )T c , 

òî çâ³äñè âèïëèâàº, ùî 
 ( )T c  – ôðåäãîëüì³â îïåðàòîð ç íóëüîâèì ³íäåêñîì 

ïðè áóäü-ÿêîìó ∈ Λ1 1c , à îïåðàòîð-ôóíêö³ÿ ⋅ ≡ ⋅ − Λ →A  
1( ) ( ) : ( , )T I E EL( )  

º ãîëîìîðôíîþ.  

 ßêùî ≠ ΛA 1( )s , òî ç ãîëîìîðôíîñò³ îïåðàòîð-ôóíêö³¿ ³ ôðåäãîëüìî-

âîñò³ ÿäðà ′ ′=K K
 

1 1 1, , , , ,Q Q c Q Q c c( ) ( )  âèïëèâàº âèêîíàííÿ óìîâ òåîðåìè 1, 

çã³äíî ç ÿêîþ êîæíà òî÷êà ∈ A(0)
1 ( )c s  ³çîëüîâàíà, º âëàñíèì çíà÷åííÿì ð³â-

íÿííÿ (38). Â³äïîâ³äíî òî÷êè =(0) (0) (0) (0)
1 2 1 1, ,c c c z c( ) ( ( ))  áóäóòü âëàñíèìè çíà-

÷åííÿìè ð³âíÿííÿ (38). Äëÿ çíàõîäæåííÿ çâ’ÿçíèõ êîìïîíåíò ñïåêòðà ð³â-

íÿííÿ (38) â îêîëàõ òî÷îê (0) (0)
1 2,c c( )  ðîçâ’ÿçóºìî çàäà÷ó Êîø³ (30), (31), â 

ÿê³é çà ïî÷àòêîâ³ óìîâ³ âèêîðèñòîâóºìî çíàéäåí³ ðîçâ’ÿçêè äîïîì³æíî¿ çà-

äà÷³ =(0) (0) (0) (0)
1 2 1 1, ,c c c z c( ) ( ( )) . 
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О НАИЛУЧШЕМ СРЕДНЕКВАДРАТИЧЕСКОМ ПРИБЛИЖЕНИИ  
ВЕЩЕСТВЕННОЙ НЕОТРИЦАТЕЛЬНОЙ ФИНИТНОЙ НЕПРЕРЫВНОЙ ФУНКЦИИ 
ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ МОДУЛЕМ ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА ФУРЬЕ 
 
Èññëåäóåòñÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè äåéñòâè-
òåëüíîé ôèíèòíîé íåîòðèöàòåëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè îò äâóõ ïåðåìåííûõ 
ìîäóëåì äâîéíîãî èíòåãðàëà Ôóðüå, çàâèñèìîãî îò äâóõ ïàðàìåòðîâ. Íàõîæäåíèå 
ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è ñâåäåíî ê ðåøåíèþ íåëèíåéíîãî äâóìåðíîãî èíòåãðàëüíîãî 
óðàâíåíèÿ òèïà Ãàììåðøòåéíà. Ïîñòðîåíû è îáîñíîâàííû ÷èñëåííûå àëãîðèòìû 
äëÿ íàõîæäåíèÿ ëèíèé âåòâëåíèÿ è îòâåòâëåííûõ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ. 
Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ïðèìåðû.  
 
ON THE BEST MEAN-SQUARE APPROXIMATION OF REAL 
NON-NEGATIVE FINITE FUNCTION WITH RESPECT TO TWO VARIABLES 
BY THE MODULE OF DOUBLE FOURIER INTEGRAL 
 
The nonlinear problem of mean-square approximation of real finite non-negative conti-
nuous function with respect to two variables by module of double Fourier integral that 
depends on two parameters is investigated. Finding the solutions of this problem is re-
duced to solving the nonlinear two-dimensional integral equation of Hammerstein type. 
Numerical algorithms for finding the branching lines and branched solutions of this 
equation are constructed and justified. The numerical examples are given. 
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