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РАЗРЕШИМОСТЬ И СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ ИНТЕГРАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ ТИПА СВЕРТКИ СО СТЕПЕННО-РАЗНОСТНЫМИ ЯДРАМИ 
 

Óñòàíàâëèâàþòñÿ óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé 
âòîðîãî ðîäà ñ ïîëèíîìèàëüíî-ðàçíîñòíûìè ÿäðàìè òèïà ñâåðòêè â íîð-
ìàëüíîì è èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àÿõ è èññëåäóþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà èõ 
ðåøåíèé. Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûì ýòè 
ðåøåíèÿ ïðèíàäëåæàò.  

 
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà äåòàëüíîìó èçó÷åíèþ ñèñòåìû èíòåã-

ðàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà 
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Çäåñü R  – âåùåñòâåííàÿ îñü; 2( )h x L∈  – èçâåñòíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ (â. ô.) 

ðàçìåðíîñòè n ; 1 2( ), ( )k x k x L∈  – èçâåñòíûå ìàòðèöû-ôóíêöèè (ì. ô.) ðàç-

ìåðíîñòè n ; ( )xϕ  – íåèçâåñòíàÿ â. ô. ðàçìåðíîñòè n , à  
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– èçâåñòíûå ìíîãî÷ëåíû ñîîòâåòñòâåííî ñòåïåíåé , ,m n s . 
Çàìåòèì, ÷òî çäåñü è äàëåå ïðèíàäëåæíîñòü ì. ô. èëè â. ô. êàêîìó-ëèáî 

ïðîñòðàíñòâó ïîíèìàåòñÿ ïîýëåìåíòíî. Ïðè ýòîì íîðìû ì. ô. è â. ô. ÿâëÿ-
þòñÿ ñîãëàñîâàííûìè äðóã ñ äðóãîì.  

Îáîçíà÷èì ÷åðåç : Im 0D z z+ = ∈ >{ }  è : Im 0D z z− = ∈ <{ }  ñîîò-

âåòñòâåííî âåðõíþþ è íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè  .  
Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå [3, ñ. 77; 4, ñ. 16] èññëåäî-

âàíèå óðàâíåíèÿ (1) ïðèâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñëåäóþùåé äèôôåðåíöè-
àëüíîé êðàåâîé çàäà÷è (ÄÊÇ): 
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ãäå 1 2( ), ( ), ( )K x K x H x  – ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñîîòâåòñòâåííî ì. ô. 1( ),k x  

2 ( )k x  è â. ô. ( )h x ; ( ) ( )p x+Φ  è ( )( )q x−Φ  – êðàåâûå çíà÷åíèÿ íà R  ñîîòâåòñò-

âåííî íåèçâåñòíûõ â. ô. ( ) ( )p z+Φ  è ( ) ( )q z−Φ , ãäå ( )z+Φ , ( )z−Φ  – íåèçâåñòíûå 

â. ô., àíàëèòè÷åñêèå ñîîòâåòñòâåííî â îáëàñòÿõ D+  è D− . Â ñèëó òîæäåñò-
âåííîñòè ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû (2) è (1) ýêâèâàëåíòíû â ïðîñòðàíñòâå 

2L  â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè îäíîâðåìåííî ðàçðåøèìû â 2L  èëè íåò, è êàæäî-

ìó ðåøåíèþ ( )xϕ  ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) â 2L  ñîîòâåòñòâóåò îäíî è òîëüêî 

îäíî ðåøåíèå ( )x±Φ  ñèñòåìû óðàâíåíèé (2) è íàîáîðîò. Ïðè ýòîì ðåøåíèÿ 
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ñèñòåìû (1) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÄÊÇ (2) ïî ôîðìóëå 

 1( ) ( ) ( ) ,        
2

ixt

R

x t t e dt x R+ − −ϕ = Φ − Φ ∈
π ∫ [ ] . (3) 

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ì. ô. ( )
1 2( ),  ( ) rK x K x Hα∈ , 0r ≥ , 

0 1< α ≤ , (0)H Hα α= , à â. ô. ( )
2( ) rH x L∈ , 0r ≥ , (0)

2 2L L= . Ïðè ýòîì, òàê êàê 

ì. ô. 1 2( ), ( )k x k x L∈ , òî íà îñíîâàíèè òåîðåìû Ðèìàíà – Ëåáåãà [4, ñ. 42] 

1 2lim ( ) lim ( ) 0ij ij
x x

K x K x
→∞ →∞

= = , , 1, ,i j n=  , ò. å. 1 2det ( ) det ( ) 0K x K x= =  ïðè 

x → ∞ , ãäå 1 2( ), ( )ij ijK x K x  – ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ýëåìåíòîâ 1 ( )ijk x , 

2 ( )ijk x  ì. ô. 1 2( ), ( )k x k x  ñîîòâåòñòâåííî.  

Òåîðèÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà ñâåðòêè ñ 
ðàçíîñòíûìè ÿäðàìè áûëà ïîñòðîåíà â ðàáîòàõ [3, 6–8] ïðè âåñüìà øèðî-
êèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî èõ ÿäåð è ïðàâûõ ÷àñòåé. Ïðè ýòîì èñ-
ñëåäîâàíèå ñèñòåì óðàâíåíèé òàêîãî òèïà îñíîâûâàëîñü íà èññëåäîâàíèè 
ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Ðèìàíà íà âåùåñòâåííîé îñè, ê ðåøåíèþ êîòîðîé 
îíè ïðèâîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Îäíàêî ïðèìåíèòü ìå-
òîäû, óêàçàííûå â ðàáîòàõ [3, 7, 8], ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû (1) íå ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, òàê êàê ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) íà îñíîâàíèè 
ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðèâîäèòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé äèôôåðåí-
öèàëüíîé êðàåâîé çàäà÷å (2) íà âåùåñòâåííîé îñè R , à, çíà÷èò, èññëåäî-
âàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) áóäåò ïðèâîäèòüñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû 
ÄÊÇ (2). 

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â ðàáîòàõ [1, 5] áûëà ñäåëàíà ïîïûòêà èññëå-
äîâàíèÿ ñëó÷àÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ âèäà (1), ãäå ïðè èññëåäîâàíèè ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ÄÊÇ ïðèìåíÿëèñü èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ôóíêöèé è 

èõ ïðîèçâîäíûõ, àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòÿõ D+  è D− , ÿäðà êîòîðûõ èìåëè 
äîïîëíèòåëüíûå òî÷êè âåòâëåíèÿ â ýòèõ îáëàñòÿõ, ÷òî ïðèâîäèëî ê ìíîãî-

çíà÷íîñòè èñêîìûõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòÿõ D+  è D− . Òàêèì 
îáðàçîì, ìåòîäû, ðàññìîòðåííûå â ðàáîòàõ [1, 5], â íàøåì ñëó÷àå òàêæå íå-
ïðèìåíèìû. 

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå òèïà ñâåðòêè ñ 
äâóìÿ ÿäðàìè (ò. å. ñêàëÿðíûé ñëó÷àé) áûëî ïîäðîáíî èññëåäîâàíî â ðàáî-
òå [11]. 

Èññëåäîâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) áóäåì ïðîâîäèòü íà îñíîâå èññëå-
äîâàíèÿ ñèñòåìû ÄÊÇ (2). Ñîîòâåòñòâóþùèì èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì 

äëÿ â. ô. è èõ ïðîèçâîäíûõ, àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòÿõ D+  è D− , ñèñòåìó 
ÄÊÇ ïðèâåäåì ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (ÑÈÓ) ñ ÿäðîì Êîøè íà âåùåñòâåííîé îñè R .  

Ïîñòðîèì àíàëèòè÷åñêèå ñîîòâåòñòâåííî â îáëàñòÿõ D+  è D−  è èñ÷å-

çàþùèå íà áåñêîíå÷íîñòè â. ô. ( )z+Φ  è ( )z−Φ , è ïóñòü êðàåâûå çíà÷åíèÿ íà 

R  ñîîòâåòñòâåííî 
( ) ( )p z+Φ  è ( ) ( )q z−Φ  óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 

( ) ( )p x+Φ , 
( ) ( )

2( )q rx L−Φ ∈ , 0r ≥ , 0p ≥ , 0q ≥ . Ñîãëàñíî ðàáîòàì [9, 11] ýòèì òðåáîâàíè-
ÿì óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè  
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Çäåñü m
nC  – áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû. Ïîä ôóíêöèåé ln 1 x i

z i
+ −  +

 

áóäåì ïîíèìàòü ãëàâíóþ âåòâü (ln1 0)=  ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè â 
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè z i= −  è z = ∞  è 
èäóùèì âäîëü îñè îðäèíàò â îòðèöàòåëüíîì åå íàïðàâëåíèè; ïîä ôóíêöèåé 

ln 1 x i
z i

− −  −
 áóäåì ïîíèìàòü ãëàâíóþ âåòâü (ln1 0)=  ëîãàðèôìè÷åñêîé 

ôóíêöèè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè z i=  è 
z = ∞  è èäóùèì âäîëü îñè îðäèíàò â ïîëîæèòåëüíîì åå íàïðàâëåíèè.  

Â ñèëó ñòðóêòóðû ôóíêöèé ( , )P x z±  íà îñíîâàíèè ðàáîò [9, 11] ïîëó÷à-

åì, ÷òî îïðåäåëÿåìûå ïî ôîðìóëàì (4) â. ô. ( )z+Φ  è ( )z−Φ  ÿâëÿþòñÿ îäíî-

çíà÷íûìè àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ñîîòâåòñòâåííî â îáëàñòÿõ D+  è D− . 
Â. ô. ( )xρ ∈ 2L  – ïëîòíîñòü èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé (4) îäíîçíà÷íî îï-

ðåäåëÿåòñÿ [9] â. ô. ( )z+Φ  è ( )z−Φ  è, íàîáîðîò, ïî çàäàííîé â. ô. ( )xρ ∈ 2L  

â. ô. ( )z+Φ  è ( )z−Φ  ïî ôîðìóëàì (4) ñòðîÿòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ïðè 
ýòîì [9, 11] ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ 

 ( ) 1 1( ) (2 ) ( ) ( ) ( ) ,        p p

R

z i z i x z x dx z D+ − − − +Φ = π + − ρ ∈∫ ,  

 ( ) 1 1( ) (2 ) ( ) ( ) ( ) ,         q q

R

z i z i x z x dx z D− − − − −Φ = π − − ρ ∈∫ . (5) 

Ñëó÷àé m n s= = . Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî z  

ôóíêöèé ( , )P x z±
 è ôîðìóëû Ñîõîöêîãî äëÿ ïðîèçâîäíûõ [2, ñ. 42], íà îñíî-

âàíèè ïðåäñòàâëåíèé (4), (5) ñèñòåìó ÄÊÇ (2) ïðèâîäèì ê èññëåäîâàíèþ 
ñèñòåìû ÑÈÓ  

 1 1( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ),    
R

A x x B x i t x t dt T x H x x R− −ρ + π − ρ + ρ = ∈∫ , (6) 

ãäå 
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m mA C K x x i −+ + − }[ ] , 
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m m
m mB x A B K x x i −= − + + −{[ ]  

 2 ( ) ( ) m
m mA C K x x i −− + − }[ ] , (7) 

 ( )( ) ( , ) ( ) ,          
R

T x K x t t dt x Rρ = ρ ∈∫ , (8) 
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∂
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k
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z

±∂
∂
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Ëåììà 1. Åñëè ì. ô. ( )
1 2( ), ( ) rK x K x Hα∈ , òî îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé (8) 

îïåðàòîð ( ) ( )
2 2: r rT L L→ , 0r ≥ , êîìïàêòåí. 

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î  ëåììû ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ Ôðåøå – Êîë-
ìîãîðîâà – Ðèññà êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâ â. ô. â ïðîñòðàíñòâàõ >, 1pL p , èí-

òåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà âåùåñòâåííîé îñè, ñâîéñòâ [9] ôóíêöèé ( , )P x z±  

è ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [10]. ◊ 
Ñîãëàñíî ðàáîòå [7, ñ. 406] ñèñòåìû ÄÊÇ (2) è ÑÈÓ (6) ýêâèâàëåíòíû â 

ïðîñòðàíñòâå 2L  â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè îäíîâðåìåííî ðàçðåøèìû â 2L  èëè 

íåò, è êàæäîìó ðåøåíèþ ( )xρ  ñèñòåìû ÑÈÓ (6) â ïðîñòðàíñòâå 2L  ñîîòâåò-

ñòâóåò, âîçìîæíî, íå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ( )x±Φ  ñèñòåìû ÄÊÇ (2) â 2L  è 
íàîáîðîò. ×òîáû ýòà ñâÿçü áûëà îäíîçíà÷íîé, íåîáõîäèìî [7, ñ. 406] çàäàòü 

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñèñòåìû ÄÊÇ (2). Ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ ( )x±Φ  èùóòñÿ â 
ïðîñòðàíñòâàõ èñ÷åçàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèé, òî ïî ñâîéñòâàì èí-

òåãðàëà òèïà Êîøè ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÄÊÇ (2) òàêîâû, ÷òî â. ô. ( )( ) 0k±Φ ∞ = , 
0, , 1k m= − , ò. å. íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñèñòåìû ÄÊÇ (2) ÿâëÿþòñÿ íóëåâû-

ìè è çàäàþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìû ÄÊÇ (2) è 
ÑÈÓ (6) ýêâèâàëåíòíû â ïðîñòðàíñòâå 2L  â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè îäíîâðå-

ìåííî ðàçðåøèìû â 2L  èëè íåò, è êàæäîìó ðåøåíèþ ( )xρ  ñèñòåìû ÑÈÓ 

(6) â ïðîñòðàíñòâå 2L  ñîîòâåòñòâóåò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå ( )x±Φ  

ñèñòåìû ÄÊÇ (2) â 2L  è íàîáîðîò. Â ñèëó (4) ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÄÊÇ (2) âû-
ðàæàþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÑÈÓ (6) ïî ôîðìóëàì 

 1( ) ( , ) ( ) ,         
2

R

x P t x t dt x R
i

± ±Φ = ρ ∈
π ∫ , (10) 

ãäå p q m= = ; ( , )P t x±  – êðàåâûå çíà÷åíèÿ íà R  ôóíêöèé ( , )P t z± , à â. ô. 

( )xρ  – ðåøåíèå ñèñòåìû ÑÈÓ (6). Â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè ñèñòåìû óðàâíå-
íèé (1) ñèñòåìå ÄÊÇ (2) è ýêâèâàëåíòíîñòè ñèñòåìû ÄÊÇ (2) ñèñòåìå ÑÈÓ 
(6) ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) è ñèñòåìà ÑÈÓ (6) ýêâèâàëåíòíû â 
òîì ñìûñëå, ÷òî îíè îäíîâðåìåííî ðàçðåøèìû èëè íåò, è êàæäîìó ðåøå-
íèþ ( )xρ  ñèñòåìû ÑÈÓ (6) ñîîòâåòñòâóåò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå ( )xϕ  
ñèñòåìû (1) è íàîáîðîò. Ïðè ýòîì ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç 
ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÑÈÓ (6) ïî ôîðìóëàì (10), (3). Â ñèëó ýòîãî ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé (1) áóäåì íàçûâàòü íåòåðîâîé, åñëè áóäåò íåòåðîâîé ñèñòåìà ÑÈÓ (6). 

Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà (1) íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé. 
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî ðàáîòàì [3, 6, 7] ñèñòåìà ÑÈÓ (6) 

ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 
 det ( ) ( ) 0,           det ( ) ( ) 0,      A x B x A x B x x R− ≠ + ≠ ∈[ ] [ ] . 
Òàê êàê 

 1( ) ( ) ( 1) ( ) ( )m m
m mA x B x A B K x x i −+ = − + +[ ] , 

 2( ) ( ) ( 1) ( ) ( )m m
m mA x B x A C K x x i −− = − + −[ ] , 
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òî det ( ) ( )A x B x+[ ] , det ( ) ( )A x B x−[ ]  èìåþò íà áåñêîíå÷íîñòè íîëü, ïî 
êðàéíåé ìåðå, ïîðÿäêà m . Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ÑÈÓ (6) íå ÿâëÿåòñÿ íå-
òåðîâîé. Òîãäà â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè ñèñòåì (1) è (6) ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà 
(1) íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé. ◊ 

Óñòàíîâèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) ñòàíîâèòñÿ íå-
òåðîâîé è â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé. 

Áóäåì èññëåäîâàòü ñëó÷àé 1det ( ) 0m mA B K x+ ≠[ ] , 2det ( )m mA C K x+ ≠[ ]  

0≠  â êîíå÷íûõ òî÷êàõ âåùåñòâåííîé îñè R . Òîãäà äëÿ ì. ô. ( ) ( )A x B x+ , 
( ) ( )A x B x−  ñîãëàñíî ðàáîòå [8, ñ. 329] ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A x B x M x x x− −+ = ⋅ ⋅D R ,  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A x B x N x x x+ +− = ⋅ ⋅D R , (11) 

ãäå ( )M x , ( )N x  – ì. ô. ðàçìåðíîñòè n  è det ( ) 0M x ≠ , det ( ) 0N x ≠  íà R ; 

( )x±R  – ì. ô. ñ ïîñòîÿííûìè è îòëè÷íûìè îò íóëÿ îïðåäåëèòåëÿìè, ýëå-

ìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìû ïî ñòåïåíÿì 1
x i±

 ñîîòâåòñòâåííî; 

( )x±D  – äèàãîíàëüíûå ì. ô. âèäà  

 
(1) ( )
0 0

1 1( ) diag , ,
( ) ( )

n
x

x i x i
− ν ν

  =  
  + +

D  ,  

 
(1) ( )
0 0

1 1( ) diag , ,
( ) ( )

n
x

x i x i
+ µ µ

  =  
  − −

D   

ñîîòâåòñòâåííî, ãäå (1) ( )
0 0, , nν ν , (1) ( )

0 0, , nµ µ  – íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñ-

ëà òàêèå, ÷òî  

 ( ) ( )
0 0 0 0

1 1

,          
n n

j j

j j

m m
= =

ν = ν = µ = µ =∑ ∑ , (12) 

ïðè÷åì ( )
0
jν  íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþò ñ ( )

0
jµ , 1, ,j n=  . 

Îáîçíà÷èì  

 (1) ( ) (1) ( )
0 0 0 0 0max , , , , ,n nr = ν ν µ µ { } . (13) 

Ðàññìîòðèì ì. ô. α∈ ( )( ), ( ) rM x N x H , 0r r≥ , 0 1< α ≤ , ãäå ÷èñëî 0r  îïðå-

äåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (13). Ñîãëàñíî ðàáîòå [6, ñ. 53] ì. ô. 1( ) ( )N x M x−  äî-
ïóñêàåò ôàêòîðèçàöèþ  

 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )N x M x x x x− + −= Χ ⋅ Λ ⋅ Χ , (14) 

ãäå det ( ) 0x±Χ ≠  íà R , à 

 
1

( ) diag , ,
nx i x ix

x i x i

χ χ − −   Λ =     + +    
 , (15) 

è jχ , 1, ,j n=  , – ÷àñòíûå èíäåêñû ì. ô. 1( ) ( )N x M x− . Ïîñêîëüêó ñðåäè 

÷àñòíûõ èíäåêñîâ ìîãóò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå, 
îáîçíà÷èì èõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:  

 
0 0

,            
j j

j jw q
χ ≥ χ <

= χ = − χ∑ ∑ , (16) 

òîãäà ñóììàðíûé èíäåêñ ì. ô. 1( ) ( )N x M x−  íàõîäèì ïî ôîðìóëå  

 w qχ = − . (17) 
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Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ  
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ì. ô. 1 2( ), ( )k x k x L∈ , â. ô. 2( )h x L∈ , ì. ô. 1( )K x , 

( )
2 ( ) rK x Hα∈ , 0r r≥ , 0 1< α ≤ , â. ô. ( )

2( ) rH x L∈ , 0r r≥ , ãäå ÷èñëî 0r  îïðåäå-

ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (13), 1 2 det ( ) 0, det ( ) 0m m m mA B K x A C K x+ ≠ + ≠[ ] [ ]  â êî-

íå÷íûõ òî÷êàõ âåùåñòâåííîé îñè R , ÷èñëà w , q  îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîð-
ìóëå (16), à ÷èñëî χ  – ïî ôîðìóëå (17) è ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ (11). 

 Åñëè 2 0w m− ≥ , òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (1) â 2L  èìååò íå ìåíüøå 

÷åì 2w m−  ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé. Íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (1) 
ðàçðåøèìà â 2L , åñëè âûïîëíåíî íå ìåíüøå ÷åì q  óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè  

 ( ) ( ) 0j
R

H x x dxψ =∫ , (18) 

ãäå â. ô. ( )H x  – ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû ÑÈÓ (6), â. ô. ( )j xψ  – ëèíåéíî íåçà-

âèñèìûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû îäíîðîäíûõ ÑÈÓ, ñîþçíîé ñèñòåìå ÑÈÓ (6), 
êîòîðàÿ èìååò âèä  

 
( ) ( )1( ) ( ) ( , ) ( ) 0

R R

B t t
A x x dt K t x t dt

i t x

′ ψ′ ′ψ − + ψ =
π −∫ ∫ , (19) 

ãäå ( )A x′ , ( )B x′ , ( , )K t x′  îáîçíà÷àþò ìàòðèöû, òðàíñïîíèðîâàííûå ïî 
îòíîøåíèþ ê ìàòðèöàì ( )A x , ( )B x , ( , )K x t  – êîýôôèöèåíòàì è ðåãó-
ëÿðíîìó ÿäðó â ÑÈÓ (6) ñîîòâåòñòâåííî.  

Åñëè 2 0w m− < , òî íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (1) â 2L , âîîáùå ãîâîðÿ, 

íåðàçðåøèìà. Îíà áóäåò ðàçðåøèìà â 2L , åñëè áóäóò âûïîëíåíû 2q m+  
óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè (18). 

Ñóììàðíûé èíäåêñ ñèñòåìû (1) ðàâåí 2mχ − . 
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îïðåäåëèì èíäåêñ ñèñòåìû ÑÈÓ (6). 

Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî ðàáîòå [8, ñ. 380–389] ñóììàðíûé èíäåêñ ñèñòåìû ÑÈÓ 
(6) [8, ñ. 385] ðàâåí m−æ , ãäå 

 
( ) ( )1 arg det

2 ( ) ( )
A x B x
A x B x

− =  π + 
æ , 

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,  

 
( ) ( )

ind det
( ) ( )

A x B x
A x B x

− =  + 
æ , 

òîãäà 

 
( ) ( ) ( )( ) ( )

det det
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

N x x xA x B x
A x B x M x x x

+ +

− −

⋅ ⋅−  = = + ⋅ ⋅ 

D R
D R

 

( ) ( )( )
det det

( ) ( ) ( )
x xN x

M x x x
+ +

− −

⋅   = ⋅ =   ⋅   

D R
D R

 

 
( ) ( )

det ( ) ( ) ( ) det det
( ) ( )
x x

x x x
x x

+ − + +

− −

   = Χ ⋅ Λ ⋅ Χ ⋅   
   

D R
D R

{ } . 

Òàê êàê det ( ) 0x±Χ ≠ , det ( ) 0x± ≠R  íà R , à  

 
1

det ( )
nx ix

x i

χ + +χ− Λ =  + 


[ ] , 

 
(1) ( )
0 0

1 1det ( )
( )( )

n m
x

x ix i
+ µ + +µ

= =
−−

D


[ ] , 

 
(1) ( )
0 0

1 1det ( )
( )( )

n m
x

x ix i
− ν + +ν

= =
++

D


[ ] , 
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òîãäà  

 
( )

det
( )

m mx x i x i
x x i x i

−
+

−

 + −    = =     − +    

D
D

. 

Ñëåäîâàòåëüíî, 

 
1 1( ) ( )

det
( ) ( )

mn n
mA x B x x i x i x i

A x B x x i x i x i

χ + +χ χ + +χ −−−  − − −     = ⋅ =      + + + +      

 
. 

Òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíûé èíäåêñ ñèñòåìû ÑÈÓ (6) áóäåò 

 1 2 2n m mχ + + χ − = χ − . 

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ó÷åòîì (17),  

 2 2m w q mχ − = − − . 

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ðàáîòàì [3, 6–8], åñëè 2 0w m− ≥ , òî îäíîðîäíàÿ 
ñèñòåìà ÑÈÓ (6) èìååò íå ìåíüøå ÷åì − 2w m  ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðå-
øåíèé, à íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ÑÈÓ (6) ðàçðåøèìà, åñëè âûïîëíåíû íå 
ìåíüøå ÷åì q  óñëîâèé åå ðàçðåøèìîñòè (18).  

Åñëè 2 0w m− < , òî íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ÑÈÓ (6), âîîáùå ãîâîðÿ, íå-
ðàçðåøèìà. Îíà áóäåò ðàçðåøèìà, åñëè áóäóò âûïîëíåíû íå ìåíüøå ÷åì 

2q m+  óñëîâèé åå ðàçðåøèìîñòè (18).  

Èç ýêâèâàëåíòíîñòè ñèñòåì (1) è (6) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. ◊ 
Ñîãëàñíî [3] ñèìâîëîì 2 ; 0L − µ[ ]  îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé 

2( )x Lϕ ∈ , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 2( ) ( )x i x Lµ+ ⋅ ϕ ∈ .  

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ì. ô. 1 2( ), ( )k x k x L∈ , â. ô. 2( )h x L∈ , ì. ô. 1( )K x , 
( )

2 ( ) rK x Hα∈ , 0r r≥ , 0 1< α ≤ , â. ô. ( )
2( ) rH x L∈ , 0r r≥ , ãäå ÷èñëî 0r  îïðåäå-

ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (13), 1det ( ) 0m mA B K x+ ≠[ ] , 2det ( ) 0m mA C K x+ ≠[ ]  â 

êîíå÷íûõ òî÷êàõ âåùåñòâåííîé îñè R , è ñèñòåìà (1) ðàçðåøèìà. Òîãäà åå 
ðåøåíèÿ ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó 2 0 ; 0L r m r− − +[ ] . 

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû ñîãëàñíî ðàáîòå [3] 
ðåøåíèÿ ( )xρ  ñèñòåìû ÑÈÓ (6), åñëè îíè ñóùåñòâóþò, ïðèíàäëåæàò ïðî-

ñòðàíñòâó 0( )
2
r rL − . Òîãäà â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèé ( , )P x z±  îïðåäåëÿåìûå 

ôîðìóëîé (10) â. ô. ( )x±Φ  ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó 0( )
2
r r mL − + , 0r r≥ . Òîã-

äà èç ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå [3] ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) 
ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó 2 0 ; 0L r m r− − +[ ] , 0r r≥ .  

Ïóñòü òåïåðü óñëîâèÿ 1det ( ) 0m mA B K x+ ≠[ ] , 2det ( ) 0m mA C K x+ ≠[ ]  

íà R  íå âûïîëíÿþòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî det mA +[  

1( )mB K x+ ]  è 2det ( )m mA C K x+[ ]  îáðàùàþòñÿ â íîëü íà âåùåñòâåííîé îñè 

R  â òî÷êàõ 1 2, , , ua a a  è 1 2, , , ub b b  ñîîòâåòñòâåííî öåëûõ ïîðÿäêîâ 

1 2, , , uν ν ν  è 1 2, , , uµ µ µ . Òîãäà ñîãëàñíî ðàáîòå [8, ñ. 328] äëÿ ì. ô. 

( ) ( )A x B x+ , ( ) ( )A x B x−  âíîâü ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ (11), â êîòîðûõ 

ì. ô. ( ), ( )M x N x , ( )x±R  òå æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, à ( )x±D  – äèà-
ãîíàëüíûå ì. ô. ñîîòâåòñòâåííî âèäà  

 

(1)

(1)
0 1

1( ) diag ,
( )

ju
j

j

x a
x

x i
x i

ν

− ν =

 −  =   +  +
∏D  , 

 

( )

( )
0 1

1,
( )

n
j

n

u
j

j

x a

x i
x i

ν

ν =

−    +  +
∏ , (20) 
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(1)

(1)
0 1

1( ) diag ,
( )

ju
j

j

x b
x

x i
x i

µ

+ µ =

 −  =   −  −
∏D  , 

 

( )

( )
0 1

1,
( )

n
j

n

u
j

j

x b

x i
x i

µ

µ =

−    −  −
∏ , (21) 

ãäå (1) ( ) (1) ( ) (1) ( ) (1) ( ) (1) ( ) (1)
0 0 1 1 0 0 1 1, , , , , , , , , ,   , , , , , , ,n n n n n

u u uν ν ν ν ν ν µ µ µ µ µ       , 
( ), n
uµ  – íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî äëÿ 0 0,µ ν  èìåþò ìåñòî 

ðàâåíñòâà (12) è, êðîìå òîãî,  

 ( )

1 1

,         1, , ,        
n u

j
k kk

j k

k u
= =

ν = ν = ν = ν∑ ∑ ,  (22) 

 ( )

1 1

,    1, , ,            
n u

j
k kk

j k

k u
= =

µ = µ = µ = µ∑ ∑ .  (23) 

Îáîçíà÷èì  

 (1) ( ) (1) ( ) (1) ( ) (1) ( )
0 0 0 1 1 0 0max , , , , , , , , , , , ,n n n n

u ur = ν ν ν ν ν ν µ µ    { , 

 (1) ( ) (1) ( )
1 1, , , , , ,n n

u uµ µ µ µ   } .  (24) 

Âíîâü ðàññìîòðèì ì. ô. ( ), ( )M x N x ( )rHα∈ , 0r r≥ , 0 1< α ≤ , ãäå ÷èñëî 

0r  îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (24). Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ ì. ô. 
1( ) ( )N x M x−  äîïóñêàåò ôàêòîðèçàöèþ (14), ãäå ì. ô. ( )xΛ  èìååò âèä (15), è 

jχ , 1, ,j n=  , – ÷àñòíûå èíäåêñû ì. ô. 1( ) ( )N x M x− , äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåä-

ëèâû îáîçíà÷åíèÿ (16), à äëÿ ñóììàðíîãî èíäåêñà ÑÈÓ (6) ñîõðàíÿåòñÿ îáî-
çíà÷åíèå (17). ◊ 

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ  

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ì. ô. 1 2( ), ( )k x k x L∈ , 2( )h x L∈ , ì. ô. 1 2( ), ( )K x K x ∈  
( )rHα∈ , 0r r≥ , â. ô. ( )

2( ) rH x L∈ , 0r r≥ , ãäå ÷èñëî 0r  îïðåäåëåíî ñîîòíîøåíè-

åì (24), det ( )m mA B K x+[ ]  è 2det ( )m mA C K x+[ ]  èìåþò íà âåùåñòâåííîé 

îñè R  íóëè â êîíå÷íûõ òî÷êàõ 1, , ua a  è 1 2, , , ub b b  ñîîòâåòñòâåííî 

öåëûõ ïîðÿäêîâ 1, , uν ν  è 1 2, , , uµ µ µ  è ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå 

(11), ãäå ì. ô. ( )xD  èìåþò âèä ñîîòâåòñòâåííî (20) è (21), à det ( ) 0M x ≠ , 

det ( ) 0N x ≠  íà R , ÷èñëà w , q  îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (16), ÷èñëà ν , µ  
– ïî ôîðìóëàì (22) è (23) ñîîòâåòñòâåííî, à ÷èñëî χ  – ïî ôîðìóëå (17), è 
ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (14). 

Åñëè 2 2 0w m− − ν − µ ≥ , òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (1) â ïðîñòðàíñòâå 

2L  èìååò íå ìåíüøå ÷åì 2 2w m− − ν − µ  ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé. 

Íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (1) ðàçðåøèìà â 2L , åñëè âûïîëíåíî íå ìåíüøå ÷åì 
q  óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè âèäà (18).  

Åñëè 2 2 0w m− − ν − µ < , òî íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (1) â ïðîñòðàíñò-

âå 2L , âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàçðåøèìà. Îíà áóäåò ðàçðåøèìà â 2L , åñëè 

áóäóò âûïîëíåíû 2 2q m+ + ν + µ  óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè (18). 

Ñóììàðíûé èíäåêñ ñèñòåìû (1) ðàâåí 2 2mχ − − ν − µ . 

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îïðåäåëèì èíäåêñ ñèñòåìû ÑÈÓ (6). Ïî-
ñêîëüêó ñîãëàñíî ðàáîòå [8, ñ. 380–389] ñóììàðíûé èíäåêñ ñèñòåìû ÑÈÓ (6) 
[8, ñ. 388] ðàâåí m− − νæ , ãäå 
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1

( ) ( )1 arg det
2 ( ) ( )

j

j

u
j

j

u
j

j

x a

x iA x B x
A x B x x b

x i

ν

=
µ

=

−    −  −= ⋅ π + −    +  

∏

∏
æ  

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,  

 1

1

( ) ( )
ind det

( ) ( )

j

j

u
j

j

u
j

j

x a

x iA x B x
A x B x x b

x i

ν

=
µ

=

−    −  −= ⋅ + −    +  

∏

∏
æ . 

Òîãäà àíàëîãè÷íî íîðìàëüíîìó ñëó÷àþ èìååì 

 
( ) ( ) ( )( ) ( )

det det
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

N x x xA x B x
A x B x M x x x

+ +

− −

⋅ ⋅−  = = + ⋅ ⋅ 

D R
D R

 

 
( ) ( )( )

det det
( ) ( ) ( )

x xN x
M x x x

+ +

− −

⋅   = ⋅ =   ⋅   

D R
D R

 

 
( ) ( )

det ( ) ( ) ( ) det det
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x x

x x x
x x

+ − + +

− −

   = Χ ⋅ Λ ⋅ Χ ⋅   
   

D R
D R

{ } . 

Òàê êàê det ( ) 0x±Χ ≠ , det ( ) 0x± ≠R  íà R , à  

 
1

det ( )
nx ix

x i

χ + +χ− Λ =  + 


[ ] , 

 

(1) ( )

(1) ( )
0 0 1

1det ( )
( )

n
j j

n

u
j

j

x b
x

x i
x i

µ + +µ

+ µ + +µ =

− = ⋅ = − −
∏D




[ ]  

 
1

1
( )

ju
j

m
j

x b

x ix i

µ

=

− =  − −
∏ , 

 

(1) ( )

(1) ( )
0 0 1

1det ( )
( )

n
j j

n

u
j
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x a
x

x i
x i

ν + +ν

− ν + +ν =

− = ⋅ = + +
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
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1
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x a

x ix i

ν

=

− =  + +
∏ , 

òîãäà 

 
01

0

1 1

1 1

1

( )
ind

1

( )

j j

n

j j

u u
j j

j j

u u
j j

j j

x b x a

x i x ix ix i
x i x a x b

x i x ix i

χ + +χ

µ ν

ν
= =

ν µ

ν
= =

− −        − −   − − = ⋅ =  + − −          + +   + 

∏ ∏

∏ ∏


æ  

 
0 1 11

ind
u unx i x i x i x i

x i x i x i x i

χ + +χ ν µ + +µ ν + +ν − + + +       = ⋅ ⋅ ⋅        + − − −        

  
. 

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììàðíûé èíäåêñ ñèñòåìû ÑÈÓ (6) áóäåò 

 1 0 1 1 2 2n u u m mχ + + χ − ν − ν − − ν − µ − − µ − − ν = χ − − ν − µ   . 

 Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ó÷åòîì (17) 

 2 2 2 2m w q mχ − − ν − µ = − − − ν − µ . 

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ðàáîòàì [3, 6–8], åñëè 2 2 0w m− − ν − µ ≥ , òî îäíî-

ðîäíàÿ ñèñòåìà ÑÈÓ (6) èìååò íå ìåíüøå ÷åì 2 2w m− − ν − µ  ëèíåéíî íå-
çàâèñèìûõ ðåøåíèé, à íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ÑÈÓ (6) ðàçðåøèìà, åñëè âû-
ïîëíåíû íå ìåíüøå ÷åì q  óñëîâèé åå ðàçðåøèìîñòè âèäà (18).  
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Åñëè 2 2 0w m− − ν − µ < , òî íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ÑÈÓ (6), âîîáùå ãî-
âîðÿ, íåðàçðåøèìà. Îíà áóäåò ðàçðåøèìà, åñëè áóäóò âûïîëíåíû íå ìåíü-
øå ÷åì 2 2q m+ + ν + µ  óñëîâèé åå ðàçðåøèìîñòè (18).  

Èç ýêâèâàëåíòíîñòè ñèñòåì (1) è (6) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. ◊ 
Òåîðåìà 5. Ïóñòü ì. ô. 1 2( ), ( )k x k x L∈ , â. ô. 2( )h x L∈ , ì. ô. 1( )K x , 

( )
2 ( ) rK x Hα∈ , 0r r≥ , 0 1< α ≤ , â. ô. ( )

2( ) rH x L∈ , 0r r≥ , ãäå ÷èñëî 0r  îïðåäå-

ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (24), det ( )m mA B K x+[ ]  è 2det ( )m mA C K x+[ ]  èìåþò íà 

âåùåñòâåííîé îñè R  íóëè â êîíå÷íûõ òî÷êàõ 1, , ua a  è 1 2, , , ub b b  ñî-

îòâåòñòâåííî öåëûõ ïîðÿäêîâ 1, , uν ν  è 1 2, , , uµ µ µ , ñïðàâåäëèâî 

ïðåäñòàâëåíèå (11), ãäå det ( ) 0M x ≠ , det ( ) 0N x ≠  íà R , è ñèñòåìà (1) ðàç-

ðåøèìà. Òîãäà åå ðåøåíèÿ ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó 2 0 ; 0L r m r− − +[ ] . 
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû ñîãëàñíî ðàáîòå [3] 

ðåøåíèÿ ( )xρ  ñèñòåìû ÑÈÓ (6), åñëè îíè ñóùåñòâóþò, ïðèíàäëåæàò ïðî-

ñòðàíñòâó 0( )
2
r rL − . Òîãäà â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèé ( , )P x z±  îïðåäåëÿåìûå 

ôîðìóëîé (10) â. ô. ( )x±Φ  ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó 0( )
2
r r mL − + , 0r r≥ . Òîã-

äà èç ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå [3] ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) 
ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó 2 0 ; 0L r m r− − +[ ] , 0r r≥ . ◊ 

Äðóãèå ñëó÷àè ñîîòíîøåíèé ìåæäó ÷èñëàìè , ,m n s .  
Åñëè m n> , m s> , òî â ýòîì ñëó÷àå â ôîðìóëàõ (4), (5) p q m= = . Â 

ýòîì ñëó÷àå ( ) ( ) ( 1) ( )m m
mA x B x A x i −+ = − + , ( ) ( ) ( 1) ( )m m

mA x B x A x i −− = − − , 

à, çíà÷èò, èìåþò ìåñòî óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 2 è 3. 
Åñëè m n s< = , òî â ýòîì ñëó÷àå â ôîðìóëàõ (4), (5) p q n= = . Èìåþò 

ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ (11), ãäå ì. ô. ( )xD  èìåþò âèä (20) è (21) ñîîòâåòñò-

âåííî, â êîòîðûõ âìåñòî (1) ( )
0 0, , nν ν  ñëåäóåò ïîëîæèòü (1) ( )

0 0, , nγ γ , à âìåñòî 
(1) ( )
0 0, , nµ µ  ïîëîæèòü (1) ( )

0 0, , nδ δ , ïðè ýòîì 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0 0,           j j j j j jγ = ν + ν δ = µ + µ  , (25) 

ãäå 

 ( ) ( )
0 0 0 0

1 1

,          
n n

j j

j j

n n
= =

ν = ν = µ = µ =∑ ∑ , (26) 

 ( ) ( )
0 0 0 0

1 1

,               
n n

j j

j j= =

ν = ν µ = µ∑ ∑    , (27) 

è ïðè ýòîì 0 0,ν µ   ÿâëÿþòñÿ ïîðÿäêàìè íóëåé íà áåñêîíå÷íîñòè ñîîòâåòñò-

âåííî ì. ô. 1( )K x  è 2 ( )K x . Ïðè ýòîì  

 (1) ( ) (1) ( ) (1) ( ) (1) ( )
0 0 0 1 1 0 0max , , , , , , , , , , , ,n n n n

u ur = γ γ ν ν ν ν δ δ    { , 

 (1) ( ) (1) ( )
1 1, , , , , ,n n

u uµ µ µ µ   } . (28) 
Â ýòîì ñëó÷àå èìåþò ìåñòî óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 4 è 5.  

Åñëè m s n< < , òî â ýòîì ñëó÷àå â ôîðìóëàõ (4), (5) p s= , q n= . Èìå-

þò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ (11), ãäå ì. ô. ( )xD  èìåþò âèä (20) è (21) ñîîòâåò-

ñòâåííî, â êîòîðûõ âìåñòî (1) ( )
0 0, , nν ν  âíîâü ñëåäóåò ïîëîæèòü (1) ( )

0 0, , nγ γ , 

à âìåñòî (1) ( )
0 0, , nµ µ  ïîëîæèòü (1) ( )

0 0, , nδ δ , îïðåäåëÿåìûå ïî ôîðìóëàì (25), 

â êîòîðûõ îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè ïðåäñòàâëåíèÿ (27), à â ïðåäñòàâëåíè-
ÿõ (26) ñëåäóåò ïîëîæèòü 0 sν = , 0 nµ = . ×èñëî 0r  áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ïî 
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ôîðìóëå (28) ñ ó÷åòîì çíà÷åíèé (1) ( )
0 0, , nδ δ  è (1) ( )

0 0, , nγ γ , è èìåþò ìåñòî 

óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 4 è 5.  
Åñëè m s n= < , òî â ýòîì ñëó÷àå â ôîðìóëàõ (4), (5) ,  p n q s= = . 

Èìåþò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ (11), ãäå ì. ô. ( )x+D  èìååò âèä (21), à ì. ô. 

( )x−D  – âèä (20), â êîòîðîì âìåñòî (1) ( )
0 0, , nν ν  ïîëàãàåì (1) ( )

0 0, , nγ γ , îïðå-

äåëÿåìûå ôîðìóëîé (25), (27), à â (26) 0 nν = , è  

 (1) ( ) (1) ( ) (1) ( ) (1)
0 0 0 1 1 0max , , , , , , , , , , , ,n n n

u ur = γ γ ν ν ν ν µ    {  

 ( ) (1) ( ) (1) ( )
0 1 1, , , , , , , ,n n n

u uµ µ µ µ µ    } . 

Â ýòîì ñëó÷àå èìåþò ìåñòî óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 4 è 5.  
 
 1. Àçàìàòîâà Â. È., Ëèçóíîâà È. Â. Îá îäíîì èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè òèïà ñâåðò-

êè // Âåñö³ ÀÍ ÁÑÑÐ. Ñåð. ô³ç.-ìàò. íàóêè. – 1971. – ¹ 2. – Ñ. 43–50. 
 2. Ãàõîâ Ô. Ä. Êðàåâûå çàäà÷è. – Ìîñêâà: Íàóêà, 1977. – 640 ñ. 
 3. Ãàõîâ Ô. Ä., ×åðñêèé Þ. È. Óðàâíåíèÿ òèïà ñâåðòêè. – Ìîñêâà: Íàóêà, 1978. –

295 ñ. 
 4. Êíÿçåâ Ï. Í. Èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. – Ìèíñê: Âûø. øê., 1969. – 197 ñ. 
 5. Ëèçóíîâà È. Â. Ïàðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ òèïà ñâåðêè ñ ïîëèíîìèàëü-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè // Âåñö³ ÀÍ ÁÑÑÐ. Ñåð. ô³ç.-ìàò. íàóêè. – 1976. – ¹ 4. 
– Ñ. 40–46. 
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1968. – 541 ñ. 
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íûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà âåùåñòâåííîé îñè // Äèôôå-
ðåíö. óðàâíåíèÿ. – 2002. – 38, ¹ 9. – Ñ. 1218–1224. 

 10. Òèõîíåíêî Í. ß., Ñâÿæèíà Í. Í. Î êîìïàêòíîñòè êîììóòàòîðà íà âåùåñòâåííîé 
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РОЗВ’ЯЗНІСТЬ І ВЛАСТИВОСТІ РОЗВ’ЯЗКІВ  
СИСТЕМИ ІНТЕГРАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ТИПУ ЗГОРТКИ 
ЗІ СТЕПЕНЕВО-РІЗНИЦЕВИМИ ЯДРАМИ 
 
Âñòàíîâëþþòüñÿ óìîâè ðîçâ’ÿçíîñò³ ñèñòåì ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ðîäó ç 
ïîë³íîì³àëüíî-ð³çíèöåâèìè ÿäðàìè òèïó çãîðòêè â íîðìàëüíîìó ³ âèíÿòêîâîìó 
âèïàäêàõ ³ âèâ÷àþòüñÿ ïåâí³ âëàñòèâîñò³ ¿õ ðîçâ’ÿçê³â. Ó êîæíîìó ç âèïàäê³â âè-
çíà÷àþòüñÿ ïðîñòîðè, äî ÿêèõ ö³ ðîçâ’ÿçêè íàëåæàòü.  
 
SOLVABILITY AND PROPERTIES OF SOLUTIONS 
OF A SYSTEM OF INTEGRAL EQUATIONS OF CONVOLUTION 
TYPE WITH DEGREE-DIFFERENCE KERNELS 
 
The conditions of solvability of systems of the second kind integral equations with 
polynomial difference kernels of the convolution type in the normal and singular cases 
are defined here. Besides some properties of their solutions are studied. The spaces to 
which the solutions belong in every case are defined also. 
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