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Е. А. Буряченко 
 
РАЗРЕШИМОСТЬ ОДНОРОДНОЙ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ В КРУГЕ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ПОРЯДКА 2m В СЛУЧАЕ КРАТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК, 
ИМЕЮЩИХ УГЛЫ НАКЛОНА 
 

Ïîëó÷åí êðèòåðèé íåòðèâèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõ-
ëå â åäèíè÷íîì êðóãå K  äëÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ ÷åòíîãî ïîðÿäêà 2m , 2m > , ñ 
ïîñòîÿííûìè êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè è îäíîðîäíûì âûðîæäåííûì 
ñèìâîëîì. Óñòàíîâëåíà çàâèñèìîñòü ìåæäó çíà÷åíèåì êðàòíîñòè êîðíåé õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è ñóùåñòâîâàíèåì íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ 

çàäà÷è èç ïðîñòðàíñòâà 2 ( )mC K  â ñëó÷àå êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ, íå ðàâíûõ i± .  

 
 Ââåäåíèå. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå êðèòåðèÿ íåòðè-
âèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå â åäèíè÷íîì êðóãå K  
äëÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ ÷åòíîãî ïîðÿäêà 2 ,  2m m > , ñ ïîñòîÿííûìè êîìï-
ëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè: 
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ãäå   – åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè; 
1 2
,x x x

∂ ∂ ∂ =  ∂ ∂ 
 – âåêòîð-

ãðàäèåíò; ,  0,1, ,2ia i m∈ =  . Â ðàáîòå [6] áûë ïîëó÷åí êðèòåðèé íåòðè-
âèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1), (2) äëÿ óðàâíåíèé ãëàâíîãî òèïà [10, 
ñ. 48], ò. å. â ñëó÷àå, êîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1, ) 0L λ =  
ïðîñòûå è íå ðàâíû i± .  

Íàïîìíèì [6], ÷òî óãëîì íàêëîíà õàðàêòåðèñòèêè, îòâå÷àþùåé êîðíþ 
λ j  õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1, ) 0L λ = , íàçûâàåòñÿ íåêîòîðîå ðåøå-

íèå ϕj  óðàâíåíèÿ tg ,  1, , 2j j j m− ϕ = λ =  . Óãëîì ìåæäó i -é è j -é õàðàê-

òåðèñòèêîé íàçîâåì ðàçíîñòü ,  ij i j i jϕ = ϕ − ϕ ≠ . 

Âîïðîñû òðèâèàëüíîñòè ÿäðà çàäà÷è Äèðèõëå â òàê íàçûâàåìûõ èñêëþ-
÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ íå ñóùåñò-

âóþò ( :
k

k i∗
∗∃ λ = ± ) è (èëè) êðàòíû äëÿ îáùèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà 

áûëè ðàññìîòðåíû À. Â. Áèöàäçå [3], Â. Ï. Áóðñêèì [5], Í. Ý. Òîâìàñÿíîì [9], 
à äëÿ óðàâíåíèé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà – Å. À. Áóðÿ÷åíêî [7], À. Í. Áàáàÿíîì 
[11]. Ïðè÷åì â ðàáîòå [7] ïîëíîñòüþ ðåøåí âîïðîñ î ïîëó÷åíèè êðèòåðèåâ 
íåòðèâèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå è óñòàíîâëåíà çàâèñèìîñòü 
ìåæäó çíà÷åíèåì êðàòíîñòè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è ñó-
ùåñòâîâàíèåì íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è. Â íàñòî-
ÿùåé ðàáîòå îáîáùåíû ðåçóëüòàòû ñòàòåé [6, 7] äëÿ îáùåãî äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) ïðîèçâîëüíîãî ÷åòíîãî ïîðÿäêà 2 , 2m m > , ñ ïîñòîÿí-
íûìè êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè è óñòàíîâëåíà çàâèñèìîñòü ìåæäó 
çíà÷åíèåì êðàòíîñòè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è ñóùåñòâî-

âàíèåì íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) â ïðîñòðàíñòâå 2 ( )mC K . 
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1. Äâîéñòâåííîñòü óðàâíåíèå-îáëàñòü. Êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøå-
íèé îáùèõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ 
ïðîèçâîäíûõ çàâèñÿò îò îáëàñòè, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à. Àíà-
ëèòè÷åñêè óñòàíîâèòü ýòó çàâèñèìîñòü óäàëîñü â ìîíîãðàôèè [4, ñ. 199], â 
êîòîðîé àâòîðîì áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä äâîéñòâåííîñòè óðàâíåíèå-îáëàñòü, 
ïîçâîëÿþùèé áåç áîëüøèõ òåõíè÷åñêèõ ñëîæíîñòåé èññëåäîâàòü îáùèå 
ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ áåñòèïíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 
ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà â ïîëóàëãåáðàè÷åñêèõ îáëàñòÿõ. Ñóòü ìåòîäà çàêëþ-
÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. 

Ïóñòü nΩ ⊂   – îãðàíè÷åííàÿ ïîëóàëãåáðàè÷åñêàÿ îáëàñòü, çàäàííàÿ 

íåðàâåíñòâîì : ( ) 0nx P xΩ = ∈ >{ }  ñ íåêîòîðûì âåùåñòâåííûì ýëëèïòè-

÷åñêèì ïîëèíîìîì ( )P x . Óðàâíåíèå =( ) 0P x  çàäàåò ãðàíèöó ∂Ω , ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè íåâûðîæäåíà, ò. å. 0P∇ ≠  íà ∂Ω . Ðàññìîò-
ðèì ñëåäóþùóþ ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ áåñòèïíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ 
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîðÿäêà  :  

 ( ) 0L D u a D uα
α

α ≤

= =∑


, 

 ( 1)0,      0,     ,     0,      u u u γ −
ν ν∂Ω ∂Ω ∂Ω
′= = = γ ≤  . (3) 

Ïîä äâîéñòâåííîñòüþ óðàâíåíèå-îáëàñòü ïîíèìàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó çàäà÷åé (3) è óðàâíåíèåì 

 ( ) ( ) ( ) 0P D L w−γ
ξ− ξ ξ ={ } , (4) 

îòìå÷åííîå â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè. 
Óòâåðæäåíèå 1 [4, ñ. 199–200]. Äëÿ êàæäîãî íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ 

çàäà÷è (3) èç ïðîñòðàíñòâà ( )C Ω  ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå àíàëèòè-

÷åñêîå â nC  ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) èç íåêîòîðîãî êëàññà Z  öåëûõ ôóíê-
öèé è, íàîáîðîò: êàæäîìó íåíóëåâîìó ðåøåíèþ ( )w Zξ ∈  óðàâíåíèÿ (4) 

îòâå÷àåò íåíóëåâîå ðåøåíèå ( )u C∈ Ω  çàäà÷è (3). Êëàññ Z  çäåñü îïðåäå-

ëåí êàê ïðîñòðàíñòâî îáðàçîâ Ôóðüå ôóíêöèé âèäà ,  ( )nv v CΩΘ ∈  , ãäå 

ΩΘ  – õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îáëàñòè Ω.  

 Åñëè L  – îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïðîñòûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, òî 
äâîéñòâåííîé çàäà÷åé ê çàäà÷å Äèðèõëå ( ) 0( ) 0,  0x P xL D u u == = , áóäåò çà-

äà÷à ( ) 0( ) 0,  0LP D w wξ ξ =− = = , â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå öåëûõ ôóíêöèé. 

Çäåñü ξ  – äâîéñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ. Óòâåðæäåíèå 1 ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü 
èçîìîðôèçì ìåæäó ïðîèçâîëüíûì ðåøåíèåì ãðàíè÷íîé çàäà÷è (3) èç ïðî-

ñòðàíñòâà ( )C Ω  è àíàëèòè÷åñêèì èç nC  ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé äâîé-
ñòâåííîé çàäà÷è, à òàêæå ñâåñòè âîïðîñ ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ 
áåñòèïíûõ óðàâíåíèé ê àíàëîãè÷íûì âîïðîñàì, íî óæå äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ 
óðàâíåíèé, âîçìîæíî, ìåíåå ñëîæíîé ñòðóêòóðû è íèçêîãî ïîðÿäêà. 

2. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà. Â ñèëó ðàçëîæåíèÿ ñèìâîëà 
óðàâíåíèÿ (1) 

 2 2 1 2 1 2
0 1 1 1 2 2 1 1 2 2 2( ) m m m m

m mL a a a a− −
−ξ = ξ + ξ ξ + + ξ ξ + ξ =  

 1 2 3 2 1 2, , , , ,m ma a a a a−= ξ ξ ξ ξ ξ , 

óðàâíåíèå (1) ïåðåïèøåì â âèäå 

 1 2 3 2 1 2, , , , , 0m ma a a a a u−∇ ∇ ∇ ∇ ∇ = , (5) 

ãäå 2 ,  1,2, , 2ja j m∈ =  , – êîìïëåêñíûå âåêòîðû, îïðåäåëÿåìûå êîìï-



35 

ëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè óðàâíåíèÿ (1); 1 1 2 2,a b a b a b= +  – ñêàëÿðíîå 

ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 2,a b ∈  . Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàê-

æå âåêòîðû 2 1( , ) ( cos , sin ),  1,2, , 2j j j
j ja a a j m= − = − ϕ ϕ =  . 

 Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ 
Òåîðåìà 1. Ïóñòü âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1, )L λ =  

0=  íå ðàâíû i±  è ïóñòü 1λ  – êîðåíü êðàòíîñòè 1k > , îñòàëüíûå êîð-
íè ïðîñòûå. Òîãäà: 

1°). Åñëè = 2,k  òî äëÿ íåòðèâèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõ-

ëå (1), (2) â 2 ( )mC K  íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óãëû íàêëîíà õà-
ðàêòåðèñòèê óäîâëåòâîðÿëè ñëåäóþùåìó óñëîâèþ äëÿ íåêîòîðîãî n ∈  , 

2n m≥ : 

1 1 1 1

1 1 1 1

3 3 3 3

cos sin cos( 2( 1)) sin ( 2( 1))
sin cos ( 2( 1)) sin( 2( 1)) ( 2( 1)) cos( 2( 1))

cos sin cos( 2( 1)) sin ( 2( 1))det
                                      
c

n n n m n m
n n n n n m n m n m n m

n n n m n m

ϕ ϕ − − ϕ − − ϕ
− ϕ ϕ − − − − − ϕ − − − − ϕ

ϕ ϕ − − ϕ − − ϕ





    
2 2 2 2

0.

os sin cos ( 2( 1)) sin ( 2( 1))m m m mn n n m n m

 
 
  = 
 
 ϕ ϕ − − ϕ − − ϕ 

 

  (6) 
Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ïîëèíî-

ìèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2). 
2°). Åñëè = 3k , òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íåòðèâè-

àëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1), (2) â 2 ( )mC K  ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå ðà-
âåíñòâà äëÿ íåêîòîðîãî ,  2n n m∈ ≥ : 

1 1 1 1

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1

4 4

cos sin cos ( 2( 1)) sin ( 2( 1))
sin cos ( 2( 1)) sin( 2( 1)) ( 2( 1)) cos( 2( 1))

cos sin ( 2( 1)) cos( 2( 1)) ( 2( 1)) sin( 2( 1))det
cos sin cos (

n n n m n m
n n n n n m n m n m n m

n n n n n m n m n m n m
n n n

ϕ ϕ − − ϕ − − ϕ
− ϕ ϕ − − − − − ϕ − − − − ϕ

ϕ ϕ − − − − ϕ − − − − ϕ
ϕ ϕ




 4 4

2 2 2 2

0,
2( 1)) sin ( 2( 1))

                         
cos sin cos ( 2( 1)) sin ( 2( 1))m m m m

m n m

n n n m n m

 
 
 
  =
 − − ϕ − − ϕ
 
 ϕ ϕ − − ϕ − − ϕ 
    



 

   (7) 
ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è. 

3°). Ïðè ,  3 2k m= β < β < , çàäà÷à (1), (2) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøå-

íèå â 2 ( )mC K  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óãëû íàêëîíà õàðàêòåðèñòèê 
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ âèäà (6), β  ñòðîêà îïðåäåëèòåëÿ êîòîðîãî ÿâëÿ-

åòñÿ ïðîèçâîäíîé ( 1)β − -é ñòðîêè.  

4°). Åñëè 2k m= , òî çàäà÷à (1), (2) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå â 

ïðîñòðàíñòâå 2 ( )mC K . 

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1°). Íåîáõîäèìîñòü. Ñîãëàñíî óòâåðæäå-
íèþ 1, ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå (1), (2) â 

ïðîñòðàíñòâå 2 ( )mC K  âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíîãî àíàëèòè÷åñêî-

ãî â 2C  ðåøåíèÿ ( )w Zξ ∈  óðàâíåíèÿ 

 ( 1) ( ) ( ) 0m L wξ∆ + ξ ⋅ ξ ={ } . (8) 

Ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèþ ξ( )w  â ñòåïåííîé ðÿä, äëÿ ìëàäøåé íåòðèâèàëüíîé 

îäíîðîäíîé ïîëèíîìèàëüíîé ÷àñòè ( ) ( ) ( )v L wξ = ξ ξ   ðÿäà ( ) ( ) ( )v L wξ = ξ ξ  ïî-
ëó÷èì óðàâíåíèå 

 ( ) 0mvξ∆ ξ = . (9) 

Èç ñîîòíîøåíèé (32.15)–(32.22) â [8] èëè èç ôîðìóëû Àëüìàíñè [2, ñ. 208] 
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îáùåå ïîëèíîìèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 

 1 1
1 1( ) Re ( ) ( ) Re ( ) ( )m m

m mv f z z f z i g z z g z− −ξ = + + + + +  { } { } , 

ãäå ( ) ,  ( ) ,  1,2, ,n n
i in i inf z f z g z g z i m= = =∑ ∑  , – íåêîòîðûå ïîëèíîìû; 

1 2z i= ξ + ξ . Ïåðåõîäÿ ê òðèãîíîìåòðè÷åñêîé çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà 

 iz e ϕ= ρ ⋅ , ïîëó÷èì 

 1 1 2
0

( , ) cos sin cos( 2)n
n n n

n

v n n n
∞

=

ρ ϕ = ρ α ϕ − β ϕ +α − ϕ −∑ (  

 2 sin( 2)n n− β − ϕ + +  

  cos( 2( 1)) sin( 2( 1))mn mnn m n m+ α − − ϕ − β − − ϕ) .  (10) 

Çäåñü ïîñòîÿííûå ,in inα β  ñòðîÿòñÿ ïî êîýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèÿ ïîëèíî-

ìîâ ( ) ,  ( ) ,  1, ,n n
i in i inf z f z g z g z i m= = =∑ ∑  , ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 , ( 1) , ( 1)Re Re ,      Im Rein i n i in i n if g− − − −α = α = , 

 , ( 1) , ( 1)Re Im ,      Im Im ,      ,    1, ,in i n i in i n if g n i m− − − −β = β = ∈ =  . 

Óñëîâèÿ äåëèìîñòè öåëîé ôóíêöèè ξ = ξ ξ ( ) ( ) ( )v L w  íà ñèìâîë 

 
21 3 2 1 2, , , ,m ma a a a−ξ ξ ξ ξ  

èìåþò âèä 

  
1 3 21

0,    0,    0,    ,    0
m

v v v vϕϕ=−ϕ ϕ=−ϕ ϕ=−ϕϕ=−ϕ
′= = = =    . (11) 

Çäåñü èñïîëüçîâàí òîò ôàêò, ÷òî óñëîâèå , 0jaξ =  ýêâèâàëåíòíî ðàâåí-

ñòâó  
 ,       1,3, ,2j j mϕ = − ϕ =  . 

Ïîäñòàâëÿÿ (10) â (11) ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíî-
ñèòåëüíî ïîñòîÿííûõ ,in inα β  ñ îïðåäåëèòåëåì, ñòîÿùèì â ëåâîé ÷àñòè ðà-

âåíñòâà (6). Ïîñêîëüêó äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à (8) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøå-
íèå, òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé íàáîð ïîñòîÿííûõ ,in inα β , 1, ,n m=  . Çíà-

÷èò, ëèíåéíàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò íåíóëåâûì ðåøåíèåì, ÷òî âëå÷åò îáðàùå-
íèå â íóëü å¸ îïðåäåëèòåëÿ, ò. å. âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (6). 
 Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (6) äëÿ íåêîòîðîãî n ∈  , 

2n m≥ , ïîñòðîèì íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) â ÿâíîì âèäå. Òåì 
ñàìûì áóäåò äîêàçàíà äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ (6) äëÿ íåòðèâèàëüíîé ðàçðå-
øèìîñòè çàäà÷è (1), (2). Â ñèëó êðàòíîñòè êîðíÿ λ1  óðàâíåíèå (5) ïðèîáðå-
òàåò âèä 

 
21 3 2 1 2, , , , 0m ma a a a u−∇ ∇ ∇ ∇ = , 

è åìó, âñëåäñòâèå îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ ja  è  ja  ïðè êàæäîì 1,2,j =  , 

,2m , óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ âèäà 

 
2

1 1
2 2

1, 2

( ) ( ) , ( )
m

j
j j

j j

u x C F a x C x a F a x
= ≠

= − ⋅ + − ⋅∑   . (12) 

Çäåñü ( )jF y  – íåêîòîðûå ãëàäêèå ôóíêöèè îäíîãî àðãóìåíòà, jC  – ïîñòîÿí-

íûå, 1,2, ,2j m=  . 
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) íåîáõîäèìî òàê 

ïîäîáðàòü ôóíêöèè − ⋅( )j
jF a x , ÷òîáû (12) óäîâëåòâîðÿëà ãðàíè÷íûì óñëî-

âèÿì (2) äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî íàáîðà ïîñòîÿííûõ .jC  Â ðàáîòå [6] áû-
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ëî äîêàçàíî, ÷òî â êà÷åñòâå ( ),  2jF y j ≠ , ìîæíî âçÿòü ôóíêöèþ, ÿâëÿþùóþ-

ñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé ( 1)m − -é ïåðâîîáðàçíîé ïîëèíîìà ×åáûøåâà 
ïåðâîãî ðîäà ïîðÿäêà = − + 1N n m  [1]: 

 1( ) ( )j mF y F y−= =  

 
2 1 2 1

0

2 2
0

( ) ( ) ( ) ( ) , 1 2 1,

( ) ( ) ( ) ( ) , 1 2 ,

s

r N r r N r
r
s

r N r r N r
r

C N T y C N T y m s

D N T y D N T y m s

+ −
+ + − −

=

+ −
+ −

=


+ − = += 

 + − =


∑

∑

{ }

{ }
  (13)  

2,  ,  ,  ,  r r r rj C C D D+ − + −≠  – ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå òîëüêî îò N  è âîçíèêàþ-

ùèå ïðè âû÷èñëåíèè ( 1)m − -é ïåðâîîáðàçíîé ïîëèíîìà ×åáûøåâà ïåðâîãî 
ðîäà ïîðÿäêà = − + 1N n m . 

Ïîêàæåì, ÷òî â êà÷åñòâå ôóíêöèè 2 ( )F y  ìîæíî âçÿòü 

 2 2 1

2

( ) ( ) ( ) ( )j m n m

m

F y F y F y T y dy− − +

−

′= = = ∫ ∫ ∫ .  

Òîãäà ñîãëàñíî ôîðìóëå (13) ïîëó÷èì 

 2 2( ) ( )mF y F y−= =   

 
2 1 1 2

0

2 2 2
0

( ) ( ) ( ) ( ) , 2 2 ,

( ) ( ) ( ) ( ) , 2 2 1.

s

r N r r N r
r
s

r N r r N r
r

D N T y D N T y m s

C N T y C N T y m s

+ −
+ + + −

=

+ −
+ + −

=


+ − == 

 + − = −


∑

∑

{ }

{ }
 (14)  

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ñëó÷àé ÷åòíîãî : 1 2 1m m s− = + . Ó÷è-

òûâàÿ, ÷òî íà ∂K  

 ( ) cos ( ),          , sin ( )j j
j ja x x a⋅ = − τ + ϕ = τ + ϕ , 

 (cos ( )) cos ( )n j jT nτ + ϕ = τ + ϕ , 

ïîäñòàâëÿÿ (12) (ñ ó÷åòîì (13) è (14)) â ïåðâîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå èç (2), ïî-
ëó÷èì ëèíåéíóþ ñèñòåìó 2m  îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïîñòî-
ÿííûõ ,  1,2, ,2jC j m=  : 

 
2

2 1
1, 2

cos( 2( 1)) ( 2( 1)) sin( 2( 1)) 0
m

j j
j j

C n i C n i n i
= ≠

− − ϕ − − − − − ϕ =∑ , 

 
2

2 1
1, 2

sin( 2( 1)) ( 2( 1)) cos( 2( 1)) 0
m

j j
j j

C n i C n i n i
= ≠

− − ϕ + − − − − ϕ =∑ , 

 1, 2, ,i m=  . (15)  

Êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (15) ñîâïàäàåò ñ îïðåäå-
ëèòåëåì óñëîâèÿ (6), à, çíà÷èò, ðàâåí íóëþ äëÿ íåêîòîðîãî ,  2n n m∈ ≥ . 

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå 2
1

m
j jC ∗

={ }  ñèñòåìû (15). 

Ýòîò íàáîð áóäåò îïðåäåëÿòü íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå (12) óðàâíåíèÿ (1), 
óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðâîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ â (2). Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøå-
íèÿ 

 1 2
0

1 1( ) ( ) ( )
2 2( 2)

x

n n nT t dt T x T x
n n− −= −

−∫ , 

 1 2
sin ( 1)

( ) ( 1) ( ),             (cos )
sinn n n
n

T x n U x U− −
+ θ′ = − θ =
θ

, 
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ãäå ( )nU x  – ïîëèíîìû ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà n -ãî ïîðÿäêà [1, ñ. 184–188], 

ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ (12) óäîâëåòâîðÿåò îñòàëüíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì 

â (2), åñëè íàáîð 2
1

m
j jC ∗

={ }  – ðåøåíèå ñèñòåìû (15). 

Äåéñòâèòåëüíî, ( )p

K
uν ∂

 äëÿ êàæäîãî 0,1, , 1p m= −  èìååò òàêîé âèä: 

 
2

( ) ( )
1

1, 2

cos ( ) (cos ( ))
m

p p p
j j m jK

j j

u C Fν −∂
= ≠

= τ + ϕ τ + ϕ +∑  

 1 1 ( )
2 2 1 2 1, (cos ( )) , (cos ( ))p

m mC a F x a F− −+ ν τ + ϕ + τ + ϕ ={ }  

 
2

1
1, 2

cos ( ) (cos ( ))
m

p
j j m p j

j j

C F − −
= ≠

= τ + ϕ τ + ϕ +∑  

 2 1 2 1sin ( ) cos ( )mC F −+ τ + ϕ τ + ϕ +{ ( )  

 1 2 1sin ( ) cos ( )m pF − −+ τ + ϕ τ + ϕ( )} . (16) 

Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü p  ÷åòíûì: 2p q= , òîãäà 1m p− − =  

2 1 2 2( ) 1s q s q= + − = − +  – íå÷åòíîå, 2 2 2 2( )m p s q s q− − = − = −  – ÷åòíîå. 
Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (13) è (14), à òàêæå ðàâåíñòâî 

 (2 )
2

0

cos ( ) cos 2 ( )
q

p q
j i j

i

i
=

τ + ϕ = α τ + ϕ∑ , (17) 

ãäå 
(1) (2) (2) (2 ) (2 1) (2 ) (2 1)
1 0 2 0 1 2 2 1

1 1 11,       ,       ,      
2 2 2

q q q q
q q

− −
−α = α = α = α = α α = α , 

(2 ) (2 1) (2 1)
2 2 1 2 1

1 1 ,        1,2, , 1
2 2

q q q
i i i i q− −

− +α = α + α = − ,  

èç (16) ïîëó÷èì 

 ( )p

K
uν ∂

=  

 
2

(2 )
2

1, 2 0 0

cos 2 ( ) ( ) cos ( 2 1)( )
q s qm

q
j i j r j

j j i r

C i C N N r
−

+

= ≠ = =

= α τ + ϕ + + τ + ϕ +∑ ∑ ∑ {  

 ( ) cos ( 2 1)( )r jC N N r−+ − − τ + ϕ +}  

 
1

2 1 1
0

sin ( ) ( ) cos ( 2 )( )
s

r
r

C D N N r
−

+

=

 + τ + ϕ + τ + ϕ + 
∑ {  

 1 1
0

( ) cos ( 2 )( ) ( ) cos ( 2 )( )
s q

r r
r

D N N r D N N r
−

− +

=

+ − τ + ϕ + + τ + ϕ +∑} {  

 1( ) cos ( 2 )( )rD N N r− + − τ + ϕ =
}  

 
2

1 1, 2

cos ( 2( 1)) cos ( 2( 1))
m m

k j j
k j j

P n k C n k
= = ≠

= − − τ − − ϕ −


∑ ∑  

 2 1( 2( 1)) sin ( 2( 1))C n k n k
− − − − − ϕ +


 

 
2

1 1, 2

sin ( 2( 1)) sin ( 2( 1))
m m

k j j
k j j

Q n k C n k
= = ≠

+ − − τ − − ϕ +


∑ ∑  

 2 1( 2( 1)) cos ( 2( 1)) 0C n k n k
+ − − − − ϕ =


. 
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Çäåñü êîýôôèöèåíòû ,k kP Q  îïðåäåëÿþòñÿ (2 )
2, , , , , ,q
i r r r rN p C C D D+ − + −α . Ïî-

ñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ τ  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûðà-
æåíèÿ â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ðàâíû íóëþ, ò. å. êîýôôèöèåíòû 1 2 2, , , mC C C , 

óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (15). Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ (6) äîêàçàíà. 
 2°). Íåîáõîäèìîñòü. Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå óñëîâèÿ äåëèìîñòè 

öåëîé ôóíêöèè ξ = ξ ξ ( ) ( ) ( )v L w  íà ñèìâîë 
31 4, ,a aξ ξ  2 1 2, ,m ma a−ξ ξ  

èìåþò âèä 

 
1 1 1

0,       0,          0v v vϕ ϕϕϕ=−ϕ ϕ=−ϕ ϕ=−ϕ
′ ′′= = =   , 

 
4 2

0,       ,           0
m

v vϕ=−ϕ ϕ=−ϕ= =  .  (18) 

Ïîäñòàâëÿÿ (10) â (18), ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíî-
ñèòåëüíî ïîñòîÿííûõ ,in inα β  ñ îïðåäåëèòåëåì, ñòîÿùèì â ëåâîé ÷àñòè ðà-

âåíñòâà (7). Ïîñêîëüêó äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à (8) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøå-
íèå, òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé íàáîð ïîñòîÿííûõ ,in inα β , 1, 2, ,n m=  . 

Çíà÷èò, ëèíåéíàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò íåíóëåâûì ðåøåíèåì, ÷òî âëå÷åò îáðà-
ùåíèå â íóëü å¸ îïðåäåëèòåëÿ, ò. å. âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (7). 
  Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (7) íåòðèâèàëüíîå ïîëèíî-
ìèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è  

 
31 4 2 1 2, , , , 0m ma a a a u−∇ ∇ ∇ ∇ = , (19)  

 ( 1)0,      0,      ,      0m
KK K

u u u −
ν ν∂∂ ∂
′= = =  (2) 

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 

 
2

1 1
1 2 2

1, 2,3

( ) ( ) , ( )
m

j
j m m

j j

u x C F a x C x a F a x− −
= ≠

= − ⋅ + − ⋅ +∑     

 
21 1 1 1

3 2 3( ) ( ) , ( )m mC a x F a x x a F a x− −+ ⋅ − ⋅ + − ⋅  { } . (20) 

Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà 1°), ñóùåñòâîâàíèå íåíóëåâîãî íàáî-
ðà êîýôôèöèåíòîâ 1 2 2, , , mC C C , à, ñëåäîâàòåëüíî, íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ 

âèäà (20) çàäà÷è (19), (2) ñëåäóåò èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (7). 
3°). Äëÿ îáîáùåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïåðâûõ äâóõ ïóíêòîâ äîñòàòî÷íî çà-

ìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè êðàòíîñòü k  êîðíÿ λ1  ðàâíà ,  3 2k m= β < β < , 

òî óñëîâèÿ äåëèìîñòè öåëîé ôóíêöèè ξ = ξ ξ ( ) ( ) ( )v L w  íà ñèìâîë 

1 1 2 1 2, , , ,m ma a a a
β β+ −ξ ξ ξ ξ  

èìåþò âèä 

 
1 1 1

( 1)0,     0,    ,    0v v v β−
ϕ ϕϕ=−ϕ ϕ=−ϕ ϕ=−ϕ
′= = =   , 

 
1 2

0,     ,      0
m

v v
β+ϕ=−ϕ ϕ=−ϕ= =  . 

È, ïîäñòàâëÿÿ (10) â êàæäîå èç ýòèõ óñëîâèé, ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðèõîäèì 
ê âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíî ðåøåíèÿ çàäà÷è Äè-
ðèõëå â âèäå óñëîâèÿ (6) (èëè (7)), β  ñòðîêà îïðåäåëèòåëÿ êîòîðîãî ÿâëÿåò-

ñÿ ïðîèçâîäíîé ( 1)β − -é ñòðîêè.  
ßâíîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è  

 1 1 2 1 2, , , , 0m ma a a a u
β β+ −∇ ∇ ∇ ∇ = , 

  ( 1)0,     0,    ,    0m
K K K

u u u −
ν ν∂ ∂ ∂
′= = =  
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ïðåäñòàâèìî â âèäå 

 ( )u x =  

 
2

1 1 1
1 1 1 2 2

1

( ) ( ) , ( )
m

j
j m m m

j

C F a x C F a x C x a F a x− − −
=β+

= − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ +∑     

 
21 1 1 1

3 2 3 ( ) ( ) , ( )m mC a x F a x x a F a x− −+ ⋅ − ⋅ + − ⋅ + +   { }  

 
11 2 1 1 1

( 1)( ) ( ) , ( )m mC a x F a x x a F a x
β−β−

β − β− −β+ ⋅ − ⋅ + − ⋅  { } , 

2,3, 4, ,2 1mβ = − . Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå β = 2  ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñî-

âïàäàåò ñ (12), à ïðè β = 3  – ñ (20). 

4°). Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, ñëó÷àé 1 2 2m iλ = λ = = λ ≠ ± . Ðåøåíèåì 

äâîéñòâåííîé çàäà÷è â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ôóíêöèÿ (10), óäîâëåò-
âîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì äåëèìîñòè öåëîé ôóíêöèè ξ = ξ ξ ( ) ( ) ( )v L w  

íà ñèìâîë 
21( ) ,
m

L aξ = ξ : 

 
1 1 1

(2 1)0,     0,      ,      0mv v v −
ϕ ϕϕ=−ϕ ϕ=−ϕ ϕ=−ϕ
′= = =   . (21) 

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (10) â (21) ïîëó÷èì ëèíåéíóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó îòíî-
ñèòåëüíî ïîñòîÿííûõ α β,in in , 1, 2, ,i m=  , îïðåäåëèòåëü êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ 

îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòå-
ìû, à, ñëåäîâàòåëüíî, îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à 
èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, è, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1, îäíîðîäíàÿ 
çàäà÷à Äèðèõëå (1), (2) â ýòîì ñëó÷àå èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. 
Òåîðåìà äîêàçàíà. ◊ 
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РОЗВ’ЯЗНІСТЬ ОДНОРІДНОЇ ЗАДАЧІ ДІРІХЛЕ 
В КРУЗІ ДЛЯ РІВНЯНЬ ПОРЯДКУ 2m У ВИПАДКУ КРАТНИХ  
ХАРАКТЕРИСТИК, ЯКІ МАЮТЬ КУТИ НАХИЛУ 
 
Îäåðæàíî êðèòåð³é íåòðèâ³àëüíî¿ ðîçâ’ÿçíîñò³ îäíîð³äíî¿ çàäà÷³ Ä³ð³õëå â îäè-
íè÷íîìó êðóç³ K  äëÿ çàãàëüíîãî ð³âíÿííÿ ïàðíîãî ïîðÿäêó 2 , 2m m > , ç³ ñòàëèìè 

êîìïëåêñíèìè êîåô³ö³ºíòàìè ³ îäíîð³äíèì âèðîäæåíèì ñèìâîëîì. Âñòàíîâëåíî 
çàëåæí³ñòü ì³æ çíà÷åííÿì êðàòíîñò³ êîðåí³â õàðàêòåðèñòè÷íîãî ð³âíÿííÿ òà 

³ñíóâàííÿì íåòðèâ³àëüíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ç ïðîñòîðó 2 ( )mC K  ó âèïàäêó, êîëè 

êîðåí³ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ð³âíÿííÿ â³äì³íí³ â³ä i± .  

 
SOLVABILITY OF HOMOGENEOUS DIRICHLET PROBLEM  
FOR 2m ORDER EQUATIONS IN THE CASE OF EXISTENCE OF MULTIPLE 
CHARACTERISTICS WITH ANGLES OF INCLINATION 
 
A criterion of nontrivial solvability of the homogeneous Dirichlet problem in a unit disk 
K  for a general equation of even order 2 , 2m m > , with constant complex coefficients 

and homogeneous degenerated symbol is obtained. Dependence between the value of 
multiplicity of roots of characteristic equation and existence of nontrivial solution from 

the space 2 ( )mC K  in the case when characteristic roots are not equal to i±  is estab-
lished. 
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