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УДК 539.3 
 
Н. С. Бондаренко, А. С. Гольцев 
 
РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ ДЛЯ АНИЗОТРОПНЫХ 
ПЛАСТИН ПРИ СОСРЕДОТОЧЕННЫХ ТЕМПЕРАТУРНЫХ ВОЗДЕЙСТВИЯХ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПОЛИНОМОВ ЛЕЖАНДРА 
 

Получены дифференциальные уравнения теплопроводности рассматриваемой 
задачи и найдено их решение в виде произвольного разложения температуры 
в ряд по полиномам Лежандра. Учитывается произвольный конвективный 
теплообмен на лицевых поверхностях пластины. Проведены численные рас-
четы с целью исследования влияния тепловой анизотропии и величины пара-
метров теплообмена. 

 
При решении задач термоупругости анизотропных пластин [9, 11] оп-

ределение температурного поля является отдельной задачей, для решения 
которой выдвигают предварительные гипотезы [6, 10]. Метод ,m n{ } -ап-
проксимации [4] позволяет эффективно решать эти задачи, используя 
трехмерный подход. В рассматриваемой статье для ортотропных и транс-
версально-изотропных пластин найдено решение задачи теплопроводности 
при сосредоточенных температурных воздействиях, которое имеет вид про-
извольного разложения температуры в ряд по полиномам Лежандра. Раз-
решающая система дифференциальных уравнений получена на основе ме-
тодики сведения трехмерного уравнения теплопроводности к системе дву-
мерных уравнений, которая изложена в [5]. 

Уравнения теплопроводности произвольного приближения. Рассмот-
рим ортотропную пластину толщиной 2h  в прямоугольной декартовой сис-
теме координат x , y , z , содержащую источники тепла объемной плотнос-

ти 0 ( , , )W x y z . В преобразованных главных осях ( 1x x= λ/ , 2y y= λ/ , 

z z= , 1 x zλ = λ λ/ , 2 y zλ = λ λ/ , где xλ , yλ , zλ  – главные коэффициенты 

теплопроводности) температура ( , , )T x y z  пластины должна удовлетворять 
уравнению теплопроводности для изотропного тела [1] 

 
2 2 2

02 2 2
1 ,
z

TT W
z x y

∂ ∂ ∂∆ + = −              ∆ = +
λ∂ ∂ ∂

. (1) 

 На лицевых поверхностях пластины ( )z h= ±  осуществляется конвек-

тивный теплообмен с внешней средой постоянной температуры +θ  (при 

z h= ) и −θ  (при z h= − ) по закону Ньютона [1]: 

 0, 0z h z h
z h z hz z

T TT T
z z

+ −
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= =−
= =−

∂ α ∂ α+ − θ =            − − θ =
∂ λ ∂ λ
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Здесь ±α  – коэффициенты теплоотдачи на поверхностях z h= ± . 

 Введем в рассмотрение функцию Q T z= ∂ ∂/ . Тогда уравнения тепло-
проводности (1) и условия (2) запишутся следующим образом: 
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z z
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, (3) 

 0, Q 0
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Q T T
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( ) ( ) , (4) 

где ( , , )Q Q x y h± = ± , ( , , )T T x y h± = ± . 
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 Приближенное решение рассматриваемой задачи ищем с помощью ап-
проксимаций функций T  и Q  полиномами Лежандра kP . Приближение 

порядка N  разрешающего уравнения (3) строим, используя в соответствии 
с [5] следующие частные суммы для искомых функций: 

 
0
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2

hN

k k k k
k h

z k zT T P T TP dz
h h h= −

+   =                =   
   ∑ ∫ , (5) 

 
1
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hN

k k k k
k h

z k zQ Q P Q QP dz
h h h

+

= −
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Коэффициенты этих рядов связаны между собой двумя группами рекур-
рентных зависимостей [5], приведенными в табл. 1. 

Таблица 1 
Первая группа формул Вторая группа формул 
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Здесь 1 1N N= − , 0N N= , если N  четное, и 1N N= , 0 1N N= − , если N  

нечетное. Имеют место также следующие соотношения, вытекающие из 
граничных условий [5]: 
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где Bi zh± ±= α λ/  – критерий Био на лицевых поверхностях пластины. 

 Зависимости, приведенные в табл. 1, и соотношения (7) связывают 
между собой коэффициенты разложений (5) и (6), которые должны удовле-
творять следующим дифференциальным уравнениям [5]: 

 
1

0 0
1,3,

2 1 1 ,     0,2, ,
2

k

k i k
zi

Q QkT Q W k N
h

−+ −

=

−+  ∆ + − = − =  λ ∑
…

… , 

 
1

0 1
0,2,

2 1 1 ,     1,3, ,
2

k

k i k
zi

Q QkT Q W k N
h

−+ −

=

++  ∆ + − = − =  λ ∑
…

… . (8) 

Здесь 
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2

h

k k
h

k zW W P dz
h h

−

+  =  
 ∫ . 

 Выразим составляющие теплового потока kQ  через компоненты темпе-

ратуры kT . Вначале найдем выражения для 0Q  и 1Q . Из рекуррентных за-

висимостей табл. 1 следует, что 
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Найдем суммы 

 
0 01 1 1 11 1

0 2 1 2
0,2, 0,2, 1,3, 1,3,

,            
N NN N

k m k m
k m k m

Q Q Q Q Q Q
+ −+ −

+ +
= = = =

= + = +∑ ∑ ∑ ∑
… … … …

. 

В случае четных k  имеем 
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 Аналогично для нечетных k :  
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 Подставляя найденные значения сумм в соотношения (7), получим сис-
тему алгебраических уравнений для определения 0Q  и 1Q : 
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Ее решение имеет вид 
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0 00 1 2N N N

T
Q N S S

h h

∗
∗ θ
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1 1 23 3 3N N N
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Здесь 
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 0 00
1 Bi Bi Bi Bi( ) ( )
N

N∗ + − + − ∗ + + − −
∗

 θ = θ − θ + θ − θ ∆
, 

 1 10
3 Bi Bi Bi Bi( ) ( )
N

N∗ + − + − ∗ + + − −
∗

 θ = θ + θ + θ + θ ∆
, 

 00 10 00 102Bi Bi Bi Bi 2( )( )N N N N N∗ + − ∗ ∗ + − ∗ ∗∆ = + + + + . 

 Рассмотрим теперь разрешающую систему дифференциальных урав-
нений (8). Преобразуем слагаемые, содержащие компоненты теплового по-
тока. Для первой группы уравнений при четных k  имеем 
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Аналогично для второй группы уравнений при нечетных k : 
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 Таким образом, все составляющие теплового потока выражены через 
компоненты температуры, и уравнения (8) принимают вид 

 02 2
0

1 ,           0, ,
N

ki
k ki k

zi

T
T A W k N

h h=

θ
∆ + = − − =

λ∑ … , 

 1 0 0(2 1) 3,                           0,2, ,k kk N k N∗ ∗θ = + θ = …/ , 

 0 1 1(2 1) ,                              1,3, ,k kk N k N∗ ∗θ = + θ = … . (10) 

Элементы матрицы kiA  с использованием обозначений 

 0 1 1 1 0 0,     1 ,     1ki N i k ki N i k ki N i kN N N N N N∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗α = − α β = β − δ = δ −( ) ( ) , 

имеют структуру, представленную в табл. 2. 
Таблица 2 

kiA  

00,2, ,k N= …  11,3, ,k N= …  

1(2 1) ,     1,3, ,ikk i N+ α = …  0(2 1) ,     0,2, ,kik i N+ α = …  

(2 1) ,    0,2, ,  kik i k+ δ = …  (2 1) ,      1,3, ,kik i k+ β = …  

0(2 1) ,   2, 4, ,ikk i k k N+ δ = + + …  1(2 1) ,    2, 4, ,ikk i k k N+ β = + + …  

 После решения системы (10) с помощью соотношений (9) и рекуррент-
ных зависимостей из табл. 1 находим все компоненты температурного по-
тока. 
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 Постановка задачи и методика решения. Пусть в начале координат 
находится сосредоточенный интегральный источник тепла, т. е. объемные 
источники тепла распределены по произвольному закону ( )f z  вдоль одной 

линии координатной оси Oz . Тогда 

 0 0( , , ) ( , ) ( )W x y z W x y f z∗= δ , 

где ( , )x yδ  – дельта-функция Дирака, 0W∗  – размерная константа. 

 Функция ( )f z  представима в виде суммы четной и нечетной функции. 

Четная составляющая дает коэффициенты 0kW  с четными номерами, а не-

четная – с нечетными номерами в системе (8). Интегральные источники 
тепла с четной функцией распределения ( )f z  обуславливают лишь плоское 

термоупругое состояние в пластине с симметричным теплообменом (Bi+ =  

Bi−= ) и являются «плоскими» источниками тепла, а с нечетной функцией 
распределения обуславливают лишь состояние термоупругого изгиба при 
тех же условиях и являются «изгибными» источниками тепла [6, 8]. 
 Создаваемое сосредоточенными источниками температурное поле яв-
ляется локальным. Считаем, что оно затухает при приближении к краю 
пластины, поэтому граничные условия на краю пластины не принимаются в 
расчет. Коэффициенты теплообмена и температуру окружающей среды 
предполагаем постоянными. Из структуры уравнений (10) следует, что учет 
температуры окружающей среды вносит постоянную составляющую в ре-
шение, которую необходимо учитывать лишь при практических расчетах. 

Поэтому принимаем 0+ −θ = θ = . 
 Перейдем к безразмерной системе координат ( 1x x h= / , 2x y h= / , 

3x z h= / ) и применим двумерное интегральное преобразование Фурье к 

разрешающим уравнениям. В пространстве трансформант ( 1 2,ξ ξ ) система 
(10) имеет вид 

 2
0

0 1 2

2 1 ,          0, ,
2

N

k ki i k
i

kp T A T w k N
=

+− + = − =
π λ λ

∑% % … . (11) 

Здесь 

 
1

2 2 2 0
1 2 0 3 3 3

1

,            ( ) ( )
2k k

w
p w f x P x dx

∗

−

= ξ + ξ = ∫ , 

kT%  – трансформанты компонент температуры; 2
0 0 zw h W∗ ∗= λ/  – приведен-

ная интенсивность сосредоточенного источника тепла. 

 Обозначая 2pξ = , N kiA A= , E  – единичная матрица, запишем сис-

тему (11) в матричном виде 

 0
1 2

1
2

NA E− ξ = −
π λ λ

T w( ) , (12) 

 0 1 0 00 01 0, , , ,        ,3 , ,(2 1)N NT T T w w N w= = +T w� �% % %… …( ) ( ) . 

Ее решение по правилу Крамера [3] имеет вид 

 
( )

( ) ,               0, ,
( )

k
k

G
T k N

ξ
ξ = =

Λ ξ
% … , (13) 

где ( )Λ ξ  – характеристический многочлен матрицы NA , ( )kG ξ  – определи-

тель, получающийся заменой k -го столбца матрицы NA E− ξ  столбцом сво-
бодных членов системы (12). Дальнейшие преобразования связаны с воз-
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можностью разложения решения (13) на сумму простейших дробей, что 
приводит к задаче на собственные значения для матрицы NA . 
 Докажем следующие утверждения: 

– все характеристические корни матрицы NA  действительные и отри-
цательные; 

– кратность собственных значений матрицы NA  не превышает 2. 
Из структуры рассматриваемой матрицы следует, что  

 N N NA K L= . 

Здесь 

 0 1diag , , , ,      2 1,      0, ,N N iK K K K K i i N= = + =… …{ } , 

 (2 1) ,       , 0, ,N ki kiL L A k k i N= = + = …/ . 

Матрицы NK  и NL  симметрические, причем матрица NK  невырожденная. 
 Для доказательства первого утверждения используем следующую тео-
рему [3]. 
 Теорема. Если А и С – положительно и неотрицательно определен-
ные матрицы соответственно, то корни det ( )A Cλ −  вещественны и 
неотрицательны. 

 Положим в условиях данной теоремы 1
NA K−= , NC L= − . Тогда 

 1det ( ) det ( )N NA C K L−λ − = − − λ + =( )  

 1 1det ( ) det ( )
det detN N N

N N
K L E A E

K K
= − − λ = − − λ( ) ( ) . 

 Показав, что матрицы 1
NK −  и ( NL− ) удовлетворяют условиям теоремы, 

докажем, что все λ  действительны и неотрицательны, т. е. все ( − λ ), яв-

ляющиеся характеристическими корнями матрицы NA , действительны и 

неположительные. Матрица 1 1 1 1
0 1diag , ,N NK K K K− − − −= …{ }  является положи-

тельно определенной, поскольку 1 0iK − > , 0, ,i N= … . Для доказательства 

положительной определенности матрицы ( NL− ) покажем, что все ее веду-

щие главные миноры ( 0 1, , , N∆ ∆ ∆… ) положительны [3]. Имеем (с учетом 

связи 00 1N NN∗δ − = − γ ) 

 0 00 00 00 0NN∗∆ = − δ = − δ = γ > , 

 2 200 10
1 00 11 10 00 11 11 00 11

10 11
1N N NN N N N N∗ ∗ ∗ ∗ ∗− δ − α

∆ = = δ β − α = γ − β − α− α − β { ( ) } . 

Поскольку выражение в фигурных скобках после подстановки всех коэф-

фициентов с учетом зависимости 11 10 1N N∗ ∗= −  приводится к сумме поло-

жительных слагаемых, то знак этого минора определен: 1 0∆ > . 
 Для определения знака остальных ведущих главных миноров осущест-
вим элементарные преобразования, которые не меняют значения этих ми-
норов [3]. Из k -й строки матрицы ( NL− ) вычтем ( 2k − )-ю, умноженную на 

коэффициент 0 0( 2)k k kc N N∗ ∗
−= /  для 02,4, ,k N= …  и на 1 1( 2)k k kc N N∗ ∗

−= /  для 

13,5, ,k N= … . Элементы преобразованной матрицы ( NL∗− ), не считая 

первых двух строк ( 0,1k = ), которые остаются без изменения, определяют-
ся выражениями, приведенными в табл. 3. 
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 Таблица 3 

kiL∗−  

02,4, ,k N= …  13,5, ,k N= …  

0
0

0( 2)

(2 1) ,    , 2, ,i

k

N
k i k k N

N

∗

∗
−

− = + …  1
1

1( 2)

(2 1) ,     , 2, ,i

k

N
k i k k N

N

∗

∗
−

− = + …  

10,    0, , 1, 1, + 3, ,i k k k N= − +… …  00,    0, , 1, 1, + 3, ,i k k k N= − +… …  

Структура матрицы ( NL∗− ) такова, что позволяет выразить k∆  через 

1k−∆ , 2, ,k N= … , раскрывая k∆  по элементам последней строки, в которой 

лишь последний элемент ненулевой. Поэтому имеем следующие зависимос-
ти: 

 2 22 1 3 33 2 1,       ,       ,       N NN NL L L∗ ∗ ∗
−∆ = − ∆ ∆ = − ∆ ∆ = − ∆…( ) ( ) ( ) . 

Так как все ( kkL∗− ) положительны, то 0 0, ,k k N∆ > ∀ = …  и матрица ( NL− ) 

положительно определена. Таким образом, все характеристические корни 
матрицы NA  вещественны и неположительные. 

 Проведенные выше преобразования позволяют заключить, что N∆ =  

det 0NL= − ≠( ) , то есть матрица NL  – невырожденная. Значит, и матрица 

N N NA K L=  также невырожденная [3]. Следовательно, у матрицы NA  нет 
нулевых характеристических корней, все ее собственные значения отрица-
тельны. 
 Для доказательства второго утверждения преобразуем матрицу − λNA E   
следующим образом: 

 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
N N N N N N N N N NA E K L E K K L K K K K− −− λ = − λ = − λ =/ / / / / /  

 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
N N N N N N N NK K L K E K K B E K− −= − λ = − λ( ) ( )/ / / / / / , 

где 1 2 1 2
N N N NB K L K= / / , 1 2

0 1diag , , ,N NK K K K= …{ }/ . Матрица NB  имеет 

такие же собственные значения, как и матрица NA , поскольку 

 1 2
1 2

1det det det det
det

N N N N
N

A E K B E B E
K

− λ = − λ = − λ( ) ( ) ( ) ( )
( )

/
/ . 

Поскольку матрица NB  вещественная и симметрическая, то она и эр-
митова [3]. Следовательно, она простая и для каждого собственного значе-
ния этой матрицы его кратность равна геометрической кратности [3]. С це-
лью определения геометрических кратностей собственных значений найдем 
ранг матрицы 0NB E− λ , где 0λ  – произвольное собственное значение мат-

рицы NB . Для этого преобразуем ее следующим образом: 

 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 1
0 0 0N N N N N N N N N N NB E K L K K K K K L K K− −− λ = − λ = − λ( )/ / / / / / . 

Тогда 

 1 2 1 21
0 0N N N N N NM L K K B E K− −−= − λ = − λ( )/ / . 

 Удобнее находить ранг матрицы NM , которая получена из 0NB E− λ  

путем элементарных преобразований, не меняющих ранг исходной матри-
цы. По аналогии с предыдущим пунктом вычтем из k -й строки матрицы 

NM  строку с номером 2k − , умноженную на коэффициент kc . Элементы 
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полученной матрицы NM∗ , кроме двух первых строк ( 0,1k = ), имеют значе-
ния, приведенные в табл. 4. 
 Таблица 4 

kiM∗  

02,4, ,k N= …  13,5, ,k N= …  

−λ = −0 2 ,   2    k kc K i k/  −λ = −0 2 ,        2k kc K i k/  

∗ − λ =0 ,     kk kL K i k/  0 ,     kk kL K i k∗ − λ =/  

∗ = + + … 0,    2, 4, ,kiL i k k N  ∗ = + + … 1,   2, 4, ,kiL i k k N  

= − − +… … 10,       0, , 3, 1, 1, ,i k k k N  00,      0, , 3, 1, 1, ,i k k k N= − − +… …  

 Вычеркивая первые две строки и последние два столбца матрицы NM∗ , 

получим минор ′∆  порядка 1N −  

 1
0

22

0
N

N m

mm

c
K

−

−=

′∆ = λ ≠∏ . 

Тогда для ранга имеем оценку 

 1
01 rank 1N NN L K N−− ≤ − λ < +( ) . (14) 

 Геометрическая кратность 0λ  есть разность между размерностью 

( 1N + ) матрицы NB  и рангом матрицы 0NB E− λ  (14) [3] и может равнять-

ся либо 1, либо 2. 

 При симметричном теплообмене ( Bi Bi Bi+ −= = ) система дифференци-
альных уравнений (10) распадается на две независимые системы с матри-

цами 0
NA  и 1

NA , которые описывают четное и нечетное распределение тем-

пературы по толщине. Анализ собственных значений матриц 0
NA  и 1

NA  по-
казал, что кратность характеристических корней в обоих случаях равна 1. 
 Таким образом, для случая простых корней , 0, ,j j Nλ = … , характерис-

тического многочлена  матрицы NA  решение (13), представленное в виде 
суммы простейших дробей, имеет вид [2] 

 
=0

( ) ,               0, ,
N

kj
k

jj

C
T k Nξ = =

ξ − λ∑% … , 

 1

0,

( )
( 1)

( )

k jN
kj N

j i
i i j

G
C +

= ≠

λ
= −

λ − λ∏
. (15) 

 При наличии s  собственных значений 0 1 1, , , s−λ λ λ…  кратности 2, ре-

шение (13) представимо в виде 

 
1

2
=0 =0

( ) + ,             0, ,
( )

N s s
kj kj

k
jj j j

C D
T k N

∗ ∗− −
ξ = =

ξ − λ ξ − λ
∑ ∑% … , (16) 

где коэффициенты kjC∗ , kjD∗  находятся известными методами [2]. 

 При обращении трансформант (15), (16) использована методика, опи-
санная в [7], и полученные с ее помощью формулы обращения 
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 1
02 2

1 ( )j
j

F K r
p

−  
= ρ 

+ ρ 
, 

 1
12 2 2

1 1 ( )
2( )

j
jj

rF K r
p

−  
= ρ  ρ+ ρ 

. 

Здесь 2
j jρ = − λ , 0, ,j N= … , 0 ( )K z  и 1( )K z  – функции Макдональда, r  – 

полярный радиус в безразмерной системе координат. 
 Окончательное решение для компонентов температуры имеет вид 

– при отсутствии кратных собственных значений матрицы NA : 

 
2 2

0
1 20

1 1( ),      ,          0, ,
N

k kj j
j

yxT C K r r k N
h h=

   = ρ = + =   λ λ   ∑ … ; 

– при наличии s  собственных значений матрицы NA  кратности 2: 

 
∗− −

∗

= =

= ρ + ρ =
ρ∑ ∑ …

1

0 1
0 0

( ) ( ),          0, ,
2

N s s
kj

k kj j j
jj j

DrT C K r K r k N . 

 Анализ результатов численных исследований. Для качественного ис-
следования температурных полей при сосредоточенных температурных 
воздействиях достаточно рассмотреть простейший «плоский» ( ( ) 1f z = ) и 

«изгибный» ( ( ) 3f z z h= / ) источники тепла. 
 Перед проведением численных исследований проверялись граничные 
условия (4) на лицевых поверхностях пластины. Расчеты показали, что 
ошибка при удовлетворении этих условий для простейшего приближения 
( 1N = ) составляет около 3 % для «плоского» и 22 % для «изгибного» источ-
ников тепла. При рассмотрении каждого последующего приближения эта 
ошибка уменьшается на порядок. 
 Численные исследования проведены для трансверсально-изотропных и 
ортотропных пластин, содержащих простейшие сосредоточенные источники 

тепла единичной интенсивности ( 0 1 Cw∗ = ° ). Результаты исследований 

представлены на рис. 1–6 в виде графиков изменения температуры T  ( C° ) 
по толщине пластины при 1r =  (рис. 1–4) и температуры на верхней лице-
вой поверхности пластины ( 3 1x = ) от радиальной координаты r  (рис. 5, 6), 

где принято 2 2( ) ( )r x h y h= +/ / . 
 Графики на рис. 1 являются четными функциями, а на рис. 2 – нечет-
ными. Рис. 1, 3, 5 соответствуют случаю действия «плоского» источника, 
рис. 2, 4, 6 – случаю действия «изгибного» источника тепла. 
 Графики на рис. 1–4 построены для трансверсально-изотропного мате-
риала. Они демонстрируют влияние параметра относительной теплопровод-

ности в плоскости изотропии 1 2
∗λ = λ = λ  на значения температуры. Кри-

вые на этих рисунках соответствуют значениям ∗λ = 1 2,  1,  2/   . На рис. 1, 2 

представлены данные для симметричного теплообмена ( Bi Bi 1+ −= = ), а на 

рис. 3, 4 – для верхнего одностороннего теплообмена ( Bi 1,+ =  Bi 0− = ). 
Пунктирной линией на этих рисунках показаны графики для температуры, 
найденной в первом приближении. Сплошная линия соответствует графи-
кам для температуры, найденной в третьем приближении (рис. 1–4) и 
пятом приближении (рис. 1, 2), которые совпадают. Сплошной линией с 
маркерами обозначены графики для температуры в изотропной пластине, 
которая найдена с помощью уравнений теплопроводности, полученных 
операторным методом [6]. 



225 

  
 Рис. 1 Рис. 2 

  
 Рис. 3 Рис. 4 
 Проведенные расчеты температуры показали, что использование пято-
го приближения вместо третьего не вносит существенного уточнения. Оно 
составляет 0.6 % для «плоского» и 3.2 % для «изгибного» источника тепла.  
 Исходя из представленных на рис. 1–4 кривых, посчитана погрешность 
при использовании уравнений теплопроводности, полученных на базе опе-
раторного метода [6], вместо уравнений (10). Ее максимальные значения со-

ставляют 26.5 % (Bi Bi+ −= ), 10.5 % (Bi 0− = ) для «плоского» источника те-

пла и 58.3 % (Bi Bi+ −= ), 93.4 % (Bi 0− = ) для «изгибного» источника тепла. 
 Из графиков на рис. 1, 3 следует, что при действии «плоского» источ-

ника тепла температура в трансверсально-изотропной пластине при 1∗λ <  
будет больше, чем в изотропной пластине. 
 Графики на рис. 5, 6 иллюстрируют влияние параметра теплообмена 
на значения температуры, полученные в пятом приближении. Рассмотрен 
случай симметричного теплообмена. Линиями без маркеров показаны гра-

фики для трансверсально-изотропных пластин ( 1 2∗λ = / ), с маркерами – 

для ортотропных пластин ( 1 2λ = , 2 1 2λ = / ). Прямоугольными маркерами 

отмечены кривые для температуры на оси Ox , а треугольными – на оси 

Oy  при 2Bi 10−= . Кривые без маркеров соответствуют значениям парамет-

ра 2 4Bi 1, 10 , 10− −=  (кривые для 2Bi 10−=  и 4Bi 10−=  на рис. 6 совпадают). 

  

 Рис. 5 Рис. 6 
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 Из этих графиков следует, что с увеличением параметра теплообмена 
Bi  значения температуры убывают. Затухание температуры при действии 
«изгибного» источника тепла происходит значительно быстрее, чем при 
действии «плоского» источника тепла. По данным графиков на рис. 5, 6 оце-
нивалась также погрешность, вносимая в расчет температуры при игнори-
ровании тепловой анизотропии трансверсально-изотропных пластин. Эта 
погрешность максимальна при сильной термоизоляции пластины 

( 4Bi 10−= ) и составляет 85 % при действии «плоского» источника тепла. 
 Таким образом, из анализа полученных результатов следует, что при 
расчете температурных полей в анизотропных пластинах, подверженных 
сосредоточенным и локальным температурным воздействиям, необходимо 
учитывать их анизотропные тепловые свойства и теплообмен с окружаю-
щей средой. При этом в разложении температуры по полиномам Лежандра 
достаточно ограничиться четырьмя членами. 
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РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧІ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ ДЛЯ АНІЗОТРОПНИХ  
ПЛАСТИН ПРИ ЗОСЕРЕДЖЕНИХ ТЕМПЕРАТУРНИХ НАВАНТАЖЕННЯХ 
З ВИКОРИСТАННЯМ ПОЛІНОМІВ ЛЕЖАНДРА 
 
Одержано диференціальні рівняння теплопровідності розглянутої задачі і знайде-
но їхній розв’язок у вигляді довільного розвинення температури в ряд за поліно-
мами Лежандра. Враховується довільний конвективний теплообмін на лицьових 
поверхнях пластини. Виконано чисельні розрахунки для дослідження впливу теп-
лової анізотропії і величини параметрів теплообміну. 
 
SOLUTION OF HEAT CONDUCTION PROBLEM FOR ANISOTROPIC PLATES 
AT CONCENTRATED THERMAL LOADING WITH USING LEGENDRE POLYNOMIALS 
 
The differential heat conduction equations for the problem considered are defined and 
their solution in the form of arbitrary series expansion for temperature by Legendre 
polynomials is obtained. The arbitrary convective heat exchange on the plate faces is 
taken into account. The numerical calculations are made to investigate of the influence 
of heat anisotropy and the value of heat exchange parameters. 
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