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УДК 512.64 
 
В. П. Щедрик  
 
ПЕРЕТВОРЮВАЛЬНІ МАТРИЦІ ТА ПОРОДЖЕНІ НИМИ ДІЛЬНИКИ 
 

Над комутативною областю елементарних дільників кожна матриця є до-
бутком оборотних матриць і певної діагональної матриці, які відповідно 
називають перетворювальними матрицями та канонічною діагональною 
формою. Встановлено необхідні та достатні умови, коли за допомогою лише 
перетворювальних матриць описуються всі дільники матриці, які мають 
наперед задану канонічну діагональну форму. 

 
Нехай R  – комутативна область елементарних дільників [9]. Кожна 

( )n n× -матриця A  над R  може бути записана у вигляді 1 1A P Q− −= Ψ , де 

P  та Q  – оборотні матриці, а 1 1diag ( , , ),  | ,  1, , 1n i i i n+Ψ = ε ε ε ε = −… … . 

При цьому матриці ,P Q  називають перетворювальними матрицями, Ψ  – 

канонічною діагональною формою (к. д. ф.), а елементи iε  – інваріантними 

множниками матриці .A  
Відомо [2, 4, 10, 11], що, коли A BC=  і Φ  – к. д. ф. матриці B , то 

|Φ Ψ . Тому природно класифікувати дільники матриці A , як це запропо-
нував З. І. Боревич [1], за їхніми к. д. ф.: розглядаючи задачу опису дільни-
ків матриці A , спершу зображати матрицю Ψ  у вигляді Ψ = Φ∆ , де Φ =  

1diag ( , , )n= ϕ ϕ… , 1|i i+ϕ ϕ , 1, , 1i n= −… , і вже після цього шукати всі 

дільники матриці A  з к. д. ф. Φ . Оскільки  

 1 1 1 1A P Q P Q− − − −= Ψ = Φ ∆( )( ) , 

то матриця 1P− Φ  є лівим дільником матриці A  з к. д. ф. .Φ  Більше того, 
оскільки  

 1 1 1 1 1A P Q P U U Q− − − − −= Φ ∆ = Φ ∆( )( ) ( )( ) , 

де ( )nU GL R∈ , то кожна матриця 1 1P U− −Φ  також буде лівим дільником 

матриці A . Зауважимо, що перетворювальна матриця P  визначена не-
однозначно, і згідно з [3, 11] множина всіх таких матриць має вигляд 

A PΨ=P G , де  

 1 1( ) |   ,   ( )n nH GL R H H H GL RΨ = ∈ Ψ = Ψ ∈G { } , 

і є мультиплікативною групою, яка за умови det 0Ψ ≠  складається з усіх 
оборотних матриць вигляду 
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Зі сказаного випливає, що 1 ( )A nGL R− ΦP  є множиною лівих дільників мат-

риці A  з к. д. ф. Φ . Природно постає питання – чи ця множина описує всі 
ліві дільники матриці A  з к. д. ф. Φ . Взагалі кажучи, відповідь є негатив-
ною. В. М. Петричкович [5, 6], досліджуючи факторизацію матриць над 
адекватними областями [8], тобто областями цілісності, в яких кожний скін-
ченно породжений ідеал є головним, і для кожного ненульового елемента a  
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і кожного елемента b  існують такі елементи ,c d , що a cd= , причому c  – 

взаємно простий з b , а кожний необоротний дільник id  елемента d  має 

необоротний спільний дільник із b , навів контрприклад на цю гіпотезу і 
вказав необхідні та достатні умови її виконання. З огляду на трудність пе-
ревірки вказаних умов, був сенс у продовженні вивчення цього питання. 
Наслідком таких досліджень стало як формулювання простих у перевірці 
необхідних і достатніх умов, так і поширення отриманих результатів на 
більш загальні класи областей елементарних дільників. 

Згідно з [11] множина всіх лівих дільників матриці A  з к. д. ф. Φ  має 

вигляд 1( ( , ) ) ( )nP GL R−Ψ Φ ΦL , де ( , )Ψ ΦL  – множина оборотних матриць 

вигляду 
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яка має властивість ( , ) ( , )Φ ΨΨ Φ = Ψ ΦL G L G . Таким чином, наша задача 
зводиться до встановлення таких умов, при яких  

 1 1( ) ( ( , ) ) ( )A n nGL R P GL R− −Φ = Ψ Φ ΦP L . 

Теорема 1. Множина 1 ( )A nGL R− ΦP  складається з усіх лівих дільників 

матриці 1 1A P Q− −= Ψ  з канонічною діагональною формою Φ  тоді й тіль-
ки тоді, коли 

 ( , ) Φ ΨΨ Φ =L G G . 

Д о в е д е н н я.  Необхідність. Нехай 

 1 1( ( , ) ) ( ) ( )n A nP GL R GL R− −Ψ Φ Φ = ΦL P . 

Це означає, що для кожної матриці L  із ( , )Ψ ΦL  та V  із ( )nGL R  існують 

такі матриці 1 AP ∈ P  і ( )nU GL R∈ , що 1 1
1( )LP V P U− −Φ = Φ . Оскільки 

A PΨ=P G , то в групі ΨG  існує така матриця K , що 1P KP= . Отже, 
1 1( ) ( )LP V KP U− −Φ = Φ . Звідси 1 1( ) ( )KL UV− −Φ = Φ . Це означає, що 1KL− =  

H Φ= ∈ G , тобто 1L H K−= . Зваживши на те, що 1H−
Φ∈ G , отримуємо 

L Φ Ψ∈ G G . Отже, ( , ) Φ ΨΨ Φ ⊆L G G . 

 Нехай H Φ∈ G , K Ψ∈ G . Оскільки Ψ = Φ∆ , то виконуються такі рів-
ності  

 1 1 1 1( ) ( )HK H K H K H KΨ = Ψ = Φ∆ = Φ ∆ , 

тобто ( , )HK ∈ Ψ ΦL . Тому ( , )Φ Ψ ⊆ Ψ ΦG G L . Таким чином, ( , ) Φ ΨΨ Φ =L G G . 
Достатність. Маємо 

 1 1( ( , ) ) ( ) ( ) ( )n nP GL R P GL R− −
Φ ΨΨ Φ Φ = Φ =L G G  

 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ).A n A n A nGL R GL R GL R− − −
Φ Φ= Φ = Φ = ΦG P P G P  ◊ 

Наслідок. Якщо множина 1 ( )A nGL R− ΦP  складається з усіх лівих діль-

ників неособливої матриці 1 1A P Q− −= Ψ  з канонічною діагональною фор-
мою Φ  і A BC= , де B Φ∼ , то C ∆∼ . 
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Д о в е д е н н я.  Оскільки 1 1( )B LP U− −= Φ , де ( , )L ∈ Ψ ΦL , U ∈ 

( )nGL R∈ , причому згідно з теоремою 1 L HK= , де 1H HΦ = Φ , 1K KΨ = Ψ , 

то 1 1( )B HKP U− −= Φ . Тоді  

 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1( ) ( )A P Q P K K Q KP K Q KP K Q− − − − − − − − −= Ψ = Ψ = Ψ = Φ∆ =  

 1 1 1 1 1
1 1 1( ) ( )KP H H K Q HKP H K Q− − − − −= Φ∆ = Φ ∆ =  

 1 1 1
1 1 1( )HKP U UH K Q BC− − −= Φ ∆ =( )( ) . 

Очевидно, що 1C ∆∼ . Оскільки матриця A  – неособлива і 1A BC DC= = , 

то 1C C ∆∼ ∼ . Це й потрібно було довести.  ◊ 
Зауважимо, що аналогічний результат було отримано В. М. Петричко-

вичем [5, 6] у випадку, коли R  – область головних ідеалів та адекватна 
область. 

Щоб сформулювати умову рівності множин ( , )Ψ ΦL  і Φ ΨG G  на мові 
інваріантних множників, встановимо декілька допоміжних тверджень. 
 Лема 1. Нехай нижня унітрикутна матриця F  записується у ви-
гляді  

 F HS= . (1) 

де H Φ∈ G , S Ψ∈ G . Тоді в групах ,Φ ΨG G  існують відповідно такі нижні 

унітрикутні матриці 1 1,H S , що F HS= . 

Д о в е д е н н я.  Із рівності (1) випливає, що для матриці S  у групі 

ΦG  існує така матриця H , що матриця HS  є нижньою унітрикутною мат-
рицею. Тоді із властивості 2 роботи [7] випливає, що 

 
1
, det 1,           2, ,i

i
i

S i n
−

ϕ  = = ϕ 
… , 

де iS  – матриця, отримана із матриці S  викресленням перших її i  рядків 

та i  стовпців. З іншого боку, оскільки S Ψ∈ G , то згідно з наслідками 2 
і 3 із [7] 

 
1
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i
i

S i n
−

ε  = = ε 
… . 

Отже,  

 
1 1

, det 1,        2, ,i i
i

i i
S i n

− −

ε ϕ  = = ε ϕ 
… . (2) 

Розглянемо d -матрицю 1 1diag ( , , )n nΓ = ε ϕ ε ϕ… . Із рівності (2) випли-

ває, що в групі ΓG  існує така матриця K , що 1KS S=  є нижньою унітри-

кутною матрицею. Зауваживши, що K Ψ∈ G  і K Φ∈ G , а, отже, 1K −
Φ∈ G , 

отримуємо  

 1
1 1( )( )F HS HK KS H S−= = = , 

де 1H Φ∈ G , 1S Ψ∈ G . Оскільки F  і 1S  – нижні унітрикутні матриці, то 

такою ж буде і матриця 1H . ◊ 

Лема 2. Нехай 1( , , ) 1na a =…  і  

 
1

, 1n
na

ε  = ε 
. 

Тоді в групі ΨG  існує матриця з останнім стовпцем 1 na a… �  і 

визначником, що дорівнює одиниці. 
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 Д о в е д е н н я.  Нехай 2n = . Оскільки 1 2( , ) 1a a =  і 2
2

1
, 1a

ε  = ε 
, то  

 2
1 2

1
, 1a a

ε  = ε 
. 

Тому існують такі ,u v , що 

 2
1 2

1
1a u a v

ε
+ =

ε
. 

Тоді шуканою матрицею буде 

 
1

2
2

1

v a

u a
ε

−
ε

. 

 Припустимо, що це твердження правильне для всіх матриць порядку 
1n≤ − . Нехай 2( , , )na a = δ… . Тоді  

 2 , , 1naa  = δ δ 
… . 

Оскільки 
2 1

|n nε ε
ε ε

 і |n
n

a
a

δ
, то 

2
, 1n na ε  = δ ε 

. За припущенням індукції в 

групі 
1ΨG  існує матриця вигляду 
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Звідси випливає, що  
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Розглянемо матрицю  
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де 1, , nx x…  – невідомі. Тоді 

 12
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Оскільки  
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є ( 1) ( 2)n n− × − -підматрицею оборотної матриці 1U  порядку 1n − , то  

 1 1( , , ) 1n−∆ ∆ =… . 

Зваживши на те, що | naδ  і 
1

, 1n
na

ε  = ε 
, отримуємо 

1
, 1nε δ = ε 

. Звідси 

випливає, що 
1
, 1,  2, ,i i n

ε δ = = ε 
… . Тоді  

 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
, , , , , , ,n n

n na a a a− −
ε εε ε      δ ∆ ∆ = δ ∆ δ ∆ =      ε ε ε ε      

… …  

 1 1 1 1 1 1 1 1( , , , ) ( , ( , , )) ( , ) 1n na a a a− −= δ ∆ ∆ = δ ∆ ∆ = δ =… … . 

Отже, існують такі 1 1, , n nx v x v= =… , що det 1V = .  ◊ 

Лема 3. Нехай 0nϕ ≠  і 

 , ,      2, , ,   1, , 1,   
( , )

i i i

i j j j
i n j n i j

ϕ ϕ ε = = = − > ϕ ε ϕ ε 
… … . 

Тоді, якщо L  – нижня унітрикутна матриця із ( , ),Ψ ΦL  то в групах 

,Φ ΨG G  існують такі матриці ,H K , що L HK= . 

Д о в е д е н н я.  Нехай 2n = . Тоді 

 2 2 2
21

21 2 1 1 1

1 0
,           , ,      

1 ( , )
L f R

f
ϕ ϕ ε = = = ∈ ϕ ε ϕ ε 

ll . 

В кільці R  існують такі ,u v , що 

 2 2
21

1 1
f u v

ϕ ε
= +

ϕ ε
. 

Тоді  

 2 2
21

1 1

1 0 1 0
1 0

1 1 1
L HK

f u v
ϕ ε= = =
ϕ ε

l l l . 

Отже, твердження справджується для матриць 2-го порядку. Припустимо 
його правильність для всіх матриць порядку 1n≤ −  і розглянемо довільну 
нижню унітрикутну матрицю L  із ( , )Ψ ΦL  
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де 
( , )

i
ij

i j
f

ϕ
=

ϕ ε
. Позначимо 

 1 1 1 1diag ( , , ),         diag ( , , ) n n n n− −Φ = ϕ ϕ Ψ = ε ε… … , 

 1 2 1 2diag ( , , ),             diag ( , , )n nΦ = ϕ ϕ Ψ = ε ε… … . 

Оскільки 11 ( , )n nL ∈ Ψ ΦL , то в групах 
nΦG , 

nΨG  існують відповідно такі 

нижні унітрикутні матриці 1 1,H K , що 11 1 1L H K= . Тоді виконується рів-
ність  
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21 22

1
S

S S
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0
. 

Зауваживши, що 22 1 1( , )S ∈ Ψ ΦL , згідно з припущенням індукції отриму-

ємо, що в групах 
1ΦG , 

1ΨG  існують такі нижні унітрикутні матриці 

2 2,H K , що 22 2 2S H K= . Тоді  
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де a R∈ . Оскільки 1
1 1

,n n
nf

ϕ ε =  ϕ ε 
, то в кільці R  існують такі ,n nu v , що 
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n n
n n nf u v

ϕ ε
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ϕ ε
. 

Тоді  
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ϕ ε
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 MN= , 

де M Φ∈ G , N Ψ∈ G . Таким чином, виконується рівність 

 
1 1

1 1
1 1

2 2

1 1

1 1
H KL MN

H K

− −

− − =
0 00 0

0 00 0
, 

тобто  

 1 1

2 2

1 1
1 1

H K
L M N HK

H K
   = =   
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0 0 0 0
0 00 0

, 

де H Φ∈ G , K Ψ∈ G . ◊ 

Теорема 2. Нехай R  – адекватна область і Ψ  – неособлива матриця. 
Для того щоб ( , ) Φ ΨΨ Φ =L G G , необхідно та достатньо, щоб 

 , ,      2, , ,   1, , 1,   
( , )

i i i

i j j j
i n j n i j

ϕ ϕ ε = = = − > ϕ ε ϕ ε 
… … . 

Д о в е д е н н я.  Необхідність. Нехай 2n = . Оскільки в множині 
( , )Ψ ΦL  існує матриця 

 2
21

21 2 1

1 0
,              

1 ( , )
f

f
ϕ

=
ϕ ε

, 

то F HK= , деH Φ∈ G , K Ψ∈ G . Згідно з лемою 1 матриці H  та K  можна 
вважати нижніми унітрикутними, тобто  
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 2 2
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1 0

1 1 1f h k
ϕ ε=
ϕ ε

. 

Отже,  

 2 2
21

1 1
f h k

ϕ ε
= +

ϕ ε
. 

Зауваживши, що 2
21

1
|f

ϕ
ϕ

 і 2
21

1
|f

ε
ε

, отримуємо 2 2
21

1 1
,f

ϕ ε =  ϕ ε 
. 

Припустимо, що твердження є правильним для всіх матриць порядку 
1n≤ − . Тоді із рівності ( , )

n nn n Φ ΨΨ Φ =L G G  випливає, що 

 , ,         2, , 1,   1, , 2,   
( , )

i i i

i j j j
i n j n i j

ϕ ϕ ε = = − = − > ϕ ε ϕ ε 
… … . 

Також із рівності 
1 11 1( , ) Φ ΨΨ Φ =L G G  випливає, що 

 , ,        3, , ,   1, , ,   
( , )

i i i

i j j j
i n j n i j

ϕ ϕ ε = = = > ϕ ε ϕ ε 
… … . 

І для завершення доведення необхідності потрібно показати, що 

 1
1 1 1

,
( , )

n n n
n

n
f

ϕ ϕ ε = =  ϕ ε ϕ ε 
. 

У множині ( , )Ψ ΦL  існує матриця  

 

1

1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0
0 0 1n

L

f

=

…
…

… … … … …
…
…

, 

яка згідно з припущенням теореми та леми 1 може бути записана у вигляді 
L HS= , де H  і S  – нижні унітрикутні матриці із груп ,ΦG ΨG  відповідно. 

Тоді матриця 1S−  має вигляд 

 1 21

1 2

1 0 0
1 0

1n n

s
S

s s

− =

…
…

… … … …
…

 

і 

 
21

121

1,1 1,2
1 2

1 1 2 , 1

1 0 0 0
1 0 0 1 0 0

1 0

1 0
1

1
n n

n n
n n n n n

s
h

H LS
s s

h h
f s s s

−

− −

−

= = =

+

…
… …
… … … … … …

… … … … …
… …

. 

З цієї рівності випливає, що  
 1 1 1n n nf h s= − . 

Оскільки 1 1
1

n
n nh h

ϕ ′=
ϕ

 і 1 1
1

n
n ns s

ε ′=
ε

, то 1
1 1

, |n n
nf

ϕ ε  ϕ ε 
. Зауваживши також, 

що 1
1 1

| ,n n
nf

ϕ ε  ϕ ε 
, отримуємо 1

1 1
,n n

nf
ϕ ε =  ϕ ε 

.  

Достатність. Спершу покажемо, що для кожної матриці L  із 

( , )Ψ ΦL  існують такі матриці H Φ∈ G , та K Ψ∈ G , що HLK  буде нижньою 
унітрикутною матрицею. 
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Нехай 
2

1
( , )ijL = ∈ Ψ ΦLl . Оскільки 21 22( , ) 1=l l , то існують такі 

1 2,u u , що 

 1 21 2 22 1u u+ =l l , 

причому згідно з [12] елемент 2u  виберемо так, щоб  

 2
2

1
, 1u
ε  = ε 

. 

На підставі леми 2 у групі ΨG  існує матриця вигляду 

 
1 1

2
2 2

1

k u
K

k u
ε =
ε

. 

Тоді  

 12

1
LK

′∗=
∗

l
. 

Отже,  

 12 01
10 1

e
LK

′− = ∗
l

, 

де ( )e U R∈ . Таким чином,  

 
1

1210
0 10 1

eH
− ′−= l

. 

Припустимо, що твердження є правильним для всіх матриць порядку 

1n≤ − . Розглянемо матриці порядку .n  Нехай 
1

( , )
n

ijL = ∈ Ψ ΦLl . Оскіль-

ки 1( , , ) 1n nn =…l l , то існують такі 1, , nu u… , що 

 1 1 1n n nnu u+ + =…l l , 

причому елемент nu  виберемо таким чином, що 
1

, 1n
nu

ε  = ε 
. 

На підставі леми 2 у групі ΨG  існує матриця nK  з останнім стовпцем 

1 nu u… � . Тоді  

 

1

1,

1

n

n
n n

LK
−

′

= ∗ ′
…
l

l . 

Отже, 

 

1

2
1

1,

1 0 0
0 1 0

10 0 1

0 0 0 1

n

n
n

n n

n n

n

L
LK L

H

−

−

′−
′−

= =
∗′−

0

…
…

… … … … …
…
…

1444442444443

l
l

l
. 

Оскільки nH Φ∈ G , то ( , )nL ∈ Ψ ΦL . Тому 1 ( , )n n nL − ∈ Ψ ΦL . За припу-

щенням індукції у групах 
nΦG , nΨG  існують такі матриці 1 1,n nH K− − , що 

матриця 1 1 1 1n n n nL H L K− − − −
′ =  буде нижньою унітрикутною матрицею. Тоді 

матриця  
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 1 1

1 1
n n

n n
H K

H L K HLK− −    =   
   

0 0
0 0

 

буде нижньою унітрикутною матрицею, причому ,H KΦ Ψ∈ ∈G G . На під-

ставі леми 3 матриця HLK  може бути записана у вигляді 1 1HLK H K= , де 

1H Φ∈ G  і 1K Ψ∈ G . Таким чином, 1 1
1 1L H H K K− −= ( )( ) . Це й потрібно було 

довести.  ◊ 
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ПРЕОБРАЗУЮЩИЕ МАТРИЦЫ И ПОРОЖДЕННЫЕ ИМИ ДЕЛИТЕЛИ 
 
Над коммутативной областью элементарных делителей каждая матрица явля-
ется произведением обратимых матриц и некоторой диагональной матрицы, ко-
торые, соответственно, называются преобразующими матрицами и канони-
ческой диагональной формой. Указываются необходимые и достаточные условия, 
когда с помощью лишь преобразующих матриц описываются все делители мат-
рицы, которые имеют наперед заданную каноническую диагональную форму. 
 
TRANSFORMING MATRICES AND DIVISORS GENERATED BY THEM  
 
Over commutative elementary divisor domain every matrix is the product of invertible 
matrices and some diagonal matrix, which, respectively, are called transforming mat-
rices and a canonical diagonal form. The necessary and sufficient conditions are estab-
lished when all the divisors of matrix, which have given beforehand diagonal canonical 
form are described by using only transforming matrices.  
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