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УДК 517.956 
 
І. Д. Пукальський  
 
ПАРАБОЛІЧНА КРАЙОВА ЗАДАЧА І ЗАДАЧА 
ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ  
 

Встановлено необхідні та достатні умови вибору оптимального керування 
системами, що описуються параболічною крайовою задачею з обмеженими 
внутрішнім і крайовим керуваннями. Критерій якості задано сумою об’ємного 
та поверхневого інтегралів. 

 
Необхідність оптимального керування процесами, що описуються рів-

няннями параболічного типу, виникає при розв’язанні багатьох прикладних 
задач, зокрема, при розв’язанні задач оптимального керування температур-
ними напруженнями і переміщеннями у термопружних і термов’язкопруж-
них тілах, а також при розв’язанні задач керування нестаціонарними тем-
пературними режимами при обмеженнях на керування і параметри тепло-
вого процесу. Вивчення таких задач проводилося в монографіях [1, 2, 5, 6]. 

Задачам мінімізації функціоналів для систем, що описуються крайови-
ми задачами для гіперболічних та еліптичних рівнянь, присвячені праці [4, 
9–12]. 

У цій статті розглядаємо задачу вибору оптимального керування систе-
мами, що описується параболічною крайовою задачею з обмеженими внут-
рішнім і крайовим керуваннями. Функціонал якості визначаємо як суму 
об’ємного та поверхневого інтегралів. 

Нехай D  – обмежена опукла область в nR  з межею ∂D . В області 
[0, )Q T= × D  розглянемо задачу про знаходження функцій ( , , )u p q , на 

яких функціонал  
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Нехай для задачі (1)–(4) виконуються умови: 

1°) крайова задача (2)–(4) рівномірно параболічна [8] i ( )d
kA C Q+α∈ , ( )i

kb ∈  
2

( )
b r diC

− + +α∈ Γ , 2b dC + +α∂ ∈D , 1 ( )p C Qα∈ , 2 ( )p C Qα∈ , 0 ( , , ( , ))f t x p t x  як 

функція ( , )t x  належить простору ( )C Qα  і має гельдерові похідні дру-
гого порядку за p , неперервні як функції ( , )t x ; 

2°) функції 2 ( )bC +αϕ ∈ D , ( )(0, ) (0, , )i iB x f x qΓϕ = , 2
1 ( )b rq C − +α∈ Γ , 2q ∈ 

2 ( )b rC − +α∈ Γ , ( , , )if t x q  як функція ( , )t x  належать простору 
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2
( )

b riC
− +α Γ  i має гельдерові похідні другого порядку за q , неперервні 

як функції ( , )t x ; 

3°) функції 1( , , )t x uF  i 2 ( , , )t xF   визначені відповідно в областях 1M =  

1 2,rQ p p= × × [ ]R , 2 1 2,rM q q= Γ × × [ ]R , мають гельдерові похідні дру-

гого порядку за ju , jω , 0, ,j r∈ …{ } , і як функції ( , )t x  належать від-

повідно до просторів ( )C Q , ( )C Γ . 
За умов, накладених на гладкість коефіцієнтів рівняння (2) і крайових 

умов (4) при 4 2 1d b r= − + , існує функція Ґріна 0( , , )bG G…  [3, теорема 1], 

за допомогою якої розв’язок визначається формулою  
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Якщо 0d ≥  і виконані умови 1°) і 2°), то згідно з теоремою 1 із [3] існує 

єдиний розв’язок задачі (2)–(4) у просторі 2 ( )bC Q+α  при кожному ( , )p q V∈  
і для нього справджується оцінка  
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Нехай ( , , , )E t x τ ξ  – функція Ґріна однорідної крайової задачі (2)–(4) 

( 0if ≡ ), побудована в [7]. Позначимо  
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Сформулюємо умови оптимальності 1 1( , )r ru + +ω . 

Теорема 1. Якщо функції 1( , )H λu  і 2 ( , )H v  відповідно за аргумента-

ми 1ru +  i 1r+ω  є монотонно зростаючими, то оптимальним є керування 
(0)

1 1( , )ru p t x+ = , (0)
1 1r q+ω = , а оптимальним розв’язком задачі (1)–(4) є 

(0)
1 1( , , , ) ( , , , )u t x p q u t x p q= . 

Якщо функція 1( , )H λu  за аргументом 1ru +  є монотонно спадною, а 

2 ( , )H v  за аргументом 1r+ω  є монотонно зростаючою, то оптимальним 

є керування 2 1( , )p q , а оптимальним розв’язком задачі (1)–(4) є 

2 1( , , , )u t x p q . 

Якщо функція 1( , )H λu  за аргументом 1ru +  є монотонно зростаю-

чою, а функція 2 ( , )H v  за аргументом 1r+ω  є монотонно спадною, то оп-

тимальним є керування 1 2( , )p q , а оптимальним розв’язком задачі (1)–(4) 

є 1 2( , , , )u t x p q . 
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Якщо функції 1( , )H λu  і 2 ( , )H v  відповідно за аргументами 1ru +  і 

1r+ω  є монотонно спадними, то оптимальним є керування 2 2( , )p q , а оп-

тимальним розв’язком задачі (1)–(4) є 2 2( , , , )u t x p q . 

Д о в е д е н н я.  Нехай 1ru +∆  – деякий допустимий приріст керуван-

ня (0)
1( , )ru t x+ , 1r+∆ω  – деякий допустимий приріст керування (0)

1( , )r t x+ω . Че-

рез 0pu∆  позначимо відповідний приріст функції (0) (0)
0 1 1( , , , )r ru t x u + +ω  за керу-

ванням (0)
1( , )ru t x+ , а через 0qu∆  – відповідний приріст розв’язку 

(0) (0)
0 1 1( , , , )r ru t x u + +ω  за керуванням (0)

1( , )r t x+ω . 

Приріст 0pu∆  є розв’язком крайової задачі  
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Використовуючи функцію Ґріна ( , , , )E t x τ ξ  однорідної крайової задачі, 
маємо зображення розв’язку задачі (7) і його похідних  
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Приріст 0qu∆  є розв’язком крайової задачі  

 
0

( )( , ) 0,                 0q q t
L u t x u

=
∆ = ∆ = , 

 (0) (0)
1 1 1( )( , ) ( , , ( , ) ) ( , , ( , ))i q i r r i rB u t x f t x t x f t x t x+ + +Γ

∆ = ω + ∆ω − ω ≡  

 
1 1( , , )

r i rf t x
+ω +≡ ∆ ω . (9) 

Використовуючи функцію Ґріна 0 1( , , , )bG G G…  неоднорідної крайової 

задачі, маємо зображення розв’язку задачі (9) і його похідних  
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За допомогою формули Тейлора запишемо приріст функціонала ( , )I p q , 

враховуючи, що q k q ku
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Підставляючи зображення p ku∆ , q ku∆ , визначені формулами (8), (10) 

у вираз (11) і змінюючи порядок інтегрування, одержимо  
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Якщо (0) (0)
1 1( , )r ru + +ω  i 1( , )H λu , 2 ( , )H v  задовольняють умови теореми 1, 

то при досить малих 1ru +∆ , 1r+∆ω  маємо 0I∆ > . 

Нехай (0) (0)
1 1( , )r ru + +ω  – оптимальні керування, тобто 0I∆ > . Перевіримо 

виконання умов теореми 1. Якщо 1( , )H λu  i 2 ( , )H v  не є монотонними за 

аргументами 1ru +  i 1r+ω  відповідно, то 
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Використовуючи теорему про середнє значення, маємо  
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 2 11
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При досить малих 1ru +∆ , 1r+∆ω  знак I∆  визначається першими двома 
парами доданків. Різниця перших двох доданків змінює знак в залежності 

від величини значень mes Q+ , mes Q− , 1ru +∆ . Різниця наступних двох до-

данків змінює знак в залежності від величин mes +Γ , mes −Γ , 1r+∆ω . Отже, 

функціонал не досягає мінімуму. ◊ 
Теорема 2. Нехай функції 1( , )H λu , 2 ( , )H v  немонотонні за аргумен-

тами 1ru +  i 1r+ω  відповідно. Для того щоб керування (0) (0)
1 1( , )r ru + +ω  і відпо-

відний розв’язок (0) (0)
1 1( , , , )r ru t x u + +ω  крайової задачі (2)–(4) були оптимальни-

ми, необхідно та достатньо, щоб виконувались умови: 

(а) функція 1( , )H λu  за аргументом 1ru +  має у точці (0)
1ru +  міні-

мальне значення; 

(б) функція 2 ( , )H v  за аргументом 1r+ω  має у точці (0)
1r+ω  міні-

мальне значення; 

(в) для довільного вектора 1( , , ) 0ne e ≠…  i ( , )t x Q∈  виконується не-

рівність  
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(г) для довільного вектора 1( , , ) 0nν ν ≠…  i ( , )t x ∈ Γ  виконується не-
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Д о в е д е н н я.  Достатність. Нехай керування (0) (0)
1 1( , )r ru + +ω  задо-

вольняє умови (а) – (г). Покажемо його оптимальність. Позначимо через 

1ru +∆ , 1r+∆ω  деякі допустимі прирости керувань (0) (0)
1 1( , )r ru + +ω , через u∆  – 

відповідний приріст розв’язку задачі (2)–(4) (0) (0)
1 1( , , , )r ru t x u + +ω . 

На підставі формул (8), (10) знаходимо приріст функціонала ( , )I p q :  

  2(0)
1 1 11

0

1( , ) ( , ; ) ( )
2

T

u rr
I d H u t x u O d+α

++
∆ = τ ∂ λ ∆ + ∆ + ∆ ξ +∫ ∫ u u

D

K( )[ ]  

  (0)
2 11

0

( , )
T

rr
d Hω ++

∂

+ τ ∂ ∆ω +∫ ∫ v
D

[   

 2
2

1 ( , ; ) ( )
2

t x O d S+α
ξ+ ∆ω + ∆K( )] . (12) 

Оцінимо I∆  знизу, враховуючи, що 
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r
H

+ω∂ =v  

0=  за умовами (а), (б) теореми 2. Позначимо 1 1
1

inf ( , ; )t x
ξ =

δ = ξK , 2δ =  

2
1

inf ( , ; )t x
η =

= ηK . За умовою (в) 1 0δ >  для всіх ( , )t x Q∈ , а за умовою (г) 
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2 0δ >  для всіх ( , )t x ∈ Γ . Тому, враховуючи умову гельдеровості других 

похідних функцій 1F , 2F , 0f , if  за змінними iu , jω , маємо, що 0I∆ > . 

Необхідність. Нехай (0) (0)
1 1( , )r ru + +ω  – оптимальні, тобто (0) (0)

1 1( , ) 0r rI u + +∆ ω > . 

Перевіримо виконання умов (а) – (г) теореми 2. Якщо (0)
11
( , ) 0ur

H
+

∂ λ ≠u , 

(0)
21
( , ) 0

r
Hω +

∂ ≠v , то, вибираючи досить малі різні за знаком в області Q  

прирости 1ru +∆  і різні за знаком в області Γ  прирости 1r+∆ω , із формули  

 2(0)
1 11

0

( , ) ( )
T

u rr
I d H u O d++

∆ = τ ∂ λ ∆ + ∆ ξ +∫ ∫ u u
D

[ ]  

 
1

2(0)
2 1

0

( , ) ( )
T

rr
d H O d Sω + ξ+

∂

+ τ ∂ ∆ω + ∆∫ ∫ v
D

[ ]   

одержимо, що I∆  змінює знак в залежності від знаків величин 1ru +∆ , 

1r+∆ω . Це суперечить наявності мінімуму функціонала 1 1( , )r rI u + +ω  у точці 
(0) (0)

1 1( , )r ru + +ω . 

Визначимо знак функцій 11
( , )ur

H
+

∂ λu  i 
1 2( , )

r
Hω +

∂ v  в околах значень 

(0)
1ru +  i (0)

1r+ω  відповідно. Запишемо приріст I∆  у вигляді  

 1 0 1 1 1 1 11
0

( , , , , )
T

u r r r rr
I d H u u u u u u d+ + ++

∆ = τ ∂ + µ ∆ λ ∆ ξ +∫ ∫
D

…  

 2

0

( )
T

d O d+ τ ∆ ξ +∫ ∫ u
D

 

 
1 2 0 1 1 2 1 1

0

( , , , , , )
r

T

r r r rd H d S
+ω + + + ξ

∂

+ τ ∂ ω ω ω ω + µ ∆ω ∆ω +∫ ∫ v
D

…  

 2

0

( )
T

d O d Sξ
∂

+ τ ∆∫ ∫
D

 , 

де 1 (0,1)µ ∈ , 2 (0,1)µ ∈ . 

При досить малих 1ru +∆  i 1r+∆ω  із умови 0I∆ >  випливає, що 

1 1 0 1 1 1 1( , , , , ) 0
ru r r r rH u u u u u

+ + + +∂ + µ ∆ λ ∆ >… , 

2 0 1 2 1 11
( , , , , ) 0r r r rr

Hω + + ++
∂ ω ω ω + µ ∆ω ∆ω >v… . 

Тобто 11
0ur

H
+

∂ <  при (0)
1 1r ru u+ +<  і 11

0ur
H

+
∂ >  при (0)

1 1r ru u+ +> , а також 

21
0

r
Hω +

∂ <  при (0)
1 1r r+ +ω < ω  і 21

0
r

Hω +
∂ >  при (0)

1 1r r+ +ω > ω . 

Тому при значенні (0)
1 1r ru u+ +=  функція 1( , )H λu  досягає мінімуму, а 

функція 2 ( , )H v  досягає мінімуму при значенні (0)
1 1r r+ +ω = ω . 

Якщо умови (в) і (г) не виконуються, то з формули (12) одержуємо 
0I∆ ≤ , що неможливо. 

Нехай 1( , ; ) 0t x u∆ >K  в області Q+  і 1( , ; ) 0t x u∆ <K  в області Q− =  

\Q Q+= , 2 ( , ; ) 0t x ∆ω >K  в області +Γ  і 2 ( , ; ) 0t x ∆ω <K  в області \− +Γ = Γ Γ . 
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Використовуючи теорему про середнє, для приросту I∆  маємо  

 1 1
1 1( , ; )mes ( , ; ) mes
2 2

I t x u Q t x u Q+ + + + − − − −∆ = ∆ − ∆ +K K  

 2 2
1 1( , ; ) mes ( , ; ) mes
2 2

y y+ + + + − − − −+ τ ∆ω Γ − τ ∆ω Γ +K K  

 2 2

0 0

( ) ( )
T T

d O d d O d S+α +α
ξ

∂

+ τ ∆ ξ + τ ∆∫ ∫ ∫ ∫u
D D

 . 

При досить малих 1ru +∆ , 1r+∆ω  знак I∆  визначається першими чотирма 
членами суми. Різниця цих членів змінює знак залежно від величин 

значень mes Q± , mes ±Γ . Отже, при знакозмінних величинах 1( , ; )t x u∆K  i 

2 ( , ; )t x ∆ωK  функціонал 1 1( , )r rI u + +ω  не досягає мінімуму. 

Існування (0) (0)
1 1( , )r ru + +ω  встановлюємо таким чином. Нехай (0) (0)

1 1( , )r ru + +ω  – 

оптимальні, тоді (0)
11
( , ) 0ur

H
+

∂ λ =u , (0)
21
( , ) 0

r
Hω +

∂ =v  i 2

1

(0)
1( , ) 0ur

H
+

∂ λ >u , 

1

2 (0)
2 ( , ) 0

r
H

+ω∂ >v . 

Застосовуючи теорему про неявну функцію, одержимо  

  (0) (0) (0)
1 1 0( , , , )r ru u u+ = Φ λ… , 

  (0) (0) (0)
1 2 0( , , , )r r+ω = Φ ω ω v… . (13) 

Використовуючи функцію Ґріна, формули (5), (13), поставимо у відпо-
відність задачі (1)–(4) систему інтегро-диференціальних рівнянь  

 0 0 0 1 0
0

( , , , ) ( , , ) ( , ,0, ) ( )
t

u d G t x f d G t x d= τ τ ξ τ ξ Φ ξ + ξ ϕ ξ ξ +∫ ∫ ∫
D D

 

 2
1 0

( , , , ) ( , , )
tb

i i
i

d G t x f d Sξ
= ∂

+ τ τ ξ τ ξ Φ∑ ∫ ∫
D

, 

 0 0 1 0
0

( , , , ) ( , , ) ( , ,0, ) ( )
t

k k
k x xu d D G t x f d D G t x d= τ τ ξ τ ξ Φ ξ + ξ ϕ ξ ξ +∫ ∫ ∫

D D

 

 2
1 0

( , , , ) ( , , )
tb

k
x i i

i

d D G t x f d Sξ
= ∂

+ τ τ ξ τ ξ Φ∑ ∫ ∫
D

, 

 1 0 1

0

( , , , , , )
( , ) ( , , , )

Tr
kr
x

kk

t x u u
dt D E t x dx

u= τ

∂ Φλ τ ξ = τ ξ + ∂
∑ ∫ ∫

D

…F
 

 2 0 2( , , , , , )
( , , , )kr

x x
k

t x
D E t x d S

∂

∂ ω ω Φ + τ ξ ∂ω ∫
D

…F
, 

 1 0 1

0

( , , , , , )
( , ) ( , , , )

Tr
kr

i x i
kk

t x u u
v dt D G t x dx

u= τ

∂ Φτ ξ = τ ξ + ∂
∑ ∫ ∫

D

…F
 

 2 0 2( , , , , , )
( , , , )kr

x i x
k

t x
D G t x d S

∂

∂ ω ω Φ + τ ξ ∂ω ∫
D

…F
, 

 ,       1, , ,       1, ,k ku k r i bΓ = ω ∈ ∈… …{ } { } . (14) 

Розв’язок системи (14) знаходимо методом послідовних наближень. 
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Зауваження. Використовуючи методику доведення теорем 1, 2, можна 
встановити умови існування розв’язку задачі (1)–(4) у випадку монотоннос-
ті однієї із функцій 1H , 2H  за аргументами 1ru +  i 1r+ω  відповідно і немо-
нотонності іншої.  
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ПАРАБОЛИЧЕСКАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА И ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ  
 
Установлены необходимые и достаточные условия выбора оптимального управле-
ния системами, описываемыми параболической краевой задачей с ограниченными 
внутренним и граничным управлениями. Критерий качества задан суммой 
объемного и поверхностного интегралов. 
 
PARABOLIC BOUNDARY-VALUE PROBLEM AND OPTIMAL CONTROL PROBLEM  
 
The necessary and sufficient conditions of choice of optimal control for systems de-
scribed by parabolic boundary-value problem with limited internal and boundary cont-
rols have been ascertained. The criterion of quality is represented as the sum of volume 
and surface integrals. 
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