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ОБЕРНЕННЯ ПЕРЕТВОРЕННЯ ЛАПЛАСА 
 

Äîñë³äæåíî íåñòàö³îíàðí³ òåìïåðàòóðí³ ïîëÿ ³ ñïðè÷èíåí³ íèìè íàïðóæåí-
íÿ â êóñêîâî-îäíîð³äíèõ ê³ëüöåâèõ ïëàñòèíêàõ. Àëãîðèòì ðîçâ’ÿçóâàííÿ çà-
äà÷³ ´ðóíòóºòüñÿ íà áåçïîñåðåäíüîìó îá÷èñëåíí³ çîáðàæåííÿ Ëàïëàñà òà ìî-
äèô³êîâàí³é ôîðìóë³ Ïðóäí³êîâà äëÿ éîãî îáåðíåííÿ. 

 
Âèâ÷åííÿ òåìïåðàòóðíèõ íàïðóæåíü â íåîäíîð³äíèõ åëåìåíòàõ êîí-

ñòðóêö³é ïðè ð³çíèõ òåõíîëîã³÷íèõ ïðîöåñàõ º âàæëèâèì íàïðÿìêîì òåðìî-
ìåõàí³êè. Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü 
³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà [1]. Îäíàê äëÿ ò³ë ñêëàäíî¿ ôîðìè ïðè 
çíàõîäæåíí³ îðèã³íàë³â ôóíêö³é â àíàë³òè÷íîìó âèãëÿä³ ³ ïîäàëüøèõ ðîç-
ðàõóíêàõ âèíèêàþòü çíà÷í³ ìàòåìàòè÷í³ òðóäíîù³. Òàê, îòðèìàíèé ó [3] 
àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ äëÿ îäíîð³äíî¿ íåñê³í÷åííî¿ 
ïëàñòèíêè ç êðóãîâèì îòâîðîì º äîñòàòíüî ñêëàäíèì äëÿ îá÷èñëåíü. Ðîç-
ðîáëåíî çíà÷íó ê³ëüê³ñòü ð³çíîìàí³òíèõ ìåòîä³â ÷èñåëüíîãî îáåðíåííÿ ïåðå-
òâîðåííÿ Ëàïëàñà äëÿ ð³çíèõ òèï³â çàäà÷, åôåêòèâíèõ äëÿ âèêîíàííÿ îá-
÷èñëåíü ó áàãàòüîõ êîíêðåòíèõ âèïàäêàõ (äèâ., íàïðèêëàä, [4–7]). 

Ó ö³é ðîáîò³ çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì ðîçðàõóíêó íåñòàö³îíàðíèõ òåì-
ïåðàòóðíèõ ïîë³â ³ íàïðóæåíü äëÿ ïëàñòèíîê ç äîâ³ëüíîþ ê³ëüê³ñòþ ê³ëåöü 
íà îñíîâ³ áåçïîñåðåäíüîãî îá÷èñëåííÿ îðèã³íàëó ÷åðåç òðàíñôîðìàíòó Ëàï-
ëàñà çà äîïîìîãîþ ìîäèô³êîâàíî¿ ôîðìóëè Ïðóäí³êîâà [2]. 

Ðîçãëÿäàºòüñÿ çàäà÷à ïðî âèçíà÷åííÿ íåñòàö³îíàðíèõ òåìïåðàòóðíèõ 
ïîë³â ³ íàïðóæåíü ó êóñêîâî-îäíîð³äíèõ ê³ëüöåâèõ ïëàñòèíêàõ, ÿê³ íàãð³-
âàþòüñÿ øëÿõîì êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáì³íó ç ñåðåäîâèùåì çì³ííî¿ â ÷àñ³ 
òåìïåðàòóðè. Ïðèéìàºìî, ùî çàäà÷à îñåñèìåòðè÷íà, ì³æ ê³ëüöÿìè ìàþòü 
ì³ñöå óìîâè ³äåàëüíîãî òåïëîâîãî ³ ìåõàí³÷íîãî êîíòàêòó, íà êîæí³é ³ç ãðà-
íèöü ïëàñòèíêè çàäàíî íîðìàëüí³ çóñèëëÿ àáî ïåðåì³ùåííÿ.  

Íåõàé ê³ëüöåâà ïëàñòèíêà ñêëàäàºòüñÿ ç N  ê³ëåöü. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 

j , ja , jλ  â³äïîâ³äíî øèðèíó, êîåô³ö³ºíò òåìïåðàòóðîïðîâ³äíîñò³, êîåô³ö³-

ºíò òåïëîïðîâ³äíîñò³ j -ãî ê³ëüöÿ, 0r  – ðàä³óñ âíóòð³øíüî¿ ãðàíèö³. 

Ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ j -ãî ê³ëüöÿ ìàº âèãëÿä 
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äå 1 ,  NH Hα α/ /  – êîåô³ö³ºíòè òåïëîâ³ääà÷³ ç ãðàíèöü ïåðøîãî òà îñòàí-

íüîãî ê³ëåöü; 1f  ³ Nf  – òåìïåðàòóðè ñåðåäîâèù, ùî îìèâàþòü ö³ ãðàíèö³. 

Ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà â³ä òåìïåðàòóðè jt  çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 1 1( ) ( ),          1, ,j j j j jt T f r Q g r j N− −= + =  , (3) 

äå 1jT −
 , 1jQ −

  – â³äïîâ³äíî çîáðàæåííÿ òåìïåðàòóðè òà â³äíåñåíîãî äî H  

ïîòîêó òåïëà íà ë³â³é ìåæ³ j -ãî ê³ëüöÿ, 
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Òóò Bij j jp s a= + / ; s  – ïàðàìåòð ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà çà ÷àñîâîþ êî-

îðäèíàòîþ; 1 1 0 1 1 1 0 1( ) ( ) ( ) ( )j j j j j j j j jK p r I p r I p r K p r− − − −∆ = + ; ( ), ( )j jI z K z  – ôóíê-

ö³¿ Áåññåëÿ óÿâíîãî àðãóìåíòó. Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî çîáðàæåííÿ òåìïåðàòó-

ðè ³ â³äíåñåíîãî äî H  ïîòîêó òåïëà íà âíóòð³øí³é 1 1( , )j jT Q− −
  ³ çîâí³øí³é 

( , )j jT Q  ãðàíèöÿõ ê³ëüöÿ ïîâ’ÿçàí³ ìàòðè÷íèì ñï³ââ³äíîøåííÿì âèãëÿäó [1] 
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äå jM  – êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè 
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Íà îñíîâ³ ôîðìóëè (4) ìàºìî 
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  , (5) 

äå 1 1* * *j j jD M M M−=  ; 0 0,  T Q   – òåìïåðàòóðà ³ â³äíåñåíèé äî H  ïîò³ê 

òåïëà íà ãðàíèö³ ïåðøîãî ê³ëüöÿ. Ï³äñòàâëÿþ÷è ö³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ó ãðà-

íè÷í³ óìîâè, äëÿ âèçíà÷åííÿ âåëè÷èí 0 0,  T Q   îòðèìóºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü 

âèãëÿäó 

 0 1 0 1 1Q T f+ α = α   , 

 22 12 0 21 11 0( ) ( )N N N Nd d Q d d T f− + α + − + α = α   , (6) 

äå ijd  – åëåìåíòè ìàòðèö³ ND ; 1,  Nf f   – çîáðàæåííÿ Ëàïëàñà â³ä ôóíêö³é 

1,  Nf f . Òóò âèêîðèñòàíî ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 11 0 12 0 21 0 22 0,           N NT d T d Q Q d T d Q= + = +      . 

Ôîðìóëè (5), (6) äàþòü çìîãó ðîçðàõîâóâàòè çîáðàæåííÿ òåìïåðàòóð ³ 
ïîòîê³â òåïëà íà ìåæàõ äîâ³ëüíîãî ê³ëüöÿ, íà îñíîâ³ ÿêèõ çîáðàæåííÿ â³ä 
òåìïåðàòóðè ó äîâ³ëüíèõ òî÷êàõ ïëàñòèíè âèçíà÷àþòü çà ôîðìóëîþ (3). 
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Âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíü. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó äåòàëüí³øå âèïàäîê, êî-
ëè ìåæ³ ïëàñòèíêè íåíàâàíòàæåí³. Ïðèéìåìî, ùî â³äîì³ çîáðàæåííÿ ðàä³-
àëüíèõ íàïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü íà âíóòð³øí³é ãðàíèö³ j -ãî ê³ëüöÿ, ÿê³ ïî-

çíà÷èìî ÷åðåç 1j−σ , 1ju − . Òîä³ çîáðàæåííÿ Ëàïëàñà â³ä íàïðóæåíü ³ ïåðå-

ì³ùåíü, ùî â³äïîâ³äàþòü çíàéäåí³é òåìïåðàòóð³, íàáóäóòü âèãëÿäó [3] 
 1 11 1 12( ) ( ) ( )r j j js r u s r r− −σ = σ + − Θ , 

 ϕ − −σ = σ + + Θ − α 
1 31 1 32( ) ( ) ( ) ( )j j j j tj js r u s r r E t r , 

 1 21 1 22( ) ( ) (1 ) ( )j j j ju s r u s r r r− −= σ + + + ν Θ , (7) 

äå , ,  t j jEα  – êîåô³ö³ºíò ë³í³éíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðîçøèðåííÿ òà ìîäóëü 

Þíãà j -ãî ê³ëüöÿ, 
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Íà îñíîâ³ ñï³ââ³äíîøåíü (7) çíàõîäèìî íîðìàëüí³ íàïðóæåííÿ ³ ïåðåì³-
ùåííÿ íà çîâí³øí³é ãðàíèö³ ê³ëüöÿ ó âèãëÿä³ 
 1 ( )j j j j j jZ S Z K r−= + Θ , (9) 
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Ôîðìóëó (9) ðîçãëÿäàºìî ÿê ðåêóðåíòíó ïðè 1, ,j N=  . Òîä³ îòðèìà-
ºìî 
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äå 1 1* * *j j jC S S S−=  , âåëè÷èíè jP  äîð³âíþþòü çíà÷åííÿì jZ , ÿê³ âèçíà-
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Ó ñï³ââ³äíîøåííÿõ (10) 0 0σ = . Äëÿ âèçíà÷åííÿ âåëè÷èíè 0u  ó (10) ïî-

êëàäåìî j N= . Çâ³äñè îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ 

 ,1 ,11 0 ,12 0N N N NP C C uσ = + σ + , (11) 

äå ,1NP  – ïåðøèé åëåìåíò ìàòðèö³ NP , à ,11NC , ,12NC  – åëåìåíòè ïåðøîãî 

ðÿäêà ìàòðèö³ NC , 0Nσ = . Çíàéøîâøè ñòàëó 0u , âåëè÷èíè jZ , 1, ,j N=  , 

âèçíà÷àºìî çà ôîðìóëîþ (10). Çîáðàæåííÿ íàïðóæåíü ó äîâ³ëüíèõ òî÷êàõ 
ïëàñòèíêè çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ (7). 

Àíàëîã³÷íî ìîæíà ðîçãëÿäàòè òàêîæ ³ âèïàäêè ³íøèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ. 
Çîêðåìà, íåõàé ìåæà 0r r=  çàêð³ïëåíà, à äðóãà – â³ëüíà â³ä íàâàíòàæåíü. 

Òîä³ ç ôîðìóëè (11) âèçíà÷àºìî âåëè÷èíó 0σ  ( 0 0Nu = σ = ). Çàçíà÷èìî, ùî 

òàêèé âèïàäîê ìàº ì³ñöå äëÿ ñóö³ëüíî¿ ïëàñòèíêè (ïðè 0 0r = ). 

Çíàõîäæåííÿ îðèã³íàë³â ïðîâîäèëè çà äîïîìîãîþ ÷èñåëüíî-àíàë³òè÷íî¿ 
ôîðìóëè îáåðíåííÿ [2]. Äëÿ âèêîðèñòàííÿ ö³º¿ ôîðìóëè íåîáõ³äíî äîäàò-
êîâî âèçíà÷èòè âñòàíîâëåí³ òåìïåðàòóðó ³ íàïðóæåííÿ ó ïëàñòèí³. ¯õ âè-
çíà÷àëè çà íàâåäåíèìè âèùå ôîðìóëàìè äëÿ çîáðàæåíü, ó ÿêèõ ïîêëàäàëè 

0s = , à ó ôîðìóëàõ (6) – 
1 1,f f ∞= , 

,N Nf f ∞= , äå 1, ,,  Nf f∞ ∞  – çíà÷åííÿ 

ôóíêö³é 1f  ³ Nf  ïðè τ → ∞ . 
Ó ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî âèïàäîê îäíîð³äíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ. Íåõàé íà ãðà-

íèöÿõ ïëàñòèíêè çàäàíî ùå íîðìàëüí³ íàïðóæåííÿ 0 0( )r rrσ = σ , ( )r Nrσ =  

rN= σ . Òîä³ äî çíàéäåíèõ íàïðóæåíü íåîáõ³äíî äîäàòè íàïðóæåíèé ñòàí, 

ÿêèé âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (10), ó ÿê³é 0jP = . Ó ö³é ôîðìóë³ 0σ =  

0r= σ , à âåëè÷èíó 0u  îäåðæóºìî ç ð³âíÿííÿ (11) ïðè ,1 0NP = , ,N r Nσ = σ . 

Íàïðóæåííÿ ó äîâ³ëüíèõ òî÷êàõ çíàõîäèìî çà ôîðìóëàìè (7), (8) ïðè 
0jΘ = . 

Ïðèêëàäè ðîçðàõóíêó òåìïåðàòóðè ³ íàïðóæåíü. Ââåäåìî íàäàë³ â³ä-

íîñí³ õàðàêòåðèñòèêè j
j

k

E

E
= ε , j

j
k

λ
= Λ

λ
, 

,
,

,

t j
t j

t k

α
′= α

α
.  

Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî ïëàñòèíêó, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç òðüîõ ê³ëåöü ç 
áåçðîçì³ðíèìè çíà÷åííÿìè ðàä³óñ³â 0 1r = , 1 1.091r = , 2 1.91r = , 3 2r = , ÿêà 

ìîäåëþº ïëàñòèíêó ç âíóòð³øí³ì òà çîâí³øí³ì ïîêðèòòÿìè. Òóò ïðèéíÿòî, 
ùî H  – ïîâíà øèðèíà ïëàñòèíêè. Óñ³ õàðàêòåðèñòèêè â³äíîñèëè äî äàíèõ 
äðóãîãî ê³ëüöÿ (òîáòî ó íàâåäåíèõ âèùå â³äíîñíèõ õàðàêòåðèñòèêàõ ïîêëà-
äàëè 2k = ). Óñ³ â³äíîñí³ çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèê ïðèéìàëè îäíàêîâèìè, çà 
âèíÿòêîì â³äíîñíèõ çíà÷åíü êîåô³ö³ºíò³â ë³í³éíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðîçøè-
ðåííÿ, ÿê³ ïîêëàäàëè ð³âíèìè ,1 ,3t t

′ ′α = α = æ . Â³äíîñí³ êîåô³ö³ºíòè òåïëî-

â³ääà÷³ ïîêëàäàëè îäíàêîâèìè: 1

1
0.1

α
=

λ
, 3

3
0.1

α
=

λ
. Ïðè çàñòîñóâàíí³ ôîð-

ìóëè îáåðíåííÿ [2] (ó âèãëÿä³ øâèäêîçá³æíèõ ðÿä³â Ôóð’º) òåìïåðàòóðó 
âèçíà÷àëè íà ÷àñîâîìó ïðîì³æêó 0 < θ <  , ïðè öüîìó ïàðàìåòðè, ÿê³ 
âõîäÿòü äî íå¿, ïðèéìàëè òàêèìè: 20= , 5c = . Ó ðÿäàõ óòðèìóâàëè 
100÷200 ÷ëåí³â, ùî çàáåçïå÷óâàëî òî÷í³ñòü ðîçðàõóíê³â 0.1% . Ââàæàëè, 

ùî 1 3f f C= = , constC = , òîáòî ðîçãëÿäàëè äâîñòîðîíí³é íàãð³â. 

Íà ðèñ. 1à – ðèñ. 1ã â³äïîâ³äíî äëÿ = 0.5, 1, 2, 5æ  çîáðàæåíî ðîçïîä³ëè 

â³äíîñíèõ ê³ëüöåâèõ íàïðóæåíü ∗σ = σ α2 ,2/t t tCE  óçäîâæ ïîïåðå÷íîãî ïåðå-
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ð³çó ïëàñòèíêè äëÿ çíà÷åíü ÷àñîâîãî ïàðàìåòðà ∗θ = 3  (øòðèõïóíêòèðí³ 

êðèâ³), ∗θ = 10  (ïóíêòèðí³ êðèâ³), ∗θ = 20  (øòðèõîâ³ êðèâ³), ∗θ = 80  (ñóö³ëü-

í³ êðèâ³). Òóò ∗θ = θ ⋅ 100 / . Êðóæå÷êàìè çîáðàæåíî çíà÷åííÿ â³äíîñíèõ 
òåìïåðàòóðè òà íàïðóæåíü, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü óñòàëåíîìó ðåæèìó. Óñ³ ö³ 
ïîçíà÷åííÿ çáåð³ãàþòüñÿ ³ íà ðèñ. 2–4.  
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Рис. 1 
²ç àíàë³çó êðèâèõ, íàâåäåíèõ íà ðèñóíêàõ, âèïëèâàº, ùî ïðè äâî-

ñòîðîííüîìó íàãð³â³ îäíîð³äíî¿ ïëàñòèíêè íàïðóæåííÿ íàáóâàþòü íàéá³ëü-
øèõ çíà÷åíü ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó. Ó ê³íöåâèé ìîìåíò íàãð³âó ê³ëüöåâ³ 
íàïðóæåííÿ ïðàêòè÷íî â³äñóòí³. Ïðè íåîäíàêîâèõ â³äíîñíèõ çíà÷åííÿõ 
êîåô³ö³ºíò³â ë³í³éíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðîçøèðåííÿ íàïðóæåííÿ çðîñòàþòü 
ç ÷àñîì. Ïðè öüîìó ó ïîêðèòòÿõ íàïðóæåííÿ º ñòèñêóâàëüíèìè, ÿêùî â íèõ 
êîåô³ö³ºíòè ë³í³éíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðîçøèðåííÿ º á³ëüøèìè, í³æ â îñíîâ-
íîìó ìàòåð³àë³ ïëàñòèíêè, ³ ðîçòÿãóâàëüíèìè – â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó. 
Îòæå, âèáîðîì õàðàêòåðèñòèê ïîêðèòò³â ìîæíà ðåãóëþâàòè íàïðóæåíèé 
ñòàí êîìïîçèòíî¿ ïëàñòèíêè. 

Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíóòî âèïàäîê îäíîñòîðîííüîãî íàãð³âó ïëàñòèíêè, 
ùî ñêëàäàºòüñÿ ³ç 11 ( 11N = ) ê³ëåöü îäíàêîâî¿ øèðèíè. Ïðè ðîçðàõóíêàõ 
òåìïåðàòóðè ïðèéìàëè, ùî â³äíîñí³ çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà òåïëîïðîâ³äíîñò³ 

j
j

k

λ
= Λ

λ
 äîð³âíþþòü ïàðàìåòðó m , ÿêèé íàáóâàº çíà÷åíü 0.1, 1, 5, 10  ó íå-

ïàðíèõ ðÿäàõ ³ äîð³âíþº îäèíèö³ – ó ïàðíèõ. ßê ³ â ïðèêëàä³ 1, óñ³ õàðàê-
òåðèñòèêè â³äíîñèëè äî äàíèõ äðóãîãî ê³ëüöÿ. Çíà÷åííÿ â³äíîñíèõ êîåô³ö³-

ºíò³â òåïëîâ³ääà÷³ ïîêëàäàëè òàêèìè: 1

1
0.01

α
=

λ
, 11

11
0.5

α
=

λ
.  

Ãðàô³êè ðîçïîä³ë³â óçäîâæ ðàä³óñà ïëàñòèíêè â³äíåñåíî¿ äî âåëè÷èíè 

C  òåìïåðàòóðè T  ó âêàçàí³ âèùå ìîìåíòè ÷àñó 3, 10, 20, 80∗θ =  äëÿ çíà-

÷åíü 0.1, 1, 5, 10m =  çîáðàæåíî íà ðèñ. 2. 
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Рис. 2 

 Ðîçðàõîâàí³ â³äíîñí³ ê³ëüöåâ³ 2 ,2/t t tCE∗σ = σ α  òà ðàä³àëüí³ r
∗σ =  

2 ,2/r tCE= σ α  íàïðóæåííÿ äëÿ âèïàäê³â, êîëè â³äíîñí³ çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºí-

òà ë³í³éíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðîçøèðåííÿ äîð³âíþþòü 0.25, 0.5, 1, 5=æ , ó 

íåïàðíèõ ðÿäàõ òà 1  – ó ïàðíèõ, çîáðàæåíî â³äïîâ³äíî íà ðèñ. 3 ³ ðèñ. 4. 
Òóò ,1 ,11t t

′ ′α = α = æ . 
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Рис. 3 
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Рис. 4 

 ²ç ïðîâåäåíèõ äîñë³äæåíü âèïëèâàº, ùî òåìïåðàòóðà ³ íàïðóæåííÿ 
³ñòîòíî çàëåæàòü â³ä õàðàêòåðèñòèê ìàòåð³àëó. Ïðî³ëþñòðîâàíî ìîæëèâ³ñòü 
øëÿõîì âèáîðó òåðìîìåõàí³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ïîêðèòò³â ñòâîðþâàòè êîì-
ïîçèòí³ ê³ëüöÿ ç íàïåðåä çàäàíèì õàðàêòåðîì ðîçïîä³ëó íàïðóæåíü. Çàïðî-
ïîíîâàíèé ï³äõ³ä º äîñòàòíüî åôåêòèâíèé ³ äîçâîëÿº äîñë³äæóâàòè ñêëàäí³ 
çàäà÷³ òåðìîìåõàí³êè ñòðóêòóðîâàíèõ ò³ë. 
 
 1. Êàðñëîó Ã., Åãåð Ä. Òåïëîïðîâîäíîñòü òâåðäûõ òåë. – Ìîñêâà: Íàóêà, 1964. – 

487 ñ. 
 2. Êóøí³ð Ð. Ì., Ìàêñèìîâè÷ Â. Ì., Ñîëÿð Ò. ß. Âèçíà÷åííÿ íåñòàö³îíàðíèõ òåì-

ïåðàòóð íà îñíîâ³ óòî÷íåíèõ ôîðìóë îáåðíåííÿ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà // Ô³ç.-
õ³ì. ìåõàí³êà ìàòåð³àë³â. – 2002. – 38, ¹ 2. – Ñ. 18–26. 

Òå ñàìå: Kushnir R. M., Maksymovych V. M., Solyar T. Ya. Determination of 
nonstationary temperatures with the help of improved formulas of the inverse 
Laplace transformation // J. Materials Sci. – 2002. – 38, No. 2. – Ñ. 172–184. 

 3. Ïîäñòðèãà÷ ß. Ñ., Êîëÿíî Þ. Ì. Íåóñòàíîâèâøèåñÿ òåìïåðàòóðíûå ïîëÿ è íà-
ïðÿæåíèÿ â òîíêèõ ïëàñòèíêàõ. – Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1972. – 308 ñ. 

 4. Campos R. G., Díaz F. M. Quadrature formulas for the Laplace and Mellin trans-
form analytic-element method for transient porous-media flow // BIT Numer. 
Math. – 2009. – 49, No. 3. – P. 477–486. 

 5. Davis B., Martin B. Numerical inversion of the Laplace transform: survey and 
comparison of methods // J. Computat. Physics. – 1979. – 33, No. 1. – P. 1–32. 

 6. Kuhlman K. L., Neuman S. P. Laplace-transform analytic-element method for 
transient porous-media flow // J. Eng. Math. – 2009. – 64, No. 2. – P. 113–130. 

 7. Levesque M., Gilchrist M. D., Bouleau N., Derrien K., Baptiste D. Numerical inver-
sion of the Laplace–Carson transform applied to homogenization of randomly rein-
forced linear viscoelastic media // Comput. Mechanics. – 2007. – 40, No. 4. – 
P. 771-789. 

 
 
 
 
 



208 

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ТЕМПЕРАТУРНЫХ ПОЛЕЙ И НАПРЯЖЕНИЙ 
В КУСОЧНО-ОДНОРОДНЫХ КОЛЬЦЕВЫХ ПЛАСТИНКАХ НА ОСНОВАНИИ 
ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКОЙ ФОРМУЛЫ ОБРАЩЕНИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА 
 
Èññëåäîâàíû íåñòàöèîíàðíûå òåìïåðàòóðíûå ïîëÿ è âûçâàííûå èìè íàïðÿæåíèÿ 
â êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ êîëüöåâûõ ïëàñòèíêàõ. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è áàçèðó-
åòñÿ íà íåïîñðåäñòâåííîì ðàñ÷åòå èçîáðàæåíèé Ëàïëàñà è ìîäèôèöèðîâàííîé 
ôîðìóëå Ïðóäíèêîâà äëÿ åãî îáðàùåíèÿ. 
 
DEFINITION OF NON-STATIONARY TEMPERATURE FIELDS AND STRESSES  
IN PIECE-WISE HOMOGENEOUS CIRCULAR PLATES ON THE BASIS 
OF NUMERICAL-ANALYTICAL LAPLACE INVERSION FORMULA 
 
The non-stationary temperature fields and stresses caused by them in the piecewise ho-
mogeneous circular plates have been studied. An algorithm of solution of the problem is 
based on the direct calculation of the Laplace presentation and the Prudnikov modified 
formula for its inversion. 
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³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 23.04.08 
 


