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Çàñòîñîâàíî áåçñ³òêîâèé ìåòîä äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó êðà-
éîâî¿ çàäà÷³, ÿêîþ îïèñóºòüñÿ ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ïðîöåñó ô³ëüòðàö³éíî¿ 
êîíñîë³äàö³¿ ó òðèâèì³ðí³é îáëàñò³. Â³í áàçóºòüñÿ íà ìåòîä³ êîëîêàö³é ç âè-
êîðèñòàííÿì ðàä³àëüíèõ áàçèñíèõ ôóíêö³é. Ïðîâåäåí³ ÷èñåëüí³ åêñïåðèìåí-
òè çàñâ³ä÷èëè åôåêòèâí³ñòü çàïðîïîíîâàíîãî ï³äõîäó. 

 
 Âñòóï. Ñåðåä ìåòîä³â â³äøóêàííÿ íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â êðàéîâèõ çà-
äà÷ äëÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè (ÄÐ×Ï) âåëèêî¿ 
ïîïóëÿðíîñò³ íàáóëè ïðîåêö³éí³ ìåòîäè. Ç ïðîåêö³éíîãî ìåòîäó Áóáíîâà –
 Ãàëüîðê³íà ïðè çàäàíí³ áàçèñíèõ ³ ïðîáíèõ ôóíêö³é ó âèãëÿä³ ïîë³íîì³â ç 
êîìïàêòíèì íîñ³ºì îòðèìóºìî ìåòîä ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â (ÌÑÅ) [15]. Îä-
íèì ³ç íåäîë³ê³â ïðîåêö³éíî-ñ³òêîâèõ ìåòîä³â (äî ÿêèõ â³äíîñèòüñÿ ÌÑÅ) º 
íåîáõ³äí³ñòü ïîêðèòòÿ ðîçðàõóíêîâî¿ îáëàñò³, â ÿê³é øóêàºòüñÿ ðîçâ’ÿçîê 
çàäà÷³, òàê çâàíîþ ñ³òêîþ – ìíîæèíîþ âóçë³â, ÿê³ ïîâ’ÿçàí³ ì³æ ñîáîþ 
âñòàíîâëåíèìè çâ’ÿçêàìè. 

Îäí³ºþ ³ç àëüòåðíàòèâ ïðîåêö³éíî-ñ³òêîâèì ìåòîäàì âèñòóïàþòü ïðî-
åêö³éíî-áåçñ³òêîâ³ [16, 19, 29]. Íàïðèêëàä, ïðè çàäàíí³ â ïðîåêö³éíîìó ìåòî-
ä³ Ïåòðîâà – Ãàëüîðê³íà äåëüòà-ôóíêö³¿ Ä³ðàêà ÿê ïðîáíî¿ ôóíêö³¿ îòðèìó-
ºìî òàê çâàíèé ìåòîä êîëîêàö³é (ìåòîä êîëîêàö³é â ï³äîáëàñòÿõ àáî â òî÷-
êàõ) [2]. Çà áàçèñí³ ôóíêö³¿ ó öüîìó ìåòîä³ ìîæíà âèêîðèñòàòè ðàä³àëüí³ 
áàçèñí³ ôóíêö³¿ (ÐÁÔ). Óïåðøå öåé ìåòîä äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çà-
äà÷ äëÿ ÄÐ×Ï îïèñàíèé â ðîáîòàõ [26, 27] ³ îòðèìàâ íàçâó «ìåòîä ÐÁÔ». 

Ðàä³àëüí³ áàçèñí³ ôóíêö³¿ çíàéøëè ñâîº çàñòîñóâàííÿ â ìåòîäàõ íàáëè-
æåííÿ ôóíêö³é [21], à òàêîæ â ìåòîä³ äóàëüíî¿ âçàºìíîñò³ («dual reciprocity 
method») â³äøóêàííÿ ÷àñòêîâîãî ðîçâ’ÿçêó ÄÐ×Ï â ìåòîä³ ãðàíè÷íèõ åëå-
ìåíò³â ³ â ìåòîä³ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó [25]. 

Ó ðîáîò³ [28] çàñòîñîâàíî ìåòîä ÐÁÔ äî â³äøóêàííÿ íàáëèæåíèõ ÷è-
ñåëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà. Òàêîæ íà îñ-
íîâ³ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â íàâåäåíî îá´ðóíòóâàííÿ ïåðåâàã öüîãî ìåòî-
äó ïîð³âíÿíî ³ç ñ³òêîâèìè ìåòîäàìè, çîêðåìà ìåòîäîì ñê³í÷åííèõ ð³çíèöü 
(ÌÑÐ) òà ÌÑÅ. 

Ó ðîáîò³ [19] ïðîâåäåíî ïîð³âíÿííÿ ìåòîäó ÐÁÔ òà ÌÑÐ íà ïðèêëàä³ 
çàäà÷ àäâåêö³¿-äèôóç³¿ (ìàñîïåðåíîñó) ç äîì³íóþ÷èì êîíâåêòèâíèì ÷ëåíîì. 
ßê â³äîìî, â ñ³òêîâèõ ìåòîäàõ (çîêðåìà â ÌÑÐ òà ÌÑÅ) ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ 
òàêèõ çàäà÷ âèíèêàþòü çíà÷í³ ïðîáëåìè, ïîâ’ÿçàí³ ç³ ñò³éê³ñòþ ÷èñåëüíèõ 
ðîçâ’ÿçê³â. Òîìó â ÌÑÐ âèíèêàº íåîáõ³äí³ñòü çàñòîñóâàííÿ ìîíîòîííèõ ð³ç-
íèöåâèõ ñõåì, à â ÌÑÅ – ñòàá³ë³çàö³éíèõ òà àäàïòèâíèõ ñõåì. ßê çàçíà÷à-
þòü àâòîðè, ðåçóëüòàòè ðîáîòè [19] ïîêàçóþòü, ùî ìåòîä ÐÁÔ íàâ³òü â íàé-
ïðîñò³ø³é éîãî ðåàë³çàö³¿ äëÿ çàäà÷ âêàçàíîãî òèïó äàº ïðèéíÿòí³ ðåçóëü-
òàòè ³ â òèõ âèïàäêàõ, äå ñõåìè ÌÑÐ âòðà÷àþòü ñò³éê³ñòü. Â³äì³òèìî, ùî 
àâòîðè ñòàòò³ öå äîâîäÿòü íà îñíîâ³ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â áåç òåîðåòè÷-
íîãî îá´ðóíòóâàííÿ. 

Òàêîæ çíà÷íîãî ðîçâèòêó îòðèìàëè é àäàïòèâí³ ìåòîäè ÐÁÔ [30]. Äî-
ñèòü ÷àñòî â öèõ ìåòîäàõ âèêîðèñòîâóþòü ÐÁÔ ç êîìïàêòíèì íîñ³ºì [20]. 

Ó ðîáîòàõ [3–9, 11, 12] çàïðîïîíîâàíî íîâèé ï³äõ³ä äî ìàòåìàòè÷íîãî 
ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñ³â ô³ëüòðàö³éíî¿ êîíñîë³äàö³¿ ´ðóíò³â. Â³í ïîëÿãàº â 
óðàõóâàíí³ âïëèâó òåïëî- òà ìàñîïåðåíîñó ÷åðåç ÿâèùà õ³ì³÷íîãî òà òåð-
ì³÷íîãî îñìîñ³â, à òàêîæ ÷åðåç çàëåæíîñò³ ïàðàìåòð³â ô³ëüòðàö³¿ â³ä òåïëî-
âîãî òà ñîëüîâîãî ðåæèì³â ïîðîâî¿ ð³äèíè. Äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ â³ä-
ïîâ³äíèõ îäíîâèì³ðíèõ ³ äâîâèì³ðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ âèêîðèñòîâóâàëèñü 
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ÌÑÐ òà ÌÑÅ. Çàñòîñóâàííÿ ÌÑÅ äî òðèâèì³ðíèõ çàäà÷ òàêîãî òèïó ïîâ’ÿ-
çàíå ç³ çíà÷íèìè îá÷èñëþâàëüíèìè òà ðåñóðñíèìè çàòðàòàìè. Íàïðèêëàä, 
âèíèêàº ïîòðåáà â ñòâîðåíí³ ãåíåðàòîðà ñê³í÷åííî-åëåìåíòíîãî ðîçáèòòÿ 
òðèâèì³ðíèõ îáëàñòåé, ùî ñêëàäàº ïðèáëèçíî 70% â³ä çàòðàò óñ³õ ðåñóðñ³â 
íà ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ [29]. Çàñòîñóâàííÿ ÌÑÐ ç âèêîðèñòàííÿì ðåãóëÿð-
íî¿ (ïðÿìîêóòíî¿) ñ³òêè îáìåæóº ôîðìó îáëàñò³, â ÿê³é øóêàºòüñÿ ðîçâ’ÿçîê 
çàäà÷³, à çàñòîñóâàííÿ ÌÑÐ íà íåðåãóëÿðíèõ ñ³òêàõ [1] åêâ³âàëåíòíå âèìî-
ãàì ñê³í÷åííî-åëåìåíòíîãî ðîçáèòòÿ îáëàñò³. 

Òîìó ìåòîþ äàíî¿ ðîáîòè º çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó íåë³-
í³éíî¿ òðèâèì³ðíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³, ÿêîþ îïèñóºòüñÿ ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü 
ïðîöåñó ô³ëüòðàö³éíî¿ êîíñîë³äàö³¿ ´ðóíòó ç óðàõóâàííÿì âïëèâó òåïëî- 
ìàñîïåðåíîñó, ç âèêîðèñòàííÿì áåçñ³òêîâîãî ìåòîäó ðàä³àëüíèõ áàçèñíèõ 
ôóíêö³é. 
 Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó, ÿêîþ 
îïèñóºòüñÿ ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ïðîöåñó ô³ëüòðàö³éíî¿ êîíñîë³äàö³¿ ìàñèâó 
´ðóíòó â òðèâèì³ðí³é îáëàñò³ Ω  ç ìåæåþ Γ  ç óðàõóâàííÿì âïëèâó òåïëî-
ìàñîïåðåíîñó [4]: 
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1 2 31( , ) 0,        ,        ( , ) 0ch HΓ Γ Γ= = =u n q n , 

  
4 651 1,        ( , ) 0,        Tc C T TΓ ΓΓ= = =q n , (5) 

 0 0( ,0) ( ),        ( ,0) ( )h X h X c X c X= = , 

 0( ,0) ( ),        ( , , )T X T X X x y z= = ∈ Ω , (6) 

äå 0(0;t t∈ ] ; Ω = Ω Γ , 1 2 3 4 5 6Γ = Γ Γ = Γ Γ = Γ Γ   , 1 2Γ Γ = ∅ , 

3 4Γ Γ = ∅ , 5 6Γ Γ = ∅ ; 1( , )C X t , 1( , )T X t , 1( , )H X t , 0 ( )h X , 0 ( )c X , 0 ( )T X  – 

çàäàí³ ôóíêö³¿. Òóò âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ: ( , )h X t  – íàäëèøêîâèé íàï³ð; 
( , )c X t  – êîíöåíòðàö³ÿ ïîðîâîãî ñîëüîâîãî ðîç÷èíó; ( , )T X t  – òåìïåðàòóðà 

ïîðèñòîãî ñåðåäîâèùà; ( , ) ( , )ijc T k c T=K { } , ( , ) ( , )ijc T c T= ν{ } , ( , )c T =D  

( , )ijD c T= { } , ( , ) ( , )T Tijc T D c T=D { } , ( , ) ( , )ijc T c T= µ { } , ( , ) ( , )ijc T c T= λ { } , 

, 1, ,3i j =  , – òåíçîðè â³äïîâ³äíî êîåô³ö³ºíò³â ô³ëüòðàö³¿, õ³ì³÷íîãî îñìîñó, 
êîíâåêòèâíî¿ äèôóç³¿, òåðìîäèôóç³¿, òåðìîîñìîñó òà åôåêòèâíî¿ òåïëîïðî-
â³äíîñò³ âîëîãîãî ´ðóíòó, êîìïîíåíòè ÿêèõ º íåïåðåðâíèìè â Ω  ³ íåïå-
ðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèìè â Ω  ôóíêö³ÿìè, à òàêîæ îáìåæåí³ çíèçó òà 
çâåðõó äîäàòíèìè êîíñòàíòàìè; u , cq , Tq  – âåêòîðè øâèäêîñò³ ô³ëüòðàö³¿ 

ñîëüîâîãî ðîç÷èíó, ïîòîê³â ðîç÷èíåíèõ ñîëåé ³ òåïëà â³äïîâ³äíî; n – âåêòîð 
íàïðÿìíèõ êîñèíóñ³â çîâí³øíüî¿ íîðìàë³ äî ìåæ³ îáëàñò³ ô³ëüòðàö³éíî¿ 
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êîíñîë³äàö³¿; ρ , cρ  – ãóñòèíà òà ïèòîìà òåïëîºìí³ñòü ïîðîâîãî ðîç÷èíó; Tc  

– îá’ºìíà òåïëîºìí³ñòü ´ðóíòó; t  – ÷àñ; e  – ñåðåäíº çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà 
ïîðèñòîñò³; γ  – ïèòîìà âàãà ñîëüîâîãî ðîç÷èíó; n  – ïîðèñò³ñòü ´ðóíòó; ξ , 

1a  – êîåô³ö³ºíòè á³÷íîãî òèñêó òà ñòèñëèâîñò³ ´ðóíòó; mγ  – êîíñòàíòà 

øâèäêîñò³ ìàñîîáì³íó; mC  – êîíöåíòðàö³ÿ ãðàíè÷íîãî íàñè÷åííÿ; ∗Θ , h∗  – 

ñóìà ãîëîâíèõ íàïðóæåíü ó ñêåëåò³ ´ðóíòó òà íàäëèøêîâèé íàï³ð ó ñòàí³ 
ïîâíî¿ ñòàá³ë³çàö³¿, ÿê³ º ïðèíàéìí³ îäèí ðàç íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèìè 
ôóíêö³ÿìè ñâî¿õ àðãóìåíò³â. Çâàæàþ÷è íà ô³çè÷íèé çì³ñò, âåëè÷èíè ρ , cρ , 

Tc , e , γ , n , ξ , 1a , mC  º äîäàòíèìè, à 0mγ ≥ . 

Ïåðøèé ³ç çàêîí³â (4) º óçàãàëüíåíèì çàêîíîì Äàðñ³ – Ãåðñåâàíîâà íà 
âèïàäîê ðóõó ñîëüîâèõ ðîç÷èí³â ó íå³çîòåðì³÷íèõ óìîâàõ [3–9, 11, 12]. Ó 
íüîìó âðàõîâóºòüñÿ âïëèâ íà øâèäê³ñòü ô³ëüòðàö³¿ îñìîòè÷íèõ ÿâèù, ÿê³ 
ìàþòü ì³ñöå â íåð³âíîì³ðíî çàñîëåíèõ ´ðóíòàõ ïðè íàÿâíîñò³ ´ðàä³ºíòà òåì-
ïåðàòóðè, à òàêîæ âïëèâ íà ô³ëüòðàö³éí³ âëàñòèâîñò³ ´ðóíòó íå³çîòåðì³÷íî-
ãî ðåæèìó òà íàÿâíîñò³ â ïîðîâ³é ð³äèí³ ðîç÷èíåíèõ ñîëåé. Îñê³ëüêè âåëè-
÷èíà øâèäêîñò³ ðóõó òâåðäèõ ÷àñòèíîê ´ðóíòó º â³äíîñíî ìàëîþ ïîð³âíÿíî 
ç³ øâèäê³ñòþ ô³ëüòðàö³¿, â öüîìó çàêîí³ íåþ çíåõòóâàíî. 
 Ïðîåêö³éíèé ìåòîä ³ ìåòîä ÐÁÔ. Íàãàäàºìî ñõåìó çàãàëüíîãî ïðîåê-
ö³éíîãî ìåòîäó [15], ÿêîþ ñêîðèñòàºìîñü ó ïîäàëüøèõ âèêëàäêàõ ñòîñîâíî 
ìåòîäó ÐÁÔ.  

Ó ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³ H  ðîçãëÿíåìî îïåðàòîðíå ð³âíÿííÿ [15] 

 ,           Au f f H= ∈ , (7) 

äå A  – ë³í³éíèé îïåðàòîð â H  ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ( )D A . Âèìàãàºìî âè-
êîíàííÿ óìîâè ù³ëüíîñò³ ( )D A  â H . 

Çàäàìî íàá³ð òàê çâàíèõ áàçèñíèõ ôóíêö³é 

 1 2, , , ,          1,2,n nϕ ϕ ϕ =  , (8) 
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ö³é (8), òîáòî ìíîæèíó, ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ³ç óñ³õ ìîæëèâèõ êîìá³íàö³é 
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1°. Ñèñòåìà ôóíêö³é (8) º ë³í³éíî íåçàëåæíîþ. 
2°. Ïîñë³äîâí³ñòü ï³äïðîñòîð³â nH{ }  ãðàíè÷íî ù³ëüíà â H . Òîáòî äî-
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íÿ (7) øóêàþòü ó âèãëÿä³ 
1

n

n i i
i

u c
=

= ϕ∑ , äå íåâ³äîì³ êîíñòàíòè ,  1, ,ic i n=  , 

çíàõîäÿòü ³ç ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü (ÑËÀÐ) 
 ( , ) 0,         1, ,n i HAu f i n− ψ = =K  , (9) 

äå ( , )Hu v  – ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ïðîñòîð³ H . 

Çàëåæíî â³ä âëàñòèâîñòåé îïåðàòîð³â A , K , áàçèñíèõ iϕ  ³ ïðîáíèõ 

ôóíêö³é iψ , 1, ,i n=  , âèîêðåìëþþòü òàê³ âèäè ïðîåêö³éíîãî ìåòîäó: ìå-
òîä Ð³òöà, ìåòîä Áóáíîâà – Ãàëüîðê³íà, ìåòîä Ïåòðîâà – Ãàëüîðê³íà, ìåòîä 
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íàéìåíøèõ êâàäðàò³â. Ó ïðîåêö³éíîìó ìåòîä³ Ïåòðîâà – Ãàëüîðê³íà îïåðà-
òîð K  – òîòîæíèé îïåðàòîð; ,  1, ,i i i nϕ ≠ ψ =  , ( )i D Aϕ ∈ , i Hψ ∈ . 

Íåõàé 2 ( )H L= Ω , äå Ω  – îáëàñòü m -âèì³ðíîãî åâêë³äîâîãî ïðîñòîðó. 

Òîä³ ( , )Hu v uvd
Ω

= ∫ X , äå 1 2( , , , )mx x x=X  . Ðîç³á’ºìî îáëàñòü Ω  íà n  ï³ä-

îáëàñòåé 1 2, , , nΩ Ω Ω  òàê, ùîá 
1

n

i
i=

Ω = Ω ,  j iΩ Ω = ∅  ïðè i j≠ . Ó êîæ-

í³é ï³äîáëàñò³ iΩ  âèáåðåìî âóçëîâó òî÷êó (àáî ïðîñòî âóçîë) i =X  
( ) ( ) ( )
1 2( , , , )i i i

m ix x x= ∈ Ω , 1, ,i n=  , ó êîæí³é ç ÿêèõ ðîçãëÿíåìî äåëüòà-

ôóíêö³þ Ä³ðàêà [2] ( ) ( )i irδ = δX , ( ) 2
2

1

m
i

i i j j
j

r x x
=

= − = −∑X X ( ) . Òîä³ 

( ) ( ) ( )i if d f
Ω

δ =∫ X X X X , 1, ,i n=  . Çà ïðîáí³ âèáåðåìî ôóíêö³¿ ( ) ( )i iψ = δX X , 

1, ,i n=  . Òîä³ â ïðîñòîð³ 2 ( )L Ω  äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó 

îïåðàòîðíîãî ð³âíÿííÿ (7) ó âèãëÿä³ 
1

( ) ( )
n

n j j
j

u c
=

= ϕ∑X X  çã³äíî ç ïðîåêö³é-

íèì ìåòîäîì Ïåòðîâà – Ãàëüîðê³íà îòðèìóºìî ÑËÀÐ 

 
1

( ) ( ) ( ) 0,         1, ,
n

j j i
j

A c f d i n
=Ω

 ϕ − ⋅ δ = = 
 ∑∫ X X X X  , 

 
1

( ) ( ),           1, ,
n

j j i i
j

c A f i n
=

ϕ = =∑ X X  . (10) 

Ðîçâ’ÿçàâøè ñèñòåìó (10), çíàéäåìî íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºíòè jc , 1, ,j n=  , à 

çâ³äñè ³ íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê ( )nu X  ð³âíÿííÿ (7) ó ïðîñòîð³ 2 ( )L Ω . 

Îïèñàíèé ìåòîä íàçâàíî ìåòîäîì êîëîêàö³¿ â òî÷ö³ [2]. Öå º âàð³àíò 
ïðîåêö³éíîãî ìåòîäó Ïåòðîâà – Ãàëüîðê³íà, äå çà ïðîáí³ ôóíêö³¿ âèáèðàþòü 
äåëüòà-ôóíêö³¿ Ä³ðàêà, àðãóìåíòàìè ÿêèõ º â³äñòàí³ äî âóçë³â iX , i =  

1, ,n=  . Ó öüîìó ìåòîä³ âèìàãàºòüñÿ çàäàííÿ â îáëàñò³, â ÿê³é øóêàºòüñÿ 
ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³, ëèøå ìíîæèíè âóçë³â. Òîìó ìåòîä êîëîêàö³¿ â òî÷ö³ â³äíî-
ñèòüñÿ äî áåçñ³òêîâèõ. 

Îäí³ºþ ³ç îñíîâíèõ ïðîáëåì ïðîåêö³éíîãî ìåòîäó âçàãàë³ ³ ìåòîäó êîëî-

êàö³¿ çîêðåìà º çàäàííÿ ñèñòåìè áàçèñíèõ ôóíêö³é 1
n

i i=ϕ{ } , ÿêà çàäîâîëüíÿº 

óìîâè 1°, 2° – ë³í³éíî¿ íåçàëåæíîñò³ òà ïîâíîòè. 
Ó áåçñ³òêîâèõ ìåòîäàõ øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ íàáóëè ðàä³àëüí³ áàçèñí³ 

ôóíêö³¿ – ôóíêö³¿, ÿê³ çàëåæàòü â³ä â³äñòàí³ r . Íàéá³ëüøå âæèâàíèìè ÐÁÔ 

º òàê³ [21–28]: ìóëüòèêâàäðàòè÷íà 2( , ) 1 ( )r rϕ ε = + ε , îáåðíåíà ìóëüòèêâàä-

ðàòè÷íà 
2

1( , )
1 ( )

r
r

ϕ ε =
+ ε

, îáåðíåíà êâàäðàòè÷íà 
2

1( , )
1 ( )

r
r

ϕ ε =
+ ε

 òà ´à-

óññ³âñüêà 
2( )( , ) rr e− εϕ ε = . Òóò 0ε >  – êîíñòàíòà, ÿêó íàçèâàþòü ïàðàìåòðîì 

ôîðìè.  
Äîñë³äæåííÿ ÿê³ñíèõ õàðàêòåðèñòèê ìåòîäó ÐÁÔ ñòîñîâíî ðîçâ’ÿçó-

âàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ çíàõîäèòüñÿ íà ïî÷àòêîâîìó åòàï³. ×è íå ïåðøà 
ñïðîáà îö³íêè ïîõèáîê ìåòîäó âèñâ³òëåíà â ðîáîò³ [23]. Çîêðåìà, äëÿ çàäà÷³ 
Ä³ð³õëå äëÿ ð³âíÿííÿ Ïóàññîíà 

 ( ) ( ),           u f∆ = ∈ ΩX X X , 

 ( ) ( ),           u gΓ = ∈ ΓX X X , 
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òàêà îö³íêà ìàº âèãëÿä 

 
( ) ( ) ( )

vol ( )n n nL L L
u u g u C f u

∞ ∞ ∞Ω Γ Ω− ≤ − + Ω − ∆ . 

Òóò nu  – íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê çã³äíî ç ìåòîäîì ÐÁÔ; 0C >  – êîíñòàíòà; 

L∞
⋅  – íîðìà â ñåíñ³ ìåòðèêè ïðîñòîðó L∞ ; vol ( )Ω  – «îá’ºì» îáëàñò³ Ω  

(«îá’ºì» – öå óìîâíà íàçâà, íàïðèêëàä, ó äâîâèì³ðíîìó âèïàäêó öå áóäå 
ïëîùà). 

Íàéá³ëüø ïîâí³ ðåçóëüòàòè äîñë³äæåíü ïîõèáîê ìåòîäó ÐÁÔ íàâåäåíî 
â ðîáîò³ [24]. Çîêðåìà, ðîçãëÿíóòî êðàéîâó çàäà÷ó 
 ( ) ( ),           Lu f= ∈ ΩX X X , 

 ( ) ( ),           u gΓ = ∈ ΓX X X , 

äå ( )Lu X  – ë³í³éíèé åë³ïòè÷íèé îïåðàòîð äðóãîãî ïîðÿäêó ç³ çì³ííèìè êî-

åô³ö³ºíòàìè. ßêùî 2( ) ( )mu W∈ ΩX , äå 2
2
nm > +[ ] , òî äëÿ ïîõèáêè ì³æ òî÷-

íèì ðîçâ’ÿçêîì ( )u X  òà íàáëèæåíèì ðîçâ’ÿçêîì ( )nu X  çã³äíî ç ìåòîäîì 

ÐÁÔ ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà 

 
2

2 2 2
, , ( )( ) m

m n m n
n X X WL

u u C h h u
∞

− − −
Ω Γ ΩΩ− ≤ +( )/ / , 

äå 0C >  – êîíñòàíòà; , 2
supminX j

j
h Ω ∈ω∈Ω

= −
X

X X , , 2
supminX j

j
h

ΓΓ
∈ω∈Γ

= −
X

X X ; ω  

– ìíîæèíà íîìåð³â âóçë³â, ÿê³ íàëåæàòü îáëàñò³ Ω ; Γω  – ìíîæèíà íîìåð³â 

âóçë³â, ÿê³ íàëåæàòü ìåæ³ Γ ; 2 ( )mW Ω  – ïðîñò³ð Ñîáîëºâà. 
Àíàëîã³÷íà îö³íêà äëÿ ïåðøî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ åë³ïòè÷íèõ ð³âíÿíü 

ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè íàâåäåíà â ðîáîò³ [22]. 
Íàáàãàòî á³ëüøå îö³íîê òî÷íîñò³ ìåòîäó ÐÁÔ ñòîñîâíî ðîçâ’ÿçàííÿ 

êðàéîâèõ çàäà÷ çðîáëåíî íà îñíîâ³ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â [19, 27, 28, 30]. 
Âèñíîâêè ç òàêèõ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â îäíîòèïí³: ìåòîä ÐÁÔ ìàº òî÷-
í³ñòü, íå íèæ÷ó, à â äåÿêèõ âèïàäêàõ íàáàãàòî âèùó, í³æ òî÷í³ñòü â³äîìèõ 
ñ³òêîâèõ ìåòîä³â – ÌÑÐ òà ÌÑÅ. 

 ×èñåëüíå ðîçâ’ÿçàííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (1)–(6) ìåòîäîì ÐÁÔ. Ïîêðèº-
ìî çàìèêàííÿ îáëàñò³ Ω = Ω Γ  âóçëîâèìè òî÷êàìè ( , , )i i i iX x y z= , i =  

1, ,N=  , äå NΩ  – ìíîæèíà íîìåð³â âóçë³â, ÿê³ ëåæàòü â îáëàñò³ Ω ; jN
Γ

 – 

ìíîæèíà íîìåð³â âóçë³â, ÿê³ ëåæàòü íà â³äïîâ³äíèõ ÷àñòèíàõ jΓ , j =  

1, ,6=  , ìåæ³ Γ ; 
6

1

j

j
N N N

Γ Ω

=
=   . 

Íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ (1)–(6) øóêàºìî ó âèãëÿä³ 

 
1 1

( , ) ( ) ( , ),        ( , ) ( ) ( , )
N N

i i i i i i
i i

h X t a t r c X t b t r
= =

≈ ϕ ε ≈ ϕ ε∑ ∑ ,  

 
1

( , ) ( ) ( , )
N

i i i
i

T X t s t r
=

≈ ϕ ε∑ , 

äå ( ),  ( ),  ( ),  1, ,i i ia t b t s t i N=  , – íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºíòè, ÿê³ çàëåæàòü ëèøå 

â³ä ÷àñó; ( , )i irϕ ε , 1, ,i N=  , – äåÿê³ â³äîì³ ÐÁÔ, ïðè÷îìó 
2i ir X X= − =  

2 2 2( ) ( ) ( )i i ix x y y z z= − + − + − . Òîä³ ç ð³âíÿíü (1)–(3), ãðàíè÷íèõ ³ ïî÷àò-

êîâèõ óìîâ (5), (6), âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ÐÁÔ, îòðèìàºìî òàêó çàäà÷ó 
Êîø³ äëÿ ñèñòåìè íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî âåêòîð³â 

íåâ³äîìèõ 1( ) ( ) N
i it a t ==A { } , 1( ) ( ) N

i it b t ==B { } , 1( ) ( ) N
i it s t ==S { } : 
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 (3) (3) (3)( , , )d
dt

⋅ + ⋅ =SM L A B S S F , (11) 

 (2) (2) (2) (2)( , , )d
dt

⋅ + ⋅ = ⋅ +BM L A B S B G S F , (12) 

 (1) (1) (1) (1) (1)( , )d
dt

′⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ +AM L B S A G B G S F , (13) 

 (1) (0) (1) (2) (0) (2) (3) (0) (3),       ,     ⋅ = ⋅ = ⋅ =M A F M B F M S F      , (14) 
äå 

  
(0) (0) (0)

1 1 1(0) ,       (0) ,      (0)N N N
i i i i i ia b s= = == = =A B S{ } { } { } , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, 1 , 1 1   ,   ,      k k N k k N k k N

ij i j ij i j i im f= = == = =M L F{ } { } { } , 

 ( ) ( ) ( ) ( )
, 1 1,   ,    1, ,3  k k N k k N

ij i j i im f k= == = =M F   { } { } ,  

 (1) (1) (2) (2) (1) (1)
, 1 , 1 , 1,    ,        N N N

ij i j ij i j ij i jg g g= = =
′ ′= = =G G G{ } { } { } , 

 (1) (2)( , ), , ( , ), ,
          

0, , 0, ,
j ji j ji

ij ij

r i N n r i N
m m

i N i N

Ω Ω

Ω Ω

 ϕ ε ∈ ϕ ε ∈ = = 
∉ ∉  

  

 (3) ( , ), ,

0, ,
T j ji

ij

c r i N
m

i N

Ω

Ω

 ϕ ε ∈= 
∉

 

 1

2

(1)

1

1 , ,
3

0, ,

( , ), ,

i iX X X X

i

i

h i N
t t

f i N

H X t i N

∗ ∗
Ω

= =
Γ

Γ

 ∂ ∂Θ+ ∈ ∂ γ ∂


= ∈
 ∈

 

 3 5

4 6

(2) (3)

1 1

, , 0, ,

0, ,          0, ,

( , ), , ( , ), ,

im m X X

i i

i i

C i N i N

f i N f i N

C X t i N T X t i N

Ω Ω
=

Γ Γ

Γ Γ

 γ ∈  ∈ = ∈ = ∈ 
 ∈ ∈

 

 1

2

1
(1)

(1 )(1 2 )
( ( , )), ,

3

( ( , ), ), ,

( , ), ,

j ji

ij j ji

j ji

e
r i N

a

r i N

r i N

Ω

Γ

Γ

+ + ξ− ⋅ ϕ ε ∈ γ


= − ϕ ε ∈
ϕ ε ∈


K

K n

 

  

 3

4

(2)

( ( , )) ( , ( , )) ( , ), ,

( ( , ) ( , ), ), ,

( , ), ,

j ji j ji m j ji

ij j ji j ji

j ji

r r r i N

r r i N

r i N

Ω

Γ

Γ

 − ⋅ ϕ ε + ϕ ε + γ ϕ ε ∈


= − ϕ ε + ⋅ ϕ ε ∈
 ϕ ε ∈

D u

D u n

  

  

 

λ

λ 5

6

(3)

( ( , )) ( , ( , )), ,

( ( , ) ( , ), ), ,

( , ), ,

j ji j ji

ij j ji j ji

j ji

r c r i N

r c r i N

r i N

Ω
ρ

Γ
ρ

Γ

 − ⋅ ϕ ε + ρ ϕ ε ∈


= − ϕ ε + ρ ⋅ ϕ ε ∈
 ϕ ε ∈

u

u n

  

   

 1

2

1
(1)

(1 )(1 2 )
( ( , )), ,

3

( ( , ), ), ,

0, ,

j ji

ij j ji

e
r i N

a

g r i N

i N

Ω

Γ

Γ

+ + ξ − ⋅ ϕ ε ∈ γ
= ϕ ε ∈
 ∈

n

 

  
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 3

4

(2)

( ( , )), ,

( ( , ), ), ,

0, ,

j ji

ij j ji

r i N

g r i N

i N

Ω

Γ

Γ

 ⋅ ϕ ε ∈


= − ϕ ε ∈
 ∈

T

T

D

D n

 

  

 1

2

1
(1)

(1 )(1 2 )
( ( , )), ,

3

( ( , ), ), ,

0, ,

j ji

ij j ji

e
r i N

a

g r i N

i N

Ω

Γ

Γ

+ + ξ − ⋅ ϕ ε ∈ γ
′ = ϕ ε ∈
 ∈

n

 





   

 ( ) (1)
0( , ),   1, , ,    1,2,3,      ( ),    1, ,k

ij j ji i im r i N k f h X i N= ϕ ε = = = =   , 

 2 (3)
0 0( ),        1, , ,                     ( ),    1, ,i i i if c X i N f T X i N= = = =   ,  

 2 2 2

2
( ) ( ) ( )ij j i j i j i j ir X X x x y y z z= − = − + − + − . 

Äëÿ äîâåäåííÿ ³ñíóâàííÿ òà ºäíîñò³ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ Êîø³ (11)–(14) íà-
âåäåìî ì³ðêóâàííÿ, àíàëîã³÷í³, ÿê ó ðîáîò³ [17, ðîçä. 6, §3]. Äëÿ öüîãî, ïî-
ïåðøå, çàäà÷ó Êîø³ (11)–(14) çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 ( ) ( )d
dt

⋅ + ⋅ =CM L C C F C , (15) 

 (0)⋅ =M C F  , (16) 

äå ( , , )=C A B S  , à ìàòðèöÿ M  ìàº áëî÷íó ñòðóêòóðó ³ ñâî¿ìè ñêëàäîâèìè 

ì³ñòèòü ìàòðèö³ ( )iM , 1,2,3i = . Àíàëîã³÷íó ñòðóêòóðó ìàþòü ìàòðèö³ ( )L C , 

M  ³ âåêòîð-ñòîâïö³ ( )F C , F . Ïî-äðóãå, äëÿ ñïðîùåííÿ áóäåìî ââàæàòè, ùî 
ñåðåä ãðàíè÷íèõ óìîâ (5) º óìîâè ëèøå ïåðøîãî ðîäó. Ïðèïóñòèìî, ùî íà 

ìåæ³ Γ  º NΓ  âóçë³â. Òîä³ â ñèñòåì³ (15) áóäå 3NΓ  ð³âíÿíü, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü 
ãðàíè÷íèì óìîâàì ïåðøîãî ðîäó ³ ÿê³ óòâîðþþòü ÑËÀÐ. Çâàæàþ÷è íà ë³-

í³éíó íåçàëåæí³ñòü ÐÁÔ [21], ç ö³º¿ ñèñòåìè ìîæíà âèðàçèòè 3NΓ  íåâ³äî-

ìèõ ÷åðåç ³íø³ 3( )N NΓ−  íåâ³äîìèõ âåêòîðè C , ïðè÷îìó òàêå ïîäàííÿ 

ºäèíå. Îòæå, íàñïðàâä³ ñèñòåìà (15) áóäå ì³ñòèòè 3( )N NΓ−  äèôåðåíö³àëü-

íèõ ð³âíÿíü íà 3( )N NΓ−  íåâ³äîìèõ. Ìàòðèöÿ M  ñèñòåìè (15), ç ÿêî¿ âè-
êðåñëåíî ð³âíÿííÿ âêàçàíî¿ ÑËÀÐ ³ â³äïîâ³äí³ ¿ì ñòîâïö³, º ñèìåòðè÷íîþ òà 

äîäàòíî âèçíà÷åíîþ [21]. Òîä³ ³ñíóº 1−M . Îòæå, ñèñòåìó (15) ìîæíà ïîäàòè 
ó âèãëÿä³ 

 ( , )d t
dt

=C P C , 

äå 1 1( , ) ( ) ( ) ( )t t− −= − ⋅ +P C M L C C M F C . Ïðè âèêîíàíí³ ïðèïóùåíü, çðîáëåíèõ 

ùîäî êîåô³ö³ºíò³â ð³âíÿíü êðàéîâî¿ çàäà÷³ (1)–(6), ôóíêö³¿ ( , )tP C , ∂
∂
P
C

 º íå-

ïåðåðâíèìè [17]. Òîä³ ³ñíóº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³ (15), (16) [18], à, 
îòæå, ³ çàäà÷³ Êîø³ (11)–(14). Òàêèì ÷èíîì, ïðè âèêîíàíí³ âêàçàíèõ ïðèïó-
ùåíü ³ñíóº ºäèíèé íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ (1)–(6) çã³äíî ç 
ìåòîäîì ÐÁÔ. 

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ Êîø³ (11)–(14) ïîä³ëèìî 

÷àñîâèé â³äð³çîê 00, t[ ] íà m  îäíàêîâèõ ÷àñòèí ç êðîêîì 0t
m

τ = . Íàáëèæå-

íèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü (11)–(13) ìîæíà 
çíàéòè çà äîïîìîãîþ ñõåìè Êðàíêà – Í³êîëñîíà [17]. Îäíàê çà ö³ºþ ñõåìîþ 
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íà êîæíîìó ÷àñîâîìó øàð³ íåîáõ³äíî ðîçâ’ÿçóâàòè ñèñòåìó íåë³í³éíèõ ð³â-
íÿíü. Ùîá óíèêíóòè öüîãî, äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ 
Êîø³ âèêîðèñòàºìî ñõåìó ïðåäèêòîð-êîðåêòîð [17], ÿêà, íàïðèêëàä, äëÿ 
ñèñòåìè íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü (15) ìàº âèãëÿä 

 
( 1) ( )

( ) ( 1) ( ) ( )1 ( ) ( ) ( )
2

j j
j j j j

+
+−⋅ + ⋅ + =

τ
W CM L C W C F C , 

 
( 1) ( )

( 1) ( ) ( 1) ( )1 1 ( )
2 2

j j
j j j j

+
+ +−  ⋅ + + ⋅ + = τ  

C CM L W C C C[ ]  

 ( 1) ( )1
2

j j+ = + 
 

F W C[ ] , 

äå W  – äîïîì³æíà âåêòîð-ôóíêö³ÿ. Âåðõí³ì ³íäåêñîì ( )j  ïîçíà÷åíî â³äïî-

â³äí³ ôóíêö³¿ ïðè t j= τ , 0,1,2, , 1j m= − . 
 Ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåí-
ò³â. Âèÿñíåííÿ îö³íêè âïëèâó òåïëîìàñî-
ïåðåíîñó íà ïðîöåñ ô³ëüòðàö³éíî¿ êîíñî-
ë³äàö³¿ ´ðóíòó äëÿ òðèâèì³ðíî¿ çàäà÷³ ïðî-
âåäåíî íà òåñòîâîìó ïðèêëàä³. Ðîçãëÿíóòî 
çàäà÷ó ô³ëüòðàö³éíî¿ êîíñîë³äàö³¿ ìàñèâó 
äâîôàçíîãî ãëèíèñòîãî ´ðóíòó ôîðìè êóáà 
ç äîâæèíîþ ðåáðà 10 ì (ðèñ. 1) ï³ä âïëè-
âîì ìèòòºâî ïðèêëàäåíîãî çîâí³øíüîãî íà-
âàíòàæåííÿ â îáëàñò³ 1 2 3 4L L L L  ³íòåíñèâ-

í³ñòþ 610q = Ïà ç òàêèìè âèõ³äíèìè äà-
íèìè: 

5
11 22 33 2.8 10−ν = ν = ν = ⋅ ì5/êã ⋅ äîáà, 

12 13 21 23 31 32 0ν = ν = ν = ν = ν = ν = ì5/êã ⋅ äîáà,  

0.55e = , 0.75ξ = ,  5
1 2.5 10a −= ⋅ ì2/Í, 

11 22 33 0.02D D D= = = ì2/äîáà, 

12 13 21 23 31 32 0D D D D D D= = = = = = ì2/äîáà, 

11 22 33 ( , )k k k k C T= = = , 12 13 21 23 31 32 0k k k k k k= = = = = = ì/äîáà, 

0mγ = äîáà-1, 350mC = ã/ë³òð, 410γ = Ïà/ì3, 1100ρ = êã/ì3, 
6

11 22 33 2.8 10−µ = µ = µ = ⋅ ì2/(ãðàä ⋅ äîáà), 

12 13 21 23 31 32 0µ = µ = µ = µ = µ = µ = ì2/(ãðàä ⋅ äîáà), 

4.2ñρ = êÄæ/(êã ⋅ ãðàä), 2137Tc = êÄæ/(ì3 ⋅ ãðàä), 

11 22 33 108λ = λ = λ = êÄæ/(ì ⋅ ãðàä ⋅ äîáà), 

12 13 21 23 31 32 0λ = λ = λ = λ = λ = λ = êÄæ/(ì ⋅ ãðàä ⋅ äîáà), 

1 17 13cos
180

tT π = +  
 

. 

Îáëàñòü 1 2 3 4L L L L  – êâàäðàò ç³ ñòîðîíàìè, ïàðàëåëüíèìè â³äïîâ³äíèì 

îñÿì êîîðäèíàò ïðè 2, 8x ∈ [ ] , 2, 8y ∈ [ ] . 

Ó ð³âíÿíí³ (1) ïîêëàäàºìî 0h
t

∗∂ =
∂

, 0
t

∗∂Θ =
∂

, îñê³ëüêè çîâí³øíº íàâàí-

òàæåííÿ ââàæàºòüñÿ ìèòòºâî ïðèêëàäåíèì ³ íåçì³ííèì ó ÷àñ³ [13]. Ôóíêö³þ 

1T  âèçíà÷àëè ç óìîâ ñåçîííèõ êîëèâàíü òåìïåðàòóðè, ïðè÷îìó maxT =  

30= °Ñ, min 4T = °Ñ. Ìåæ³ 1 2 3 4L L L L  òà 1 1 1 1A B C D  íåïðîíèêí³, à ìåæ³ 

1 1ABB A , 1 1DCC D , 1 1AA D D , 1 1BCC B , 1 2 3 4ABCD L L L L/  – äðåíîâàí³. Íà ìå-

 
Рис. 1 
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æàõ 1 2 3 4L L L L  ³ 1 1 1 1A B C D  äëÿ øóêàíèõ ôóíêö³é çàäàºìî óìîâè íåïðîíèê-

íîñò³. Äëÿ êîíöåíòðàö³¿ ñîëåé íà 1 1ABB A , 1 1DCC D , 1 1AA D D , 1 1BCC B  çàäà-
ºìî ãðàíè÷í³ óìîâè øâèäêîãî âèíîñó ñîëåé, à äëÿ òåìïåðàòóðè – óìîâè 
òåïëî³çîëÿö³¿. Íà 1 2 3 4ABCD L L L L/  çàäàíî ãðàíè÷í³ óìîâè ïåðøîãî ðîäó. 

Ïî÷àòêîâèé ðîçïîä³ë íàäëèøêîâèõ íàïîð³â 0 ( )h X  çàëåæèòü â³ä âëàñòè-

âîñòåé ´ðóíòó, à òàêîæ â³ä çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ. Íåõàé ìàºìî äîâ³ëü-
íèé çàêîí ðîçïîä³ëó íàâàíòàæåííÿ ( , , )q x y t  â îáëàñò³ Φ  éîãî ïðèêëàäåííÿ, 

ÿêà ëåæèòü ó ïëîùèí³ 0z = . Ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ íàäëèøêîâîãî íàïîðó äëÿ 
òî÷êè, ùî ëåæèòü â îáëàñò³ Φ  ïðèêëàäåííÿ íàâàíòàæåííÿ, âèçíà÷àºìî çà 
ôîðìóëîþ [13] 

 0 0

( , ,0)
( , , ) ,           ( , )pz

q x y
h x y z h x y= = + ∈ Φ

γ
, 

äå γ  – ïèòîìà âàãà ïîðîâîãî ðîç÷èíó; ph  – çíà÷åííÿ íàïîðó â òî÷ö³ 

( , )x y ∈ Φ  äî ïðèêëàäåííÿ íàâàíòàæåííÿ. 

Äëÿ äîâ³ëüíî¿ òî÷êè ( , , )X x y z=  îáëàñò³ êîíñîë³äàö³¿ Ω , ùî íå íàëå-

æèòü äî îáëàñò³ Φ  ïðèêëàäåííÿ íàâàíòàæåííÿ, çíà÷åííÿ íàäëèøêîâèõ íà-
ïîð³â ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó âèçíà÷àºìî çà ôîðìóëîþ [13] 

 0
( )

( )
3
X

h X
Θ=

γ
, (17) 

äå 
3

( , , 0)
( ) (1 )

q zX d d
rΦ

ξ η
Θ = − ν ξ η

π∫∫  – ñóìà ãîëîâíèõ íàïðóæåíü ó òî÷ö³ X ; 

2 2 2( ) ( )r x y z= − ξ + − η + ; ν  – êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà. 

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàëà ³ äëÿ âèçíà÷åííÿ ( )XΘ  ó (17), êîëè, íàïðè-

êëàä, îáëàñòü Φ  ïðèêëàäåííÿ íàâàíòàæåííÿ º ïðÿìîêóòíèêîì ,x a b∈ [ ] , 
,y c d∈ [ ] , âèêîðèñòîâóâàëè êâàäðàòóðíó ôîðìóëó 9-ãî ïîðÿäêó òî÷íîñò³ [14, 

ñ. 141]. Äëÿ çàñòîñóâàííÿ ö³º¿ ôîðìóëè ïîïåðåäíüî ïðÿìîêóòíèê ,x a b∈ [ ] , 
,y c d∈ [ ] â³äîáðàæàëè íà êâàäðàò 1, 1 ,  1, 1ξ ∈ − η ∈ −[ ] [ ] . 

Äëÿ êîåô³ö³ºíòà ô³ëüòðàö³¿ âèêîðèñòîâóâàëè çàëåæí³ñòü â³ä êîíöåíò-
ðàö³¿ ñîëåé ³ òåìïåðàòóðè ïîðîâî¿ ð³äèíè, íàâåäåíó â [10], ÿêó àïðîêñèìó-
âàëè ìåòîäîì ðàä³àëüíèõ áàçèñíèõ ôóíêö³é. Íåõàé ó çàìèêàíí³ îáëàñò³ 

Ω = Ω Γ  º n  âóçëîâèõ òî÷îê ( ) ( ) ( ) ( )
1 2( , , , )i i i i

nx x x=X  , 1, ,i n=  . Ïðè öüî-

ìó â êîæíîìó âóçë³ â³äîìå çíà÷åííÿ ( ) ( )( )i if f= X , 1, ,i n=  , äåÿêî¿, âçàãà-

ë³ êàæó÷è, íåâ³äîìî¿ ôóíêö³¿ ( )f X . Ìåòîä ðàä³àëüíèõ áàçèñíèõ ôóíêö³é 

ïîëÿãàº â íàáëèæåíí³ ôóíêö³¿ ( )f X  çà äîïîìîãîþ ðÿäó [21] 

 
1

( ) ( , )
n

n j j j
j

f c r
=

= ϕ ε∑X , (18) 

äå jc  – íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºíòè; ( , )j jrϕ ε  – äåÿê³ â³äîì³ ÐÁÔ; 
2j jr = −X X . 

Ïðèïóñêàþ÷è, ùî çíà÷åííÿ ôóíêö³é ( )f X  òà ( )nf X  ó êîæí³é âóçëîâ³é 

òî÷ö³ ( )iX , 1, ,i n=  , ñï³âïàäàþòü, ç (18) îòðèìóºìî ÑËÀÐ ç n  ð³âíÿíü íà 
n  íåâ³äîìèõ 

 ⋅ =C F , (19) 

äå 1 2( , , , )nc c c=C  , , 1( , ) n
j ij i jr == ϕ ε { } , ( )

1
i n

if ==F { } , 
2ij i jr = −X X . 

Ìàòðèöÿ   ñèìåòðè÷íà òà äîäàòíî âèçíà÷åíà, îòæå, äëÿ íå¿ çàâæäè ³ñíóº 
îáåðíåíà, ³ ÑËÀÐ (19) çàâæäè ìàº ðîçâ’ÿçîê. 
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Äëÿ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â âèêîðèñòîâóâàëè ìóëüòèêâàäðàòè÷íó 

ÐÁÔ 2( , ) 1 ( )r rϕ ε = + ε . Ïðîöåñ êîíñîë³äàö³¿ äîñë³äæóâàëè ïðîòÿãîì îäíîãî 

ðîêó ç êðîêîì 30τ = ä³á. Ðîçðàõóíêîâó îáëàñòü ïîêðèâàëè âóçëîâîþ ñ³òêîþ 
ç êðîêàìè 1ì çà êîæíîþ çì³ííîþ. 

Ïðè íàâåäåíèõ âõ³äíèõ äàíèõ ó ïëîùèí³ 5x = ì îá÷èñëåíî çíà÷åííÿ 
íàäëèøêîâîãî íàïîðó ( , )h X t  â ´ðóíò³ áåç óðàõóâàííÿ âïëèâó òåïëîìàñîïå-

ðåíîñó ïðè 180t = ä³á (ðèñ. 2) ³ ð³çíèö³ ( , )h X t∆  ì³æ çíà÷åííÿìè íàäëèøêî-
âèõ íàïîð³â ó ´ðóíò³ ç óðàõóâàííÿì ³ áåç óðàõóâàííÿ âïëèâó òåïëîìàñîïå-
ðåíîñó ïðè 180t = ä³á (ðèñ. 3), êîíöåíòðàö³¿ ñîëåé ( , )c X t  ³ òåìïåðàòóðè 

( , )T X t  ïðè 330t = ä³á (â³äïîâ³äíî ðèñ. 4 ³ ðèñ. 5). 
ßê âèäíî ç ðèñ. 3, òåïëîìàñîïåðåíîñ ìàº ñóòòºâèé âïëèâ íà ïðîöåñ 

êîíñîë³äàö³¿ ´ðóíòó. Òàê, ç óðàõóâàííÿì âïëèâó òåïëîìàñîïåðåíîñó íàä-
ëèøêîâ³ íàïîðè ðîçñ³þþòüñÿ ïîâ³ëüí³øå. Öå ìîæå çàøêîäèòè ñò³éêîñò³ ñïî-
ðóä, çâåäåíèõ íà öèõ ´ðóíòàõ. 

  
 Рис. 2 Рис. 3  

  
 Рис. 4 Рис. 5  

Ç ìåòîþ ïîð³âíÿííÿ âèêîíàíî ðîçðàõóíêè ïðè òàêèõ ñàìèõ âõ³äíèõ äà-
íèõ äëÿ äâîâèì³ðíîãî âèïàäêó. Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè äëÿ íàäëèøêîâèõ íà-
ïîð³â ( , , )h y z t  ³ ð³çíèö³ ( , , )h y z t∆  ïðè 180t = ä³á íàâåäåíî íà ðèñ. 6 ³ ðèñ. 7. 

  
 Рис. 6  Рис. 7  
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ßê áà÷èìî íà ðèñ. 2 ³ ðèñ. 6, ñàì³ íàäëèøêîâ³ íàïîðè ( , , )h y z t  áåç óðà-
õóâàííÿ âïëèâó òåïëîìàñîïåðåíîñó ó äâîâèì³ðíîìó âèïàäêó º ó 2.5  ðàçè 
á³ëüøèìè, í³æ ïðè ðîçðàõóíêàõ ó òðèâèì³ðíîìó âèïàäêó. Öå æ ñòîñóºòüñÿ ³ 
ð³çíèö³ ( , , )h y z t∆  ì³æ íàäëèøêîâèìè íàïîðàìè ç óðàõóâàííÿì òà áåç óðà-
õóâàííÿ òåïëîìàñîïåðåíîñó (ðèñ. 3 ³ ðèñ. 7). 
 Âèñíîâêè. Àíàë³ç ðåçóëüòàò³â ïðîâåäåíèõ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â 
äîçâîëÿº çðîáèòè òàê³ âèñíîâêè: 

– ïðîöåñè òåïëîìàñîïåðåíîñó ìàþòü ñóòòºâèé âïëèâ íà ðîçïîä³ë íàä-
ëèøêîâèõ íàïîð³â ó ´ðóíò³. Çîêðåìà, ç óðàõóâàííÿì öèõ ïðîöåñ³â îòðèìóº-
ìî â ðîçðàõóíêàõ ñïîâ³ëüíåííÿ ðîçñ³þâàííÿ íàäëèøêîâèõ íàïîð³â. Ç òî÷êè 
çîðó ìåõàí³êè ´ðóíò³â öå º íåãàòèâíèì ÿâèùåì, îñê³ëüêè ï³äâèùåííÿ çíà-
÷åíü íàäëèøêîâèõ íàïîð³â âåäå äî çìåíøåííÿ êîåô³ö³ºíòà ñò³éêîñò³ ´ðóíòî-
âèõ îñíîâ [13]; 

– çìåíøóþ÷è ðîçì³ðí³ñòü çàäà÷³, îòðèìóºìî çàâèùåí³ ïðîãíîçè ðîçïî-
ä³ëó íàäëèøêîâèõ íàïîð³â ó ´ðóíò³, ùî ïðèçâîäèòü äî çá³ëüøåííÿ òåðì³í³â 
ïðîâåäåííÿ áóä³âåëüíèõ ðîá³ò íà ´ðóíòîâèõ ìàñèâàõ, ÿê³ êîíñîë³äóþòüñÿ. 
Îòæå, äîö³ëüíî ðîçâ’ÿçóâàòè ñàìå ïðîñòîðîâ³ çàäà÷³ ô³ëüòðàö³éíî¿ êîíñîë³-
äàö³¿. 

Ïèòàííÿ òåîðåòè÷íîãî âñòàíîâëåííÿ îö³íêè òî÷íîñò³ îòðèìàíèõ ÷èñåëü-
íèõ ðîçâ’ÿçê³â ïëàíóºòüñÿ ðîçãëÿíóòè â ïîäàëüøèõ äîñë³äæåííÿõ. 
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ЗАДАЧАХ 
ФИЛЬТРАЦИОННОЙ КОНСОЛИДАЦИИ С УЧЕТОМ ВЛИЯНИЯ ТЕХНОГЕННЫХ 
ФАКТОРОВ МЕТОДОМ РАДИАЛЬНЫХ БАЗИСНЫХ ФУНКЦИЙ 
 
Ïðèìåíåí áåçñåòî÷íûé ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé 
çàäà÷è, îïèñûâàþùåé ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ïðîöåññà ôèëüòðàöèîííîé êîíñî-
ëèäàöèè â òð¸õìåðíîé îáëàñòè. Îí áàçèðóåòñÿ íà ìåòîäå êîëëîêàöèé ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ðàäèàëüíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷å-
òîâ, êîòîðûå ñâèäåòåëüñòâóþò îá ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà. 
 
NUMERICAL SOLUTION OF 3-D SOIL FILTRATION CONSOLIDATION PROBLEMS TAKING 
INTO ACCOUNT SALT AND HEAT TRANSFER BY THE RADIAL BASIS FUNCTION METHOD 
 
A meshless method is used to determine an approximate solution of the boundary-value 
problem of 3-D soil filtration consolidation taking into account salt and heat transfer. It 
is based on the collocation methods with use of radial basis functions. The numerical 
experiments are carried out. It has been shown that meshless methods can be alternative 
to the mesh ones for the corresponding boundary-value problems. 
 
Íàö. óí-ò âîäíîãî ãîñï-âà  Îäåðæàíî 
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