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СТІЙКІСТЬ КОНФІГУРАЦІЙ ТОЧКОВИХ ВИХОРІВ НА СФЕРІ 
 

Äîñë³äæóºòüñÿ ðóõ òî÷êîâèõ âèõîð³â íà ñôåð³. Ìåòîäàìè ë³í³éíî¿ àëãåáðè 
çíàõîäÿòüñÿ ñèìåòðè÷í³ ïîëîæåííÿ â³äíîñíî¿ ð³âíîâàãè. Íàâîäèòüñÿ êàòàëîã 
ñèìåòðè÷íèõ êîíô³ãóðàö³é, ÿê³ áàçóþòüñÿ íà ïðàâèëüíèõ ìíîãîãðàííèêàõ. 
Ïðîâîäèòüñÿ äîñë³äæåííÿ ñò³éêîñò³ çíàéäåíèõ ïîëîæåíü ð³âíîâàãè.  

 
1. Âñòóï. Âèõðîâà äèíàì³êà ÿê øèðîêèé ðîçä³ë ñó÷àñíî¿ ã³äðîäèíàì³êè 

áåðå ñâ³é ïî÷àòîê ç êëàñè÷íîãî ìåìóàðà Ã. Ãåëüìãîëüöà [21]. Ó ö³é ðîáîò³ 
Ãåëüìãîëüö íå ò³ëüêè îçíà÷èâ âèõðîâèé ðóõ ê³íåìàòè÷íî (äî íüîãî öå çðî-
áèâ Ñòîêñ ó 1845 ðîö³), àëå é äîâ³â äî äîñêîíàëîñò³ äèíàì³÷íó òåîð³þ ðóõó 
âèõîð³â â ³äåàëüí³é (íåâ’ÿçê³é) íåñòèñëèâ³é ð³äèí³ ó âèãëÿä³ òðüîõ çàêîí³â 
çáåðåæåííÿ ïðèáëèçíî â ò³é æå ôîðì³, â ÿê³é âîíè íàâåäåí³ ó âñ³õ ï³äðó÷-
íèêàõ ç ã³äðîäèíàì³êè. Îñíîâíèé çì³ñò äèíàì³÷íî¿ òåîð³¿ ì³ñòèòüñÿ â çàêîí³ 
çáåðåæåííÿ âèõðîâîãî ðóõó: â ³äåàëüí³é ð³äèí³ âèõîðè íå ìîæóòü çíèêíóòè 
³ ¿õ ³íòåíñèâí³ñòü ïîñò³éíà â ÷àñ³. Äî çáåðåæåííÿ âèõîð³â ó ÷àñ³ äîäàºòüñÿ ³ 
çáåðåæåííÿ ó ïðîñòîð³: ³íòåíñèâí³ñòü âèõîð³â ïîñò³éíà âçäîâæ êîæíî¿ âèõ-
ðîâî¿ òðóáêè; ö³ òðóáêè àáî º çàìêíóòèìè, àáî âèõîäÿòü íà ãðàíèöþ ð³äèíè. 
Äî ñüîãîäí³ íàêîïè÷åíà âåëè÷åçíà ê³ëüê³ñòü ë³òåðàòóðè (äîñòàòíüî ïîâíèé 
îãëÿä ðàíí³õ ïóáë³êàö³é íàâåäåíî ó [28]), ÿêà âêëþ÷àº ÿê êëàñè÷í³ ï³äðó÷-
íèêè ç ã³äðîìåõàí³êè, òàê ³ ñïåö³àëüí³ ìîíîãðàô³¿ ç âèõðîâî¿ äèíàì³êè [1, 3, 
6, 10, 12, 15, 16, 29]. 

Îñîáëèâèé ³íòåðåñ ïðåäñòàâëÿº äèíàì³êà òî÷êîâèõ âèõîð³â íà ïëîùèí³, 
òîáòî âçàºìîä³ÿ ïàðàëåëüíèõ âèõðîâèõ íèòîê. Íà ïåðøèé ïîãëÿä, ãàì³ëüòî-
íîâ³ ð³âíÿííÿ ðóõó òàêèõ òî÷êîâèõ âèõîð³â, âèâåäåí³ âïåðøå ó êíèç³ [9], º 
÷èñòî ê³íåìàòè÷íèìè óìîâàìè ðóõó òî÷êè, â ÿê³é çíàõîäèòüñÿ âèõîð, ó íà-
âåäåíîìó ïîë³ øâèäêîñòåé â³ä ³íøèõ âèõîð³â. Ïðîòå, ÿê çàçíà÷åíî ó [8, §21], 
ö³ ð³âíÿííÿ âèðàæàþòü äèíàì³÷í³ çàêîíè ðóõó, ÿê³ âèïëèâàþòü ç ð³âíÿíü 
ðóõó Åéëåðà äëÿ ³äåàëüíî¿ íåñòèñëèâî¿ ð³äèíè. 

Äî íåäàâíüîãî ÷àñó çíà÷íî ìåíøå óâàãè áóëî ïðèä³ëåíî ðóõó òî÷êîâèõ 
âèõîð³â íà ñôåð³. ². Ñ. Ãðîìåêà [7] áóâ ïåðøèì, õòî çâåðíóâñÿ äî âèâ÷åííÿ  
òàêîãî ðóõó âèõîð³â. Â³í, âèêîðèñòîâóþ÷è êàðòîãðàô³÷íó ïðîåêö³þ, ïîáóäó-
âàâ çàãàëüí³ ð³âíÿííÿ ðóõó âèõîð³â íà öèë³íäð³ òà íà ñôåð³. Ãðîìåêà òàêîæ 
ðîçãëÿíóâ á³ëüø çàãàëüíó çàäà÷ó ïðî ðóõ âèõîð³â ó çàìêíåí³é íåðóõîì³é 
îáëàñò³ íà ñôåð³. Àëå éîãî ð³âíÿííÿ ì³ñòÿòü íåâ³äîìó «ôóíêö³þ ¥ð³íà äëÿ 
îá’ºìó, ÿêèé çàéìàº ð³äèíà». Íà æàëü, öÿ ðîáîòà ïðîéøëà ìàéæå íåïîì³÷å-
íîþ [5]. 

Íà â³äì³íó â³ä Ãðîìåêè, Å. Öåðìåëî [34] âèâ³â ïîâí³ ð³âíÿííÿ ðóõó. Õî-
÷à ö³ ð³âíÿííÿ ³ áóëè îòðèìàí³ íà ïî÷àòêó XX-ãî ñòîð³÷÷ÿ, ïèòàííÿ äèíà-
ì³êè âèõðîâèõ ñòðóêòóð íà ñôåð³ íå îòðèìàëî äîñòàòíüî¿ óâàãè â òîé ÷àñ. 
Ö³ æ ð³âíÿííÿ, ï³ñëÿ 70 ðîê³â çàáóòòÿ, ïîâòîðíî áóëè âèâåäåí³ Áîãîìîëîâèì 
ó [2]. Àâòîð âèâ³â îñíîâí³ ð³âíÿííÿ ðóõó, ïîêàçàâ, ùî ñèñòåìà º ãàì³ëüòîíî-
âîþ, ³ çíàéøîâ ³íâàð³àíòè ðóõó. Áîãîìîëîâ òàêîæ âèâ³â ð³âíÿííÿ ðóõó òî÷-
êîâèõ âèõîð³â íà ðóõîì³é ñôåð³. Äîñèòü ëàêîí³÷íå âèâåäåííÿ ð³âíÿíü ðóõó 
òî÷êîâèõ âèõîð³â íàâåäåíî ó ðîáîò³ [24]. Ó í³é àâòîðè òàêîæ âèâåëè ð³âíÿí-
íÿ ðóõó îäíîð³äíèõ îáëàñòåé çàâèõðåíîñò³. Ó ðîáîò³ [23] óçàãàëüíåíî ìåòîä 
âèâåäåííÿ ð³âíÿíü ðóõó íà ïîâåðõí³ ñòàëî¿ êðèâèíè. 

Ïèòàííÿ ñò³éêîñò³ âèõðîâèõ êîíô³ãóðàö³é ÿê íà ñôåð³, òàê ³ íà ïëîùèí³ 
º ìàëîäîñë³äæåíèìè íà ñüîãîäí³. Ó áàãàòüîõ ðîáîòàõ ç ö³º¿ òåìàòèêè âèâ÷à-
ºòüñÿ ñò³éê³ñòü âèõîð³â, ðîçòàøîâàíèõ ó âåðøèíàõ ïðàâèëüíèõ ìíîãîêóòíè-
ê³â [ 25, 27]. Ó öèõ ðîáîòàõ äîñë³äæóºòüñÿ ñò³éê³ñòü âèõðîâèõ ê³ëåöü ç îäíà-
êîâèìè àáî ïðîòèëåæíèìè çà çíàêîì ³íòåíñèâíîñòÿìè âèõîð³â. Á³ëüø 
ñêëàäíó çàäà÷ó ñò³éêîñò³ âèõðîâîãî ê³ëüöÿ ç âèõîðîì íà ïîëþñ³ äîñë³äæåíî 
ó [20]. Ó [32] âèêîðèñòàíî ìåòîä åíåðã³¿ ³ ìîìåíòó äëÿ äîñë³äæåííÿ íåë³í³é-
íî¿ ñò³éêîñò³ òðüîõ âèõîð³â ç ð³çíèìè ³íòåíñèâíîñòÿìè íà ñôåð³. Ñòàòòÿ [11] 
º ºäèíîþ ðîáîòîþ, ó ÿê³é äîñë³äæåíî ñò³éê³ñòü êîíô³ãóðàö³é, óòâîðåíèõ 
ïðàâèëüíèìè ìíîãîãðàííèêàìè. 
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Ó ïðîïîíîâàí³é ñòàòò³ çîñåðåäèìîñü íà çíàõîäæåíí³ ñèìåòðè÷íèõ ïîëî-
æåíü â³äíîñíî¿ ð³âíîâàãè òî÷êîâèõ âèõðîâèõ ñòðóêòóð íà ñôåð³ òà íà äî-
ñë³äæåíí³ ñò³éêîñò³ âèðîäæåíèõ ïîëîæåíü ð³âíîâàãè. 

2. Ðóõ òî÷êîâèõ âèõîð³â íà ñôåð³. Âèõðîâå ïîëå   âèçíà÷àºòüñÿ ÿê 
ðîòîð ïîëÿ øâèäêîñòåé u : 

 = × u . (1) 
Ó âèïàäêó, êîëè ïîëå øâèäêîñòåé îïèñóº ðóõ íåñòèñëèâî¿ îäíîð³äíî¿ 

³äåàëüíî¿ ð³äèíè, ç ïðèíöèïó çáåðåæåííÿ ìàñè ìàºìî 

 0⋅ =u . (2) 
Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî ó âèïàäêó, êîëè ð³äèíà ðóõàºòüñÿ ïî ïî-

âåðõí³ ñôåðè îäèíè÷íîãî ðàä³óñà, ìîæíà ââåñòè ôóíêö³þ òå÷³¿ ψ , ÿêà âè-
çíà÷àº ïîëå øâèäêîñòåé òàêèì ÷èíîì: 

 ( ) r= ψ ×u e , (3) 

äå re  – îäèíè÷íèé âåêòîð íîðìàë³, íàïðàâëåíèé óçäîâæ ðàä³óñà ñôåðè. 
Ä³éñíî, 
 (( ) ) ( ( )) ( )r r r⋅ = ⋅ ψ × = ⋅ × ψ − ψ ⋅ × =u e e e        

 0r= ⋅ − ψ ⋅ =e 0 0 , (4) 

òîáòî óìîâà (2) àâòîìàòè÷íî çàäîâîëüíÿºòüñÿ. Ë³í³¿ ð³âíÿ ôóíêö³¿ ψ  áóäóòü 
òàêîæ ³ ë³í³ÿìè òå÷³¿, òîáòî ë³í³ÿìè, âçäîâæ ÿêèõ áóäóòü ðóõàòèñü ÷àñòèíêè 
ð³äèíè ó ïîë³ øâèäêîñòåé u . 

Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè (3) â (1) îòðèìàºìî 

 ∆ψ = − ω , (5) 

äå r= ωe . Ó ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ öå ñï³ââ³äíîøåííÿ íàáóäå âèãëÿäó 

 
2

2 2
1 1sin

sin sin

∂ψ ∂ ψ∂  θ + = − ω θ ∂θ ∂θ θ  ∂ϕ
. (6) 

Ïåðåïèñàâøè ó ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ ñï³ââ³äíîøåííÿ (3), îòðèìàºìî 
òàêèé âèãëÿä ïîëÿ øâèäêîñòåé: 

 10, ,
sin

∂ψ ∂ψ = − θ ∂ϕ ∂θ 
u . (7) 

 Îïåðàòîð ó ë³â³é ÷àñòèí³ ð³âíÿíí³ (6) íîñèòü íàçâó îïåðàòîðà Áåëüòðà-
ì³ – Ëàïëàñà. Äëÿ òîãî ùîá òåîðåìà Êåëüâ³íà äëÿ öèðêóëÿö³¿ âèêîíóâàëàñü, 
òîáòî, ùîá 

 0
S

dSω =∫ , (8) 

äå S  – ïîâåðõíÿ ñôåðè, îçíà÷èìî ôóíêö³þ ¥ð³íà ( , , , )G ′ ′θ ϕ θ ϕ  äëÿ îïåðàòî-
ðà Áåëüòðàì³ – Ëàïëàñà òàêèì ÷èíîì: 

 
2

2 2
1 1 1sin ( , , , )

sin 4sin
G G∂ ∂ ∂  ′ ′θ + = δ θ ϕ θ ϕ − θ ∂ϕ ∂θ πθ  ∂ϕ

. (9) 

Îñòàíí³é äîäàíîê ñïðàâà â³äïîâ³äàº ïîñò³éíîìó ïîëþ çàâèõðåíîñò³, ³íòåã-
ðàëüíà öèðêóëÿö³ÿ ÿêîãî äîð³âíþº 1− , òîáòî ð³âíà ³ ïðîòèëåæíà çà çíàêîì 

äî ³íòåíñèâíîñò³ îñîáëèâîñò³ â òî÷ö³ ( , )′ ′θ ϕ . Öÿ îñîáëèâ³ñòü ìàº íàçâó òî÷êî-
âîãî âèõîðó íà ñôåð³. 

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî ð³âíÿííÿ (9) çàäîâîëüíÿº ôóíêö³ÿ 

 1 1( , , , ) ln sin ( , , , )
2 2

G  ′ ′ ′ ′θ ϕ θ ϕ = − γ θ ϕ θ ϕ π  
, (10) 

äå ( , , , )′ ′γ θ ϕ θ ϕ  – öåíòðàëüíèé êóò ì³æ òî÷êàìè ç êîîðäèíàòàìè ( , )θ ϕ  ³ 

( , )′ ′θ ϕ . Âèêîðèñòàâøè òðèãîíîìåòðè÷íó ôîðìóëó äëÿ ñèíóñà ïîëîâèííîãî 
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êóòà, îòðèìàºìî 

 1 ln (1 cos )
4

G = − − γ
π

. (11) 

Öÿ ôîðìóëà º á³ëüø çðó÷íîþ, îñê³ëüêè cos γ  ìîæíà âèðàçèòè ÿê 

 cos cos cos sin sin cos ( )′ ′ ′γ = θ θ + θ θ ϕ − ϕ . (12) 

Êîðèñòóþ÷èñü âèùåíàâåäåíîþ ôóíêö³ºþ ¥ð³íà (11), ìîæåìî çíàéòè 
ôóíêö³þ òå÷³¿ ψ  ÿê ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (6): 

 ( , ) ( , ) ln (1 cos ) sin
S

d d′ ′ ′ ′ ′ψ θ ϕ = ω θ ϕ − γ θ θ ϕ∫ . (13) 

Ùîá îòðèìàòè ð³âíÿííÿ ðóõó N  òî÷êîâèõ âèõîð³â íà íåðóõîì³é ñôåð³, 
âèáåðåìî ω  òàêèì ÷èíîì: 

 
1

( , ) ( , , , )
N

i i i
i=

ω θ ϕ = Γ δ θ ϕ θ ϕ∑ , (14) 

äå iΓ  – ³íòåíñèâí³ñòü i -ãî âèõîðó. Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè (14) ó (13), âèêîðèñòî-
âóþ÷è (7), îòðèìàºìî 

 
1

sin sin ( )1 1
sin 4 1 cos

N
j j

j
jj

uθ
=

θ ϕ − ϕ∂ψ
= = − Γ

θ ∂ϕ π − γ∑ , 

 
1

cos sin cos ( ) sin cos1
4 1 cos

N
j j j

j
jj

uϕ
=

θ θ ϕ − ϕ − θ θ∂ψ
= − = − Γ

∂θ π − γ∑ , (15) 

äå ( , , , )j j jγ = γ θ ϕ θ ϕ . 

Çã³äíî ç òåîðåìîþ Ãåëüìãîëüöà âèõîðè áóäóòü ðóõàòèñü ÿê ÷àñòèíêè 
ð³äèíè, òîáòî ð³âíÿííÿ ðóõó N  òî÷êîâèõ âèõîð³â ìàþòü âèãëÿä 

 
1,

sin sin ( )1
4 1 cos

N
j i j

i j
ijj i j= ≠

θ ϕ − ϕ
θ = − Γ

π − γ∑ , 

 
1,

cos sin cos ( ) sin cos1sin
4 1 cos

N
i j i j i j

i i j
ijj i j= ≠

θ θ ϕ − ϕ − θ θ
θ ϕ = − Γ

π − γ∑ , (16) 

äå ( , , , )ij i i j jγ = γ θ ϕ θ ϕ . 

Íàâåäåí³ ð³âíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè ó âåêòîðí³é ôîðì³ [29]: 

 
2

1,
2 ( )

N
j j i

i
j j i i j= ≠

Γ ×
=

π −
∑

x x
x

x x
 , (17) 

äå ix  – âåêòîð, ÿêèé ç’ºäíóº öåíòð ñôåðè ç òî÷êîþ, â ÿê³é çíàõîäèòüñÿ 

òî÷êîâèé âèõîð, òîáòî 1i =x . 

Äëÿ òîãî ùîá îòðèìàòè ð³âíÿííÿ ðóõó òî÷êîâèõ âèõîð³â íà ñôåð³, ùî 
îáåðòàºòüñÿ, äî ω , âèçíà÷åíîãî ó (16), ïîòð³áíî äîäàòè 2 cosrω = Ω θ . Òîä³ 
ð³âíÿííÿ ðóõó ó âåêòîðí³é ôîðì³ íàáóäóòü âèãëÿäó 

 
2

1,
2 ( )

N
j j i

i z i
j j i i j= ≠

Γ ×
= + Ω ×

π −
∑

x x
x e x

x x
 , (18) 

äå (0, 0, 1)z =e . 

Çàóâàæèìî, ùî ð³âíÿííÿ (16) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ð³âíÿíü Ãà-
ì³ëüòîíà ç òàêèì ãàì³ëüòîí³àíîì ³ êàíîí³÷íèìè çì³ííèìè: 

 1  ln
4 i j ij

i j

H
<

= Γ Γ
π ∑  , 

 cos ,        i i i iP Q= Γ θ = Γ ϕ , 
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 ,                i i
i i

H HP Q
Q P

∂ ∂= = −
∂ ∂

  , (19) 

äå 2 2( ) 2(1 cos )ij i j ij= − = − γx x . 

Äóæêà Ïóàññîíà äëÿ ö³º¿ ãàì³ëüòîíîâî¿ ñèñòåìè ìàº âèãëÿä 

 
1

1, ,     , cos
cos cos

N
ij

i j
k k k k k ik

g gf f
f g

=

δ∂ ∂∂ ∂ = − ϕ θ = Γ ∂ θ ∂ϕ ∂ϕ ∂ θ Γ ∑{ } { } , (20) 

äå ijδ  – ñèìâîë Êðîíåêåðà. 

Îêð³ì ãàì³ëüòîí³àíà H , öÿ ñèñòåìà äîïóñêàº ùå òðè ³íòåãðàëè ðóõó: 

 1
1

sin cos const
N

i i i
i

M
=

= Γ θ ϕ =∑ , 

 2
1

sin sin const
N

i i i
i

M
=

= Γ θ ϕ =∑ , 

 3
1

cos const
N

i i
i

M
=

= Γ θ =∑ , (21) 

ÿê³ ðàçîì óòâîðþþòü âåêòîð 1 2 3
1

( , , )
N

k k
k

M M M
=

= = Γ∑M x , ÿêèé íàçèâàþòü 

ìîìåíòîì çàâèõðåíîñò³ [29]. Òàêîæ êîðèñíî ââåñòè äî ðîçãëÿäó âåêòîð, 
ÿêèé íàçèâàþòü öåíòðîì çàâèõðåíîñò³: 

 =
Γ
Mc , äå 

1

N

i
i=

Γ = Γ∑ . (22) 

Çàçíà÷èìî, ùî 1 2 3, , ,H M M M  ó çàãàëüíîìó âèïàäêó äàþòü ò³ëüêè òðè 
íåçàëåæíèõ ³íâîëþòèâíèõ ³íòåãðàëè: 

 2 2 2 2
3 1 2 3 1 2, 0,          , 0,    , 0H M H M M M M M= + = + ={ } { } { } . (23) 

Ó âèïàäêó, êîëè =M 0 , ç³ ñï³ââ³äíîøåíü 

 2 1 3 1 3 2 3 2 1, ,      , ,       ,M M M M M M M M M= = ={ } { } { }  (24) 

îòðèìàºìî ÷îòèðè íåçàëåæíèõ ³íâîëþòèâíèõ ³íòåãðàëè. Çàçíà÷åí³ ôàêòè 
ñôîðìóëþºìî ó âèãëÿä³ òåîðåìè, ÿêà áóëà äîâåäåíà ó [29]. 

Òåîðåìà 1. Çàäà÷à ïðî ðóõ 3-õ âèõîð³â íà ñôåð³ ïîâí³ñòþ ³íòåãðîâíà 
äëÿ âèõîð³â äîâ³ëüíî¿ ³íòåíñèâíîñò³. ßêùî öåíòð çàâèõðåíîñò³ äîð³âíþº 
íóëåâ³, òî çàäà÷à ïðî ðóõ 4-õ âèõîð³â íà ñôåð³ òàêîæ ³íòåãðîâíà. 

Àíàëîã³÷íèé ðåçóëüòàò ó 1998 ðîö³ íåçàëåæíî îòðèìàëè Î. Â. Áîðèñîâ ³ 
Â. Ã. Ëåáåäºâ ó [3, 18, 19]. Ïðîòå, ÿê â³äì³òèâ Áîðèñîâ, âïåðøå öåé ðåçóëü-
òàò áóëî îòðèìàíî â äèñåðòàö³éí³é ðîáîò³ Å. Öåðìåëî, ÿêà áóëà îïóáë³êîâà-
íà íà ïî÷àòêó XX-ãî ñòîë³òòÿ [4, 34]. 

Àëüòåðíàòèâíå âèâåäåííÿ ð³âíÿíü ðóõó ìîæíà çíàéòè ó [2, 3, 13, 34]. 
Ð³âíÿííÿ ðóõó ó ñòåðåîãðàô³÷í³é ïðîåêö³¿, à òàêîæ ãðàíè÷íèé ïåðåõ³ä äî 
ïëîñêîãî âèïàäêó íàâåäåíî ó [14, 29]. 

2. Ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîëîæåíü ð³âíîâàãè âèêî-
ðèñòàºìî ï³äõ³ä, ÿêèé äîçâîëèòü çíàéòè íå ò³ëüêè ïîëîæåííÿ àáñîëþòíî¿ 
ð³âíîâàãè, à òàêîæ ³ ïîëîæåííÿ â³äíîñíî¿ ð³âíîâàãè. Äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëà-
äîê ñêîðèñòàºìîñü ð³âíÿííÿìè ðóõó ó âåêòîðí³é ôîðì³ (18). Ðîçãëÿíåìî 
ñèñòåìó ³ç N  âèõîð³â äîâ³ëüíî¿ ³íòåíñèâíîñò³. Ðóõ i -ãî òà j -ãî âèõîðó îïè-
ñóºòüñÿ ð³âíÿííÿìè 

 
2

1,
2 ( )

N
k k i

i z i
k k i i k= ≠

Γ ×
= + Ω ×

π −
∑ x x

x e x
x x

 , 

 
2

1,
2 ( )

N
k jk

j z j
k k j j k= ≠

×Γ
= + Ω ×

π −
∑

x x
x e x

x x
 . (25) 
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Â³äíÿâøè â³ä ïåðøîãî äðóãå ð³âíÿííÿ ³ äîìíîæèâøè íà ( )i j−x x , ï³ñëÿ àë-

ãåáðà¿÷íèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ äëÿ 2 2( )ij i j= −x x : 

 
2

2 2
1, ,

1 1
N

ij ijk
k

k k i k j ik jk

d V

dt
= ≠ ≠

 = Γ − π  ∑


 
, (26) 

äå ijk i j kV = ⋅ ×x x x . 

Ïîëîæåííÿ àáñîëþòíî¿ ³ â³äíîñíî¿ ð³âíîâàãè ó çàäà÷³ ïðî ðóõ N  òî÷êî-
âèõ âèõîð³â çíàéäåìî ÿê ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ñèñòåìè (26), òîáòî ïîêëàâøè 

 
2

0
ijd

dt
=


, (27) 

òîä³ ç (26) îòðèìàºìî òàê³ ð³âíÿííÿ: 

 
2 2

1, ,

1 1 0
N

ijk
k

k k i k j ik jk

V

= ≠ ≠

 Γ − = π  ∑
 

. (28) 

Ïåðåïèøåìî ö³ ð³âíÿííÿ ó çðó÷í³é ìàòðè÷í³é ôîðì³: 

 0=A , (29) 

äå A  – ìàòðèöÿ ðîçì³ðó 
( 1)

2
N N

N
− ×  ç åëåìåíòàìè 

2 2
1 1ijk

lk
ik jk

V
A  = − π  

 
 

,  

, , , 1, , l i j i j k N= + =  , ³ 1( , , )N= Γ Γ  – âåêòîð ³íòåíñèâíîñòåé âèõîð³â. 

Ïðè çàäàíèõ ³íòåíñèâíîñòÿõ   çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ïîëîæåíü ð³âíîâà-
ãè ó òàêîìó ôîðìóëþâàíí³ º äîñèòü ñêëàäíîþ çàäà÷åþ, àäæå äëÿ òîãî, ùîá 
¿¿ ðîçâ’ÿçàòè, ïîòð³áíî çíàéòè âñ³ òàê³ ìàòðèö³ A , â ÿäð³ ÿêèõ çíàõîäèòüñÿ 
íàïåðåä çàäàíèé âåêòîð  . Ïîò³ì ïîòð³áíî âèçíà÷èòè, ÿê³ ç³ çíàéäåíèõ 
ìàòðèöü ì³ñòÿòü ó ñîá³ ñòðóêòóðó, çàäàíó ñï³ââ³äíîøåííÿì (28). ² ï³ñëÿ 
öüîãî ïîòð³áíî ðîçâ’ÿçàòè íåë³í³éíó ñèñòåìó ð³âíÿíü â³äíîñíî ij . 

Àëå ÿêùî ïîãëÿíóòè íà öþ çàäà÷ó ç ³íøî¿ ñòîðîíè, òîáòî ïðè çàäàí³é 
ìàòðèö³ A  çíàéòè âñ³ ìîæëèâ³ ³íòåíñèâíîñò³  , ïðè ÿêèõ ñèñòåìà (26) çíà-
õîäèòüñÿ ó ð³âíîâàç³, îòðèìàºìî äîñèòü ïðîñòó çàäà÷ó îïèñó ÿäðà ë³í³éíîãî 
îïåðàòîðà, çàäàíîãî ìàòðèöåþ A . Ñàìå öåé ï³äõ³ä âèêîðèñòàíî äëÿ çíà-
õîäæåííÿ ñèìåòðè÷íèõ ïîëîæåíü ð³âíîâàãè ó [22]. Ïðîâåäåìî ñòèñëèé îãëÿä 
çíàéäåíèõ ïîëîæåíü ð³âíîâàãè. 

Òåòðàåäð ( 4)N = . Ó âèïàäêó, êîëè âèõîðè çíàõîäÿòüñÿ ó âåðøèíàõ 

òåòðàåäðà, îòðèìàºìî, ùî âñ³ ij  ð³âí³ ì³æ ñîáîþ, à òîìó âñ³ åëåìåíòè ìàò-

ðèö³ A  äîð³âíþþòü íóëåâ³. Òàêà âèðîäæåíà ìàòðèöÿ ìàº ÿäðî ðîçì³ðíîñò³ 
nullity ( ) 4N= =A , äå nullity ( ) dim (ker ( ))=A A . Òîáòî áàçèñ ÿäðà ìîæíà 

âèáðàòè ó âèãëÿä³ (1,0,0,0),  (0,1,0,0),  (0,0,1,0),  (0,0,0,1) . Öå îçíà÷àº, ùî äî-

â³ëüíèé íàá³ð ³íòåíñèâíîñòåé 1 2 3 4( , , , )Γ Γ Γ Γ  áóäå çíàõîäèòèñü ó ÿäð³, òîáòî 
áóäå ïîëîæåííÿì ð³âíîâàãè. ²íøèìè ñëîâàìè, ÿêùî ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò 
âèõîðè äîâ³ëüíî¿ ³íòåíñèâíîñò³ çíàõîäèëèñü ó âåðøèíàõ òåòðàåäðà, âîíè 
áóäóòü çàëèøàòèñÿ ó âåðøèíàõ òåòðàåäðà. Öåé ðåçóëüòàò ïðîäåìîíñòðîâà-
íî íà ðèñ. 1. 

 

Рис. 1. Íàá³ð íåçàëåæíèõ ³íòåíñèâíîñòåé, ÿê³ ôîðìóþòü ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ó 
ôîðì³ òåòðàåäðà. 
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Îêòàåäð ( 6)N = . Ó âèïàäêó, êîëè âèõîðè çíàõîäÿòüñÿ ó âåðøèíàõ 
îêòàåäðà, îòðèìàºìî, ùî àáî â³äñòàí³ ì³æ êîæíèìè òðüîìà âèõîðàìè º îä-
íàêîâèìè, àáî âîíè çíàõîäÿòüñÿ â îäí³é ïëîùèí³. Òîìó âñ³ åëåìåíòè ìàò-
ðèö³ A  òàêîæ äîð³âíþþòü íóëåâ³. Ì³ðêóâàííÿ, àíàëîã³÷í³ òèì, ùî íàâåäåí³ 
ó âèïàäêó òåòðàåäðà, ïðèâîäÿòü äî âèñíîâêó, ùî, ÿêùî ó ïî÷àòêîâèé ìî-
ìåíò âèõîðè äîâ³ëüíî¿ ³íòåíñèâíîñò³ çíàõîäèëèñü ó âåðøèíàõ îêòàåäðà, 
âîíè áóäóòü çàëèøàòèñÿ ó âåðøèíàõ îêòàåäðà (ðèñ. 2). 

 

Рис. 2. Íàá³ð íåçàëåæíèõ ³íòåíñèâíîñòåé, ÿê³ ôîðìóþòü ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ó 
ôîðì³ îêòàåäðà. 

Êóá ( 8)N = . Ó âèïàäêó êóáà ìàòðèöÿ A  âæå íå áóäå âèðîäæåíîþ.  
Îòðèìàºìî, ùî ÿäðî ìàòðèö³ A  ìàº ðîçì³ðí³ñòü nullity ( ) 5=A . Áàçèñ ÿäðà 
ìîæíà âèáðàòè ó âèãëÿä³ 

 ker ( ) span ((1,0,0,0,0,0, 1,0),  (0,1,0,0,0,0,0, 1),  (0,0,1,0,0,1,1,1),= − −A  

 (0,0,0,1,0, 1,0,0),  (0,0,0,0,1,1,1,1))− . (30) 

Íóìåðàö³þ âåðøèí ³ âèãëÿä áàçèñó çîáðàæåíî íà ðèñ. 3  òà ðèñ. 4. 

  

Рис. 3. Íóìåðàö³ÿ  Рис. 4. Íàá³ð íåçàëåæíèõ ³íòåíñèâíîñòåé, ÿê³ ôîð-
âåðøèí êóáà.  ìóþòü ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ó ôîðì³ êóáà.  

 
Àíòèñèìåòðè÷íèé êóá ( 8)N = . Ó âèïàäêó àíòèñèìåòðè÷íîãî êóáà 

(êóá ó ÿêîãî íèæíÿ ãðàíü ïîâåðíóòà íà 4π/ ) ìàòðèöÿ A  òàêîæ áóäå íåâè-

ðîäæåíîþ. ßäðî A  ìàòðèö³ ìàº ðîçì³ðí³ñòü nullity ( ) 1=A . Áàçèñ ÿäðà 
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ìîæíà âèáðàòè ó âèãëÿä³ (1,1,1,1, 1, 1, 1, 1)− − − − , äå ïåðø³ ÷îòèðè êîîðäè-
íàòè îïèñóþòü ³íòåíñèâíîñò³ âèõîð³â ó âåðøèíàõ âåðõíüî¿ ãðàí³, à îñòàíí³ 
÷îòèðè – ³íòåíñèâíîñò³ âèõîð³â ó âåðøèíàõ íèæíüî¿ (ïîâåðíóòî¿) ãðàí³. 
Ãðàô³÷íà äåìîíñòðàö³ÿ öüîãî áàçèñó çîáðàæåíà íà ðèñ. 5. ßê âèäíî ç ðè-
ñóíêà, ìàºìî êëàñè÷íó êîíô³ãóðàö³þ âèõîð³â ôîí-Êàðìàíà. Çàçíà÷èìî, ùî 
êîíô³ãóðàö³¿ ôîí-Êàðìàíà áóäóòü ïîëîæåííÿìè ð³âíîâàãè íå ò³ëüêè ó âè-
ïàäêó àíòèñèìåòðè÷íîãî êóáà. 

 

 
Рис. 5. ªäèíèé íàá³ð ³íòåíñèâíîñòåé, ÿê³ ôîðìóþòü ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ó 

ôîðì³ àíòèñèìåòðè÷íîãî êóáà. 
 

²êîñàåäð ( 12)N = . Ó âèïàäêó ³êîñàåäðà òàêîæ ìàºìî íåâèðîäæåíó 
ìàòðèöþ A , ðîçì³ðí³ñòü ÿäðà ÿêî¿ nullity ( ) 7=A . ßâíèé âèãëÿä áàçèñó 
ìîæíà çíàéòè ó [22, 29]. Éîãî ãðàô³÷íå çîáðàæåííÿ íàâåäåíî íà ðèñ. 6. 
 

 
 

Рис. 6. Íàá³ð íåçàëåæíèõ ³íòåíñèâíîñòåé, ÿê³ ôîðìóþòü ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ó 
ôîðì³ ³êîñàåäðà. 

 
Äîäåêàåäð ( 20)N = . Ó âèïàäêó, êîëè âèõîðè çíàõîäÿòüñÿ ó âåðøèíàõ 

äîäåêàåäðà, îòðèìàºìî íåâèðîäæåíó ìàòðèöþ A , ðîçì³ðí³ñòü ÿäðà ÿêî¿ 
nullity ( ) 4=A . ßâíèé âèãëÿä áàçèñó ³ éîãî ãðàô³÷íå çîáðàæåííÿ ìîæíà 
çíàéòè ó [22, 29]. 

Êóáîîêòàåäð ( 12)N = . Êóáîîêòàåäð – öå âïèñàíèé ìíîãîãðàííèê, 
ÿêèé çîáðàæåíî íà ðèñ. 7. Â³í º îäíèì ³ç òàê çâàíèõ íàï³âïðàâèëüíèõ ìíî-
ãîãðàííèê³â àáî, ÿê ¿õ ÷àñòî íàçèâàþòü, – àðõ³ìåäîâèõ ò³ë. Ó âèïàäêó, êîëè 
âèõîðè çíàõîäÿòüñÿ ó âåðøèíàõ êóáîîêòàåäðà, îòðèìàºìî íåâèðîäæåíó 
ìàòðèöþ A , ðîçì³ðí³ñòü ÿäðà ÿêî¿ nullity ( ) 1=A . Áàçèñ ÿäðà îïèñóºòüñÿ 
îäíèì âåêòîðîì, âñ³ åëåìåíòè ÿêîãî äîð³âíþþòü îäèíèö³, òîáòî êóáîîêòàåäð 
áóäå ïîëîæåííÿì ð³âíîâàãè ò³ëüêè ó âèïàäêó, êîëè ³íòåíñèâíîñò³ âñ³õ âè-
õîð³â îäíàêîâ³. 
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Рис. 7. Ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ó ôîðì³ êóáîîêòàåäðà. 

 ²êîñîäîäåêàåäð ( 30)N = . ²êîñîäîäåêàåäð – öå ùå îäèí íàï³âïðàâèëü-
íèé âèïóêëèé âïèñàíèé ìíîãîãðàííèê, ÿêèé çîáðàæåíî íà ðèñ. 8. Ó âèïàä-
êó, êîëè âèõîðè çíàõîäÿòüñÿ ó âåðøèíàõ ³êîñîäîäåêàåäðà, îòðèìàºìî âè-
ïàäîê, àíàëîã³÷íèé ïîïåðåäíüîìó, òîáòî íåâèðîäæåíó ìàòðèöþ A , ðîçì³ð-
í³ñòü ÿäðà ÿêî¿ nullity ( ) 1=A . Áàçèñ ÿäðà îïèñóºòüñÿ îäíèì âåêòîðîì, âñ³ 
åëåìåíòè ÿêîãî äîð³âíþþòü îäèíèö³, òîáòî ³êîñîäîäåêàåäð áóäå ïîëîæåííÿì 
ð³âíîâàãè ò³ëüêè ó âèïàäêó, êîëè ³íòåíñèâíîñò³ âñ³õ âèõîð³â îäíàêîâ³. 

 

 

Рис. 8. Ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ó ôîðì³ ³êîñîäîäåêàåäðà. 

Çàçíà÷èìî, ùî ò³ëüêè äâà ç íàâåäåíèõ âèùå íàï³âïðàâèëüíèõ ìíîãî-
ãðàííèê³â º ïîëîæåííÿìè ð³âíîâàãè. Êð³ì òîãî, àâòîðàìè áóëî çíàéäåíî äå-
ê³ëüêà êîíô³ãóðàö³é ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³é ñèìåòðè÷íèõ êîíô³ãóðàö³é, ÿê³ 
òàêîæ º ïîëîæåííÿìè ð³âíîâàãè. 

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî íà îñíîâ³ íàâåäåíîãî ó öüîìó ðîçä³ë³ ìåòîäó 
ìîæíà ïîáóäóâàòè ÷èñåëüíèé àëãîðèòì, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíà çíàéòè 
íåñèìåòðè÷í³ ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè [30]. 

3. Ñò³éê³ñòü ïîëîæåíü ð³âíîâàãè. ßê â³äì³÷åíî â [11], ³ñíóº áàãàòî 
îçíà÷åíü ñò³éêîñò³ ïîëîæåíü â³äíîñíî¿ ð³âíîâàãè. Ó ö³é ðîáîò³ ñêîðèñòàºìîñü 
îçíà÷åííÿì ñò³éêîñò³ çà Ðàóñîì: ïîëîæåííÿ â³äíîñíî¿ ð³âíîâàãè º ñò³éêèì, 
ÿêùî äëÿ äîâ³ëüíîãî 0ε >  ³ñíóº 0δ >  òàêå, ùî äîâ³ëüíà òðàºêòîð³ÿ, ÿêà ïî-
÷èíàºòüñÿ â δ -îêîë³ ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè, çàëèøàºòüñÿ â ε -îêîë³ ïîëîæåí-
íÿ ð³âíîâàãè. 

Äëÿ äîñë³äæåííÿ ñò³éêîñò³ â³äíîñíèõ ïîëîæåíü ð³âíîâàãè çàñòîñóºìî 
êðèòåð³é, ñôîðìóëüîâàíèé ó ðîáîò³ [11]: ÿêùî ãàì³ëüòîí³àí ó ñèñòåì³ êîîð-
äèíàò, ÿêà ðóõàºòüñÿ ðàçîì ç ñèñòåìîþ, äîñÿãàº ó ïîëîæåíí³ ð³âíîâàãè 
ñâîãî òðàíñâåðñàëüíîãî ì³í³ìóìó àáî ìàêñèìóìó, òî òàêå ïîëîæåííÿ ð³âíî-
âàãè º ñò³éêèì ïîëîæåííÿì ð³âíîâàãè. Ó öüîìó êîíòåêñò³ òðàíñâåðñàëüíèé 
ì³í³ìóì – öå ì³í³ìóì ôóíêö³¿ ó íàïðÿìêàõ, òðàíñâåðñàëüíèõ äî íàïðÿìê³â, 
ÿê³ çàëèøàþòü ñèñòåìó íåçì³ííîþ (îðá³ò ãðóïè ñèìåòð³é ãàì³ëüòîí³àíà). 
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Äëÿ äîâåäåííÿ íåñò³éêîñò³ ïîëîæåíü ð³âíîâàãè ñêîðèñòàºìîñü â³äîìèì 
ôàêòîì ç òåîð³¿ ñò³éêîñò³ ë³í³éíèõ ñèñòåì: ÿêùî ñåðåä âëàñíèõ çíà÷åíü 
ìàòðèö³, ë³íåàðèçîâàíî¿ íàâêîëî ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ñèñòåìè, º ÷èñëà ç 
äîäàòíîþ ä³éñíîþ ÷àñòèíîþ, òî îðèã³íàëüíà ñèñòåìà º íåñò³éêîþ. 

Äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäîê âèêîðèñòàºìî êàíîí³÷í³ çì³íí³ 

 ,         cosi i i izϕ = ϕ = θ . (31) 

Ãàì³ëüòîí³àí ñèñòåìè â öèõ çì³ííèõ íàáóäå âèãëÿäó 

 2 2

, 1,

1 ln 1 1 1 cos ( )
2

N

i j i j i j i j
i j i j

H z z z z
= ≠

 = Γ Γ − − − − ϕ − ϕ
 ∑ . (32) 

Ïîêëàäåìî 2 21 cos ( ) 1 1ij i j i j i jR z z z z = − − ϕ − ϕ − − 
 

, òîä³ êîìïîíåíòè ìàò-

ðèö³ äðóãèõ ïîõ³äíèõ áóäóòü òàêèìè: 

 
2 2 2 2

2

2

2
1,

cos ( ) 1 1 (1 ) (1 )(1 )

2
i j i j i j i j

ij

N
i j

j iji

z z z z z z

R

H

≠ =

ϕ − ϕ − − − − − −Γ Γ  ∂ =   ∂ϕ  
∑ , 

 
2 2 2 2

2

2 cos ( ) 1 1 ( 1) (1 )(1 )

2
i j i j i j i j

ij

i j

i j

z z z z z z

R

H ϕ − ϕ − − − + − −Γ Γ  ∂ =   ∂ϕ ∂ϕ  
, 

 

2
2 2 2

2 2 2

2

2
1,

(1 ) cos ( ) 1 cos ( ) 1

(1 ) 12

j i i j i j i j j ij

i j ij

N
i j

ji
j i

z z z z z R

z z R

H
z =

≠

− − ϕ − ϕ − − ϕ − ϕ −

− −

    Γ Γ  ∂  =  
∂  

 

∑ , 

 
2 2 2 2

2 2 2

2 cos ( ) 1 1 ( 1) 1 1

1 12
i j i j i j i j

i j ij

i j

i j

z z z z z z

z z R

H
z z

ϕ − ϕ − − − + − −

− −

 Γ Γ∂  =
∂ ∂  

 
, 

 
2

2 2

2

1,

sin ( ) 1 ( )

12
i j i i j

j ij

N
i j

i i j j i

z z z

z R

H
z

= ≠

ϕ − ϕ − −

−

 Γ Γ∂ =   ∂ ∂ϕ  
∑ , 

 
2

2 2

2 sin ( ) 1 ( )

12
i j i i j

j ij

i j

j i

z z z

z R

H
z

ϕ − ϕ − −

−

 Γ Γ∂  =
∂ ∂ϕ  

 
. 

Êîìïîíåíòè ë³íåàðèçîâàíî¿ ñèñòåìè ïîâ’ÿçàí³ ç êîìïîíåíòàìè ìàòðèö³ 
äðóãèõ ïîõ³äíèõ òàêèì ñï³ââ³äíîøåííÿì: 

 2 2
N N

N N
N N

d
dt

       = =       −       
0 Iz z z

L A
I 0   , 

äå ,z   – âåêòîðè-ñòîâïö³ êîîðäèíàò , ,  1, ,i iz i Nϕ =  ; ,N N0 I  – íóëüîâà òà 

îäèíè÷íà ( )N N× -ìàòðèö³; 2
2 0 0( , )N D H z= ϕA  – ìàòðèöÿ äðóãèõ ïîõ³äíèõ ó 

ïîëîæåíí³ ð³âíîâàãè. 
Îñê³ëüêè ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè º êðèòè÷íèìè òî÷êàìè ãàì³ëüòîí³àíà, òî 

ç òðàíñâåðñàëüíî¿ äîäàòíî¿ (â³ä’ºìíî¿) âèçíà÷åíîñò³ äðóãî¿ âàð³àö³¿ âèïëè-
âàº, ùî ãàì³ëüòîí³àí íàáóâàº òðàíñâåðñàëüíîãî ì³í³ìóìó (ìàêñèìóìó) ó ïî-
ëîæåíí³ ð³âíîâàãè. Ó ñâîþ ÷åðãó, äëÿ òîãî ùîá ïîêàçàòè, ùî ìàòðèöÿ º 
òðàíñâåðñàëüíî äîäàòíî âèçíà÷åíîþ (â³ä’ºìíî âèçíà÷åíîþ), äîñòàòíüî ïîêà-
çàòè, ùî âëàñí³ çíà÷åííÿ, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü íàïðÿìêàì, òðàíñâåðñàëüíèì äî 
ïîëîæåíü ð³âíîâàãè, º äîäàòíèìè (â³ä’ºìíèìè). Çàçíà÷èìî, ùî âëàñí³ çíà-
÷åííÿ, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü äîòè÷íèì äî îðá³ò ïîëîæåíü ð³âíîâàãè íàïðÿìêàì, 
ïîâèíí³ áóòè íóëüîâèìè. 
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Äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäîê ó âèïàäêó ð³âíèõ ³íòåíñèâíîñòåé, íå îáìåæó-
þ÷è çàãàëüíîñò³, ìîæíà ïîêëàñòè 1,  1, ,i i NΓ = =  . 

Êîðèñòóþ÷èñü íàâåäåíèìè ì³ðêóâàííÿìè, äîâåäåìî òàê³ òåîðåìè. 
Òåîðåìà 2. Ó âèïàäêó ð³âíèõ ³íòåíñèâíîñòåé ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ó 

ôîðì³ òåòðàåäðà, îêòàåäðà òà ³êîñàåäðà º íåë³í³éíî ñò³éêèìè. 
Ä î â å ä å í í ÿ. Îñê³ëüêè âêàçàí³ ïîëîæåííÿ â³äíîñíî¿ ð³âíîâàãè º 

ô³êñîâàíèìè âèðîäæåíèìè ïîëîæåííÿìè ð³âíîâàãè ( =M 0 ), äëÿ äîñë³äæåí-
íÿ ñò³éêîñò³ ñêîðèñòàºìîñü ïî÷àòêîâîþ íåðóõîìîþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò, ó 
ÿê³é ãàì³ëüòîí³àí ìàº âèãëÿä (32). Êîîðäèíàòè âåðøèí ³ âëàñí³ çíà÷åííÿ 
ìàòðèö³ 2NA  äëÿ öèõ âèïàäê³â íàâåäåíî â òàáë. 1. 

Ãðóïîþ ñèìåòð³é, ÿêà íå çì³íþº ö³ ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè, º ãðóïà SO(3)  
(äîâ³ëüíå îáåðòàííÿ ñôåðè íå ïîðóøóº ïîëîæåíü ð³âíîâàãè). Äîòè÷íèé ïðî-
ñò³ð äî îðá³òè ö³º¿ ãðóïè º òðèâèì³ðíèì, ùî é ïîÿñíþº íàÿâí³ñòü òðüîõ íó-
ëüîâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü. Âñ³ âëàñí³ çíà÷åííÿ, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü òðàíñâåð-
ñàëüíèì íàïðÿìêàì, º â³ä’ºìíèìè, òîìó çã³äíî ç êðèòåð³ºì, íàâåäåíèì âè-
ùå, äîñë³äæóâàí³ ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè º ñò³éêèìè. ◊ 
 
 Таблиця 1. Координати вершин та власні значення матриці других похідних для стійких 

конфігурацій 

Êîîðäèíàòè âåðøèí 0 0( , )i iz ϕ  Âëàñí³ çíà÷åííÿ ìàòðèö³ 2NA  

Òåòðàåäð ( 4)N =  

1( 1) ,  ,    0, ,3
23

k k kπ − = 
 

  

9 21 21 9,  ,  ,  
4 16 16 8

− − − − , 

1 ,  0,  0,  0
2

−  

Îêòàåäð ( 6)N =  

1 1 1,0 ,  , ,  ,0
2 2 2

     π −     
     

, 

1 3, ,  0, ,  0,
2 22
π π     − π     

     
 

9  41 9  414,  ,  
4 4

+ +− − − , 

3 3 5,  ,  
2 2 4

− − − , 

9  41 9  41 1,  ,  
4 4 4

− −− − − , 

0,  0,  0  

 
×èñëîâ³ íàáëèæåííÿ âëàñíèõ  

çíà÷åíü ìàòðèö³ 2NA  

²êîñàåäð ( 12)N =  

5 5( 1) ,  ( 1)
10 2

k + π− − 
 

 , 

5 5( 1) ,  
10

k −− π 
 

 , 

5 50,  ( 1) arc cos
10

k − − π −    
 , 

0,1,  0,1k = =  

23.8462− ,    22.9415− ,   17.8963− , 

12.0918− ,    9.73771− ,  9.69726− , 

9.03378− ,    5.9006− ,    5.59474− , 

5.0765− ,     4.70151− ,   3.51885− , 

2.8623− ,     2.44798− ,  2.22719− , 

1.22744− ,    1.19444− ,   0.877398− , 

0.680072− ,  0.551888− ,  0.281533− , 

  0,  0,  0  

 
Òåîðåìà 3. Ó âèïàäêó ð³âíèõ ³íòåíñèâíîñòåé ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ó 

ôîðì³ êóáà, äîäåêàåäðà, êóáîîêòàåäðà òà ³êîñ³äîäåêàåäðà º íåñò³éêèìè. 

Ä î â å ä å í í ÿ. Îñê³ëüêè âêàçàí³ ïîëîæåííÿ â³äíîñíî¿ ð³âíîâàãè òà-
êîæ º ô³êñîâàíèìè âèðîäæåíèìè ïîëîæåííÿìè ð³âíîâàãè ( =M 0 ), òî çã³äíî 
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ç íàâåäåíèìè âèùå ì³ðêóâàííÿìè ãàì³ëüòîí³àí ìàº âèãëÿä (32). Êîîðäèíàòè 
âåðøèí ³ âëàñí³ çíà÷åííÿ ìàòðèö³ 2NL  íàâåäåíî ó òàáë. 2. Ñåðåä âëàñíèõ 
çíà÷åíü êîæíî¿ êîíô³ãóðàö³¿ º òàê³, ó ÿêèõ ä³éñíà ÷àñòèíà äîäàòíà, òîìó 
íàâåäåí³ êîíô³ãóðàö³¿ º íåñò³éêèìè. ◊ 

Òåîðåìà 4. Ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ó ôîðì³ àíòèñèìåòðè÷íîãî êóáà º 
íåñò³éêèì. 

Ä î â å ä å í í ÿ. Ó ðîçãëÿäóâàíîìó ïîëîæåíí³ ð³âíîâàãè íå âñ³ ³íòåí-
ñèâíîñò³ ð³âí³ ì³æ ñîáîþ. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñò³, ïîêëàäåìî 1,  i jΓ = Γ =  

1= − , 1, ,4,  5, ,8i j= =  . Òàêå ïîëîæåííÿ â³äíîñíî¿ ð³âíîâàãè íå º âèðîä-

æåíèì ïîëîæåííÿì ð³âíîâàãè ( ≠M 0 ) ³ âñ³ âèõîðè áóäóòü îáåðòàòèñü íàâ-
êîëî âåêòîðà M . Âèáåðåìî ñèñòåìó êîîðäèíàò, ó ÿê³é âåêòîð M  ñï³âíà-
ïðàâëåíèé ç äîäàòíèì íàïðÿìêîì îñ³ Oz . Êîîðäèíàòè âåðøèí àíòèñèìåò-
ðè÷íîãî êóáà ó âèáðàí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò íàâåäåíî ó òàáë. 2. 

ßê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, äëÿ äîñë³äæåííÿ ñò³éêîñò³ ñèñòåìè ïîòð³áíî 
ïåðåéòè äî ñèñòåìè êîîðäèíàò, ÿêà îáåðòàºòüñÿ ðàçîì ç âèõîðàìè. Ãàì³ëü-
òîí³àí ó òàê³é ðóõîì³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò ìàº âèãëÿä 

 1
1

N

i
i

H H z
=

= + ω∑ , 

äå H  – ãàì³ëüòîí³àí (32), à ω  – êóòîâà øâèäê³ñòü îáåðòàííÿ êîíô³ãóðàö³¿. 
Îñê³ëüêè ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè º êðèòè÷íîþ òî÷êîþ ãàì³ëüòîí³àíà 1H , çíà-
÷åííÿ êóòîâî¿ øâèäêîñò³ ω  ìîæíà çíàéòè ÿê ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 

 0 0
1

( , )

41 3 0
28i iz

i

H
z ϕ

∂  = − + ω = ∂  
, 

òîáòî 

 41 3
28

ω = . 

Îñê³ëüêè ãàì³ëüòîí³àí 1H  ë³í³éíî çàëåæèòü â³ä êîîðäèíàò iz , ìàºìî 
íàñòóïíó ð³âí³ñòü: 

 2 2
1D H D H= , 

òîáòî äðóãà âàð³àö³ÿ ãàì³ëüòîí³àíà íå çì³íèòüñÿ ïðè ïåðåõîä³ äî ðóõîìî¿ 
ñèñòåìè êîîðäèíàò. Âëàñí³ çíà÷åííÿ ìàòðèö³ 2NL  íàâåäåí³ ó òàáë. 2. Ñåðåä 
âëàñíèõ çíà÷åíü ö³º¿ êîíô³ãóðàö³¿ º òàê³, ó ÿêèõ ä³éñíà ÷àñòèíà º äîäàòíîþ, 
òîìó äîñë³äæóâàíà êîíô³ãóðàö³ÿ íåñò³éêà. ◊ 

Çàçíà÷èìî, ùî íàâåäåí³ âèùå ðåçóëüòàòè ùîäî ñò³éêîñò³ ïîëîæåíü ð³â-
íîâàãè ó ôîðì³ òåòðàåäðà, îêòàåäðà, ³êîñàåäðà, à òàêîæ íåñò³éêîñò³ êóáà òà 
äîäåêàåäðà ïîâí³ñòþ óçãîäæóþòüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [11]. Íåñò³éê³ñòü 
ïîëîæåíü ð³âíîâàãè ó ôîðì³ àíòèñèìåòðè÷íîãî êóáà òà êóáà º ÷àñòêîâèìè 
âèïàäêàìè àíàë³çó ñò³éêîñò³ ê³ëüöåâèõ ïàð, ðîçãëÿíóòèõ ó ðîáîò³ [26]. 

4. Çàêëþ÷í³ çàóâàæåííÿ. ßê áà÷èìî, ìåòîäè ë³í³éíî¿ àëãåáðè äîçâîëÿ-
þòü äîñèòü ïðîñòî ïåðåâ³ðèòè, ÷è º ïîëîæåííÿì â³äíîñíî¿ ð³âíîâàãè çàäàíà 
êîíô³ãóðàö³ÿ òî÷êîâèõ âèõîð³â íà ñôåð³. Ö³ ìåòîäè ìîæóòü áóòè óçàãàëüíå-
í³ äëÿ ïîøóêó ïëîñêèõ ïîëîæåíü â³äíîñíî¿ ð³âíîâàãè. 

Äëÿ äîñë³äæåííÿ ñò³éêîñò³ ïîòð³áíî çàëó÷àòè çàãàëüíó òåîð³þ ñò³éêîñò³ 
ãàì³ëüòîíîâèõ ñèñòåì ³ç ñèìåòð³ÿìè. Õî÷à çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ñèìåòð³é 
ñèñòåìè äîñèòü ÷àñòî º íàéñêëàäí³øîþ ÷àñòèíîþ äîñë³äæåííÿ, ó âèïàäêó 
òî÷êîâèõ âèõîð³â íà ñôåð³ îáåðòîâ³ ñèìåòð³¿ ñôåðè º íàòóðàëüíèìè ñèìåò-
ð³ÿìè. ßêùî â³äîì³ ñèìåòð³¿, çàäà÷à äîñë³äæåííÿ ñò³éêîñò³ çâîäèòüñÿ äî äî-
ñë³äæåííÿ äðóãî¿ âàð³àö³¿ ãàì³ëüòîí³àíà â ïîëîæåíí³ ð³âíîâàãè òà ë³íåàðè-
çîâàíî¿ ñèñòåìè íàâêîëî ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè. 

 



157 

 
 Таблиця 2. Координати вершин і власні значення лінеаризованої системи для нестійких 

конфігурацій 

Êîîðäèíàòè âåðøèí 0 0( , )i iz ϕ  Âëàñí³ çíà÷åííÿ ìàòðèö³ 2NL  

Êóá ( 8)N =  

1 1, ,  ,
2 23 3
k kπ π   −   

   
, 

0, , 3k =   

15 153,  3,  3,  3,  ,  
4 4

i i i i− − , 

15 15,  ,  0,  0,  0,  0
4 4

− −  

 ×èñëîâ³ íàáëèæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèö³ 2NL  

Àíòèñèìåòðè÷íèé êóá ( 8)N =  

1 1 2, , ,
2 43 3
k kπ π + π   −   

   
, 

0, , 3k =  . 

1.50425− , 1.50425− , 1.50425 , 1.50425 , 1.41833 , 

1.41833− , 1.41833 , 1.41833− , 0.986012i , 

 0.986012i− , 0.986012i , 0.986012i− , 0.809152 , 

0.809152− , 0 , 0  

Äîäåêàåäð ( 20)N =  

2 2, ,  ,
5 5

k kπ + π π   α π − α   
   

, 

2 2, ,  ,
5 5 5

k kπ π π   β + π − β   
   

, 

5 2 5arc cos
15

+α = , 

3 52 arc cos
6

+β = α + , 

0, , 4k =   

4.66871i , 4.66871i− , 4.66871i , 4.66871i− ,  

4.66871i , 4.66871i− , 4.66871i , 4.66871i− , 

4.6614i , 4.6614i− , 4.6614i , 4.6614i− , 4.6614i ,  

4.6614i− , 4.6614i , 4.6614i− , 4.6614i , 4.6614i− , 

3.12812 , 3.12812− , 3.12812 , 3.12812− , 3.12812 , 

3.12812− , 2.72398 , 2.72398− , 2.72398 , 2.72398− , 

2.72398 , 2.72398− , 2.72398 , 2.72398− , 2.72398 ,  

2.72398− , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0  

Êóáîîêòàåäð ( 12)N =  

1 1, ,  ,
2 22 2
k kπ π   −   

   
, 

20,
4

kπ + π  
 

, 

0, , 3k =   

2 134 2 134 2 134 2 134 2 134,  ,  ,  ,  
9 9 9 9 9

i i i i i− − , 

   
2 134 35 35 35 35 2 2, , ,  , ,

9 3 3 3 3 3
i i i i i i− − − , 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 37,  ,  ,  ,  ,  ,  
3 3 3 3 3 3

i i i i i− − − , 

37 ,  0,  0,  0,  0,  0,  0
3

−  

²êîñ³äîäåêàåäð ( 30)N =  

20,
10

kπ + π  
 

, 

5 5 2,
10 5
+ π − 

 
 , 

5 5 2,
10 5
+ π + π  

 
 , 

5 5 2,
10 5
− π  

 
 , 

5 5 2,
10 5
− π + π − 

 
 , 

0, , 9,  0, , 4k = =   

7.15642i , 7.15642i− , 7.15642i , 7.15642i− , 

7.15642i , 7.15642i− , 6.80416 , 6.80416− , 6.80416 , 

6.80416− , 6.80416 , 6.80416− , 6.57547i ,  

6.57547i− , 6.57547i , 6.57547i− , 6.57547i ,  

6.57547i− , 6.57547i , 6.57547i− , 6.57547i ,  

6.57547i− , 5.98329 , 5.98329− , 5.98329 , 5.98329− , 

5.98329− , 5.98329 , 5.98329− , 5.98329 , 5.87649i , 

5.87649i− , 5.87649i , 5.87649i− , 5.87649i ,  

5.87649i− , 2.76964i , 2.76964i− , 2.76964i , 

2.76964i− , 2.76964i , 2.76964i− , 2.76964i  

2.76964i− , 2.38582i , 2.38582i− , 2.38582i , 

2.38582i− , 2.38582i , 2.38582i− , 2.38582i , 

2.38582i− , 2.38582i , 2.38582i− , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0  
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УСТОЙЧИВОСТЬ КОНФИГУРАЦИЙ ТОЧЕЧНЫХ ВИХРЕЙ НА СФЕРЕ 
 
Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå òî÷å÷íûõ âèõðåé íà ñôåðå. Ìåòîäû ëèíåéíîé àëãåá-
ðû îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè äëÿ íàõîæäåíèÿ ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæåíèé îòíîñè-
òåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïðèâîäèòñÿ êàòàëîã ñèììåòðè÷íûõ êîíôèãóðàöèé, êîòî-
ðûå áàçèðóþòñÿ íà ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêàõ. Èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü íàé-
äåííûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. 
 
STABILITY OF POINT VORTEX CONFIGURATIONS ON A SPHERE 
 
This paper addresses the classical two-dimensional biharmonic problem for a rectangu-
lar domain. Methods of linear algebra are effective for finding symmetric configura-
tions of relative equilibrium. Catalog of symmetric relative equilibrium configurations 
based on regular polyhedrons are given. Stability of the equilibrium configurations is 
investigated. 
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