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ІТЕРАЦІЙНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 
ПОЧАТКОВО-КРАЙОВОЇ ЗАДАЧІ ПОШИРЕННЯ ПРУЖНОГО  
ЗБУРЕННЯ У НЕОДНОРІДНО ДЕФОРМОВАНОМУ ТІЛІ  
 

Çàïðîïîíîâàíî ³òåðàö³éíèé ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
äëÿ ð³âíÿííÿ ã³ïåðáîë³÷íîãî òèïó, ùî ìîäåëþº çîíäóâàííÿ íåîäíîð³äíî-äå-
ôîðìîâàíîãî ò³ëà ñê³í÷åííèõ ðîçì³ð³â ïðóæíèì çáóðåííÿì. 

 
ßâèùå àêóñòîïðóæíîñò³ çíàõîäèòü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ äëÿ ñòâîðåííÿ 

íåðóéí³âíèõ òåîðåòèêî-åêñïåðèìåíòàëüíèõ ìåòîä³â âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíî-
äåôîðìîâàíîãî ñòàíó (ÍÄÑ) òâåðäèõ ò³ë. ²äåÿ íåðóéí³âíèõ ìåòîä³â ïîëÿãàº 
ó òîìó, ùî, ïðîâîäÿ÷è ô³çè÷í³ âèì³ðþâàííÿ íà ðåàëüíèõ îá’ºêòàõ, âèçíà÷à-
ºìî äåÿêó ìíîæèíó ³íôîðìàòèâíèõ ïàðàìåòð³â çîíäóâàëüíèõ ïîë³â, ÿê³ äî-
çâîëÿþòü â³äíîâèòè ìåõàí³÷í³ õàðàêòåðèñòèêè äîñë³äæóâàíîãî ò³ëà. Ó âè-
ïàäêó âèêîðèñòàííÿ óëüòðàçâóêîâîãî çîíäóâàííÿ ³íôîðìàòèâíèìè ïàðàìåò-
ðàìè ìîæóòü áóòè, íàïðèêëàä, ôàçîâ³ øâèäêîñò³ õâèëü ð³çíèõ ïîëÿðèçàö³é, 
÷àñ ïîøèðåííÿ ³ìïóëüñó âçäîâæ çàäàíîãî íàïðÿìêó â ò³ë³, ÷àñòîòè àâòî-
öèðêóëÿö³¿ òîùî. Ç âèêîðèñòàííÿì öèõ äàíèõ ðàçîì ³ç ìîäåëëþ, ùî îïèñóº 
ïîøèðåííÿ õâèëü ó äåôîðìîâàíèõ òâåðäèõ ò³ëàõ, ôîðìóëþþòü çàäà÷³ âè-
çíà÷åííÿ ïî÷àòêîâîãî ÍÄÑ, ³äåíòèô³êàö³¿ âêëþ÷åíü òîùî [2, 3, 7, 8]. 

Ó íàéá³ëüø çàâåðøåíîìó âèãëÿä³ öåé ï³äõ³ä ðåàë³çîâàíî äëÿ âèïàäêó 
îäíîð³äíîãî ïî÷àòêîâîãî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó [2, 3]. Ïðè öüîìó 
ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü çâåäåíî äî äîáðå âèâ÷åíî¿ ðàí³øå çàäà÷³ ïîøèðåííÿ 
ìîíîõðîìàòè÷íèõ ïëîñêèõ õâèëü ó áåçìåæíîìó àêóñòè÷íî îäíîð³äíîìó àí-
³çîòðîïíîìó ïðîñòîð³, äå àí³çîòðîï³ÿ ïîðîäæåíà ïî÷àòêîâèì ÍÄÑ. Ðîçâ’ÿ-
çóâàííÿ çàäà÷³ äîçâîëÿº îòðèìàòè òàê çâàí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ àêóñòîïðóæ-
íîñò³, ùî ïîâ’ÿçóþòü ôàçîâó øâèäê³ñòü ïëîñêî¿ ìîíîõðîìàòè÷íî¿ õâèë³, ÿêà 
ïîøèðþºòüñÿ ó ïðóæíîìó îäíîð³äíî äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîð³, ç êîìïîíåí-
òàìè òåíçîð³â ïî÷àòêîâèõ äåôîðìàö³é àáî íàïðóæåíü. 

Íà ñüîãîäí³øí³é äåíü òåîð³ÿ ïîøèðåííÿ ïðóæíèõ õâèëü â îäíîð³äíî 
äåôîðìîâàíèõ òâåðäèõ ò³ëàõ çíàõîäèòü ïîäàëüøå âèêîðèñòàííÿ ïðè ðîç-
â’ÿçóâàíí³ ö³ëîãî ðÿäó âàæëèâèõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷. Òàê, çîêðåìà, ó ðîáîò³ 
[8] îïèñàíî ìåòîäèêó âèÿâëåííÿ ïîÿâè òà ðîñòó òð³ùèí íà îñíîâ³ àíàë³çó 
íåë³í³éíî¿ ìîäóëÿö³¿ óëüòðàçâóêîâèõ ñèãíàë³â. Ó ñòàòò³ [7] íàâåäåíî òåîðå-
òè÷í³ âèêëàäêè äëÿ îòðèìàííÿ êîåô³ö³ºíòà íåë³í³éíîãî çñóâó òîíêîãî ò³ëà 
òà ïðîâåäåíî ïîð³âíÿííÿ ç³ çíà÷åííÿìè, îòðèìàíèìè åêñïåðèìåíòàëüíî. 

Ó âèïàäêó íåîäíîð³äíîãî ÍÄÑ ïîøèðåííÿ ïðóæíèõ çáóðåíü ó ò³ë³ îïè-
ñóºòüñÿ ñèñòåìîþ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè ã³ïåð-
áîë³÷íîãî òèïó, êîåô³ö³ºíòè ÿêèõ çàëåæàòü â³ä ïàðàìåòð³â ëîêàëüíîãî íà-
ïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó [6]. Äëÿ ñèñòåìè ð³âíÿíü ñôîðìóëüîâàíî çà-
äà÷ó Êîø³, ùî ìîäåëþº â³äîìó ñõåìó àêóñòè÷íîãî çîíäóâàííÿ òâåðäîãî ò³-
ëà, ÿêå ïåðåáóâàº ï³ä ä³ºþ íåîäíîð³äíèõ íàïðóæåíü [4]. Çàïðîïîíîâàíî ³òå-
ðàö³éíèé ìåòîä ¿¿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ, ÿêèé çâîäèòü âèõ³äíó çàäà÷ó îïèñó ïîøè-
ðåííÿ ïðóæíîãî çáóðåííÿ â íåîäíîð³äíî äåôîðìîâàíîìó ò³ë³ äî øâèäêî-
çá³æíî¿ ïîñë³äîâíîñò³ çàäà÷ äëÿ õâèëüîâèõ ð³âíÿíü ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòà-
ìè [6, ñ. 85]. Íà áàç³ ìîäåë³ çàïèñàíî ³íòåãðàëüí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ àêóñòî-
ïðóæíîñò³, ùî ïîâ’ÿçóþòü øâèäê³ñòü àáî ÷àñ ïîøèðåííÿ ³ìïóëüñó çáóðåííÿ 
óçäîâæ çàäàíîãî íàïðÿìêó ³ç ñåðåäíüî³íòåãðàëüíèìè çíà÷åííÿìè ðîçïîä³ëó 
êîìïîíåíò òåíçîð³â äåôîðìàö³é ÷è íàïðóæåíü íà öüîìó íàïðÿìêó. 

²ç âèêîðèñòàííÿì ³íòåãðàëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü àêóñòîïðóæíîñò³ çàïðî-
ïîíîâàíî íåðóéí³âíèé ìåòîä âèçíà÷åííÿ íåîäíîð³äíîãî ÍÄÑ îá’ºêò³â [6, 
ñ. 107]. Îäíàê ðîçãëÿäóâàíó ìîäåëü çîíäóâàííÿ, â îñíîâó ÿêî¿ ïîêëàäåíî 
îïèñ ïîøèðåííÿ çáóðåííÿ ó áåçìåæíîìó ïðîñòîð³, äîö³ëüíî çàñòîñîâóâàòè ó 
âèïàäêó, êîëè âèá³ð ³íôîðìàòèâíèõ ïàðàìåòð³â çä³éñíþºòüñÿ çà äîïîìîãîþ 
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ïåðåòâîðþâà÷³â, ùî çíàõîäÿòüñÿ íà äâîõ ïðîòèëåæíèõ ñòîðîíàõ îá’ºêòà ³ 
ç³ñòèêîâàí³ ç íèì ÷åðåç äîâã³ õâèëåâîäè. Ïðè öüîìó ìîäåëü íå âðàõîâóº 
ïðîöåñ³â â³äáèâàííÿ íà ìåæàõ ïîä³ëó õâèëåâîä-îá’ºêò, à òðèâàë³ñòü çîíäó-
âàëüíîãî ³ìïóëüñó ââàæàºòüñÿ íàñò³ëüêè ìàëîþ, ùî â³äáèòà õâèëÿ íå íà-
êëàäàºòüñÿ íà ïðÿìó íà ïðèéìà÷³ [6, ñ. 80]. 

Ó ñòàòò³ çàïðîïîíîâàíî ³òåðàö³éíèé àëãîðèòì äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïî÷àò-
êîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³ àêóñòîïðóæíîñò³, ùî ìîäåëþº çîíäóâàííÿ íåîäíîð³äíî 
äåôîðìîâàíîãî ò³ëà ñê³í÷åííèõ ðîçì³ð³â ïðóæíèìè ³ìïóëüñàìè. Îòðèìàíî 
àíàë³òè÷í³ ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ íà íóëüîâ³é òà ïåðø³é ³òåðàö³ÿõ ³ ðåêóðåíòí³ 
ïîäàííÿ äëÿ âèùèõ ³òåðàö³é. 

Ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à ïîøèðåííÿ ïðóæíîãî çáóðåííÿ ó òâåðäî-
ìó ò³ë³ ñê³í÷åííèõ ðîçì³ð³â. Íåõàé òâåðäå ò³ëî ñê³í÷åííèõ ðîçì³ð³â ïåðå-
áóâàº ï³ä ä³ºþ îäíîâ³ñíèõ íàïðóæåíü ( )xσ . Ïîøèðåííÿ ïðóæíèõ çáóðåíü ó 
òàêîìó ò³ë³ â íàïðÿìêó x  îïèñóºòüñÿ ð³âíÿííÿìè [6, ñ. 95] 
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Ââåäåìî ñåðåäíüî³íòåãðàëüí³ çíà÷åííÿ êîìïîíåíò ôóíêö³¿ íàïðóæåíü 
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Óâ³âøè ïîçíà÷åííÿ  
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çàäà÷ó (2)–(4) ïîäàìî ó âèãëÿä³ 
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²ç âèêîðèñòàííÿì ðîçðîáëåíî¿ ³òåðàö³éíî¿ ïðîöåäóðè [6, ñ. 85] ð³âíÿííÿ 
(5) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿä³ 
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Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íåíóëüîâèõ êðàéîâèõ ³ ïî÷àòêîâèõ óìîâ ðîçâ’ÿ-
çîê ïîäàìî ó âèãëÿä³ ñóìè, êîæíà ñêëàäîâà ÿêî¿ çàäîâîëüíÿº ëèøå ïî÷àò-

êîâ³, (0)
in ( , )w x t , àáî ëèøå êðàéîâ³, (0)

bn ( , )w x t , óìîâè (êîëè ³íø³ º íóëüîâèìè): 

 (0) (0) (0)
in bn( , ) ( , ) ( , )w x t w x t w x t= + . 

ßê â³äîìî [5, ñ. 51], ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (8), (6), (7) çà óìîâè ( ) 0tη =  ìàòè-
ìå òàêå ïîäàííÿ: 

 (0)
in

1 1( , ) ( ) ( ) ( )
2 2

x Ct

x Ct

w x t x Ct x Ct y dy
C

+

−

= ϑ + + ϑ − + ψ∫( ) , (10) 

äå 1C g= + , à ôóíêö³¿ ( )xϑ , ( )xψ  º àíàë³òè÷íèìè ïðîäîâæåííÿìè ôóíê-

ö³é ( )xϑ , ( )xψ  ïîçà ìåæàìè ïðîì³æêó 0,1[ ] . 

Âèêîíàííÿ îäíîð³äíèõ êðàéîâèõ óìîâ (0) (0, ) 0w t =  òà (0) (1, ) 0w t x∂ ∂ =/  

ïåðåäáà÷àº äëÿ ôóíêö³é ( )xϑ  òà ( )xψ  íàñòóïí³ ïðîäîâæåííÿ íà âñ³é ä³éñ-
í³é îñ³ [1, ñ. 244]: 

 ( ) ( ),           ( ) (2 )x x x xϑ = − ϑ − ϑ = ϑ − , 

 ( ) ( ),           ( ) (2 )x x x xψ = − ψ − ψ = ψ − . (11) 

Òåïåð ðîçâ’ÿæåìî ð³âíÿííÿ (9) ç íóëüîâèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè òà 
íåíóëüîâèìè êðàéîâèìè óìîâàìè (7). Çðîçóì³ëî, ùî êðàéîâèé ðåæèì, îïè-
ñàíèé ïåðøèì ³ç ð³âíÿíü (7), âèêëè÷å õâèëþ, ÿêà ïîøèðþºòüñÿ óçäîâæ 
ñòðóíè âïðàâî ç³ øâèäê³ñòþ C , òîáòî 

 (0)
bn ( , ) ( )w x t f x Ct= − . (12) 
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Ôóíêö³þ f  âèçíà÷èìî ³ç ïåðøî¿ ç êðàéîâèõ óìîâ (7): 
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Ùîá çàäîâîëüíèòè äðóãó ç êðàéîâèõ óìîâ (7), ðîçâ’ÿçîê ïîäàìî ó âè-
ãëÿä³ 
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Ëåãêî ïåðåâ³ðèòè, ùî ôóíêö³ÿ (14) çàäîâîëüíÿº îáèäâ³ êðàéîâ³ óìîâè 
(7), à äðóãèé äîäàíîê îïèñóº â³äáèòó â³ä ïðàâîãî â³ëüíîãî ê³íöÿ õâèëþ, ùî 
ðóõàºòüñÿ âë³âî. 

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ äàëüøå, çà àíàëîã³ºþ ç ðåçóëüòàòàìè, íàâå-
äåíèìè â [5, ñ. 71], îòðèìàºìî ðîçâ’ÿçîê ó âèãëÿä³ ðÿäó 
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C C C C

∞

=

 −   = η − + + η − +        
∑ . (15) 

²ç äðóãî¿ ôîðìóëè (13) âèïëèâàº, ùî äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ t  ëèøå 
ñê³í÷åííà ê³ëüê³ñòü ÷ëåí³â ðÿäó áóäå â³äì³ííîþ â³ä íóëÿ, îñê³ëüêè ç êîæíèì 

íîâèì â³äáèòòÿì àðãóìåíò ó ôîðìóë³ (15) çìåíøóºòüñÿ íà 2 C/ . 

Îòæå, ðîçâ’ÿçîê çì³øàíî¿ çàäà÷³ (9), (6), (7) äëÿ çíà÷åíü 0,1x ∈ [ ]  çàïè-
øåìî òàêèì ÷èíîì: 

 (0) ( ) ( ) 1( , ) ( )
2 2

x Ct

x Ct

x Ct x Ct
w x t y dy

C

+

−

ϑ + + ϑ −= + ψ +∫  

 
1

2 2 2

n

n x n xt t
C C C C

∞

=

 −   + η − + + η − +        ∑ . (16) 

Ç óðàõóâàííÿì (11) ïåðåïèøåìî ðîçâ’ÿçîê (16) ó âèãëÿä³  

 (0) ( ) ( ) 1( , ) ( )
2 2

x Ct

Ct x

x Ct Ct x
w x t y dy

C

+

−

ϑ + − ϑ −= + ψ +∫  

  

1

 
2 2 2 ,   0 

n

n x n xt t x Ct
C C C C

∞

=

−    + η − + + η − + − <        
∑ , (17) 

 (0) 0,1( , ) ( ) ( ) ( ) ,  
1,2

x Ct

x Ct

x Ct
w x t C x Ct x Ct y dy

x CtC

+

−

− > = ϑ + + ϑ − + ψ  + < ∫( )  (18) 

 (0) 1( , ) (2 ( )) ( )
2

w x t C x Ct x Ct
C

= ϑ − + + ϑ − +


( )  

 
1 1

2 ( )

( ) ( )
x Ct x Ct

y dy y dy
− − +

+ ψ + ψ +
∫ ∫  

 
1

2 2 2 ,   1  
n

n x n xt t x Ct
C C C C

∞

=

−    + η − + + η − + + >        
∑ . (19) 
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Íà íàñòóïíèõ ³òåðàö³ÿõ ðîçâ’ÿçóºìî íåîäíîð³äíå õâèëüîâå ð³âíÿííÿ (8) 
ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (6) òà êðàéîâèìè (7). Î÷åâèäíî, ùî ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ 
çàäà÷³ áóäå ñóìîþ â³äîìîãî âæå ðîçâ’ÿçêó (17)–(19) òà ðîçâ’ÿçêó íåîäíîð³ä-
íîãî ð³âíÿííÿ ç íóëüîâèìè ïî÷àòêîâèìè òà êðàéîâèìè óìîâàìè. Çàïèñàâøè 
ð³çíèöþ ñï³ââ³äíîøåíü (8) ³ (9), ìàòèìåìî òàêó çàäà÷ó äëÿ âèçíà÷åííÿ 
óòî÷íåíü ðîçâ’ÿçêó íà âèùèõ ³òåðàö³ÿõ: 

 
( 1)2 ( ) 2 ( )

2 2

( , )
(1 ) ( )

kk k w x tu ug g x
x xt x

−∂∂ ∂ ∂  = + +  ∂ ∂ ∂ ∂
 ,   (20) 

 0
( )

( ) ( ,0)
( ,0) 0,           

k
k u x

u x
t

∂= =
∂

, (21) 

 
( )

( ) (1, )
(0, ) 0,           0,           0

k
k u t

u t t
x

∂= = >
∂

,          (22) 

äå ( ) ( ) (0)( , ) ( , ) ( , )k ku x t w x t w x t= − , 1,2,3,k =  . 
Âèêîíàííÿ îäíîð³äíèõ êðàéîâèõ óìîâ (22) âèçíà÷àº äëÿ ôóíêö³¿ 

( 1)
( ) ( , )

( , ) ( )
k

k w x t
f x t g x

x x

−∂∂  =  ∂ ∂ 
  òàê³ àíàë³òè÷í³ ïðîäîâæåííÿ íà âñ³é ä³éñ-

í³é îñ³ x  [5, ñ. 77]: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( , ),        ( , ) (2 , )k k k kf x t f x t f x t f x t= − − = − . (23) 

²ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè Äàëàìáåðà òà óìîâ (23) ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 
(20)–(22) ïîäàìî ó âèãëÿä³ 

 ( ) ( , )ku x t =  

 

( )
( )

0 ( )

1 1
( ) ( )

0 ( ) 2 ( ( ))

( , ) , ( ) 1,
1
2

( , ) ( , ) , ( ) 1,

x C tt
k

x C t

t
k k

x C t x C t

f d d x C t

C
f d f d d x C t

+ −τ

− −τ

− −τ − + −τ


ξ τ ξ τ + − τ <


= 

  ξ τ ξ + ξ τ ξ τ + − τ >   

∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

àáî 

  

( 1)

( ) 0

( 2)

0

( , , ) , ( ) 1,
1( , )

2
( , , ) , ( ) 1,

t
k

k
t

k

u x t d x C t

u x t
C

u x t d x C t


τ τ + − τ <

= 
 τ τ + − τ >


∫

∫
 (24) 

äå 

 ( 1) ( ) ( )

( ) ( )
( , , ) ( , ) ( , )k k k

x C t x C t
u x t F F

ξ= + −τ ξ= − −τ
τ = ξ τ − ξ τ , 

 ( 2) ( , , )ku x t τ =  

 ( ) ( ) ( )

1 ( ) 2 ( ( ))
2 ( , ) ( , ) ( , )k k k

x C t x C t
F F F

ξ= ξ= − −τ ξ= − + −τ
= ξ τ − ξ τ  − ξ τ =  

 ( ) ( )

( ) 2 ( ( ))
( , ) ( , )k k

x C t x C t
F F

ξ= − −τ ξ= − + −τ
= − ξ τ  − ξ τ . 

Òóò 
( 1)

( ) ( , )
( , ) ( )

k
k w x t

F x t g x
x

−∂=
∂

 . 

²ç ïîïåðåäíüîãî ïîäàííÿ òà ôîðìóë (11) ³ (23) îòðèìàºìî ñï³ââ³äíîøåí-
íÿ, ùî çàäàþòü àíàë³òè÷í³ ïðîäîâæåííÿ íà âñ³é ä³éñí³é îñ³ x  äëÿ ôóíêö³¿ 

( )( , )kF x t : 

 ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( , ),         ( , ) (2 , )k k k kF x t F x t F x t F x t= − = − − . (25) 



138 

Çîêðåìà, àíàë³òè÷íå ïðîäîâæåííÿ ( )G x  ôóíêö³¿ ( )g x  ïåðåäáà÷àº òàê³ 

ïîäàííÿ çà ìåæàìè ïðîì³æêó 0,1[ ] : 

 

   

   

( ),   0,

( ) ( ), 0 1,

(2 ),   1.

g x x

G x g x x

g x x

− <
= < <
 − − >

 (26) 

²ç âèêîðèñòàííÿì ïîäàííÿ ðîçâ’ÿçêó (24), àíàë³òè÷íèõ ïðîäîâæåíü (11), 
(23), (25) ³ (26) íà ïåðø³é ³òåðàö³¿ îòðèìàºìî òàêå óòî÷íåííÿ: 

 (1)
2

1 1( , ) ( ) ( ) ( )
4

x Ct

x

u x t G y dy gCt x Ct x Ct
CC

+   ′= − ψ + + ϑ + +      
∫  

 1( ) ( ) ( )
x

x Ct

G y dy gCt x Ct x Ct
C−

   ′+ − ψ − − ϑ − +   
   ∫  

 1 1 1( ) ( ) ( )
2 2 2

x Ct

x Ct

G y x Ct G y x Ct y dy
+

−

     ′+ + + − + − ϑ −        ∫  

 1 1 ( )
22

x Ct

x Ct

G y x Ct
C

+

−

  − + + +   ∫  

 1 ( ) 2 ( )
2

G y x Ct g y dy
 + + − − ψ      
. (27) 

Ðîçâ’ÿçêè íà âèùèõ ³òåðàö³ÿõ ïîäàºìî çà àíàëîã³ºþ ³ç ôîðìóëîþ (24). 
ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî ïîøèðåííÿ çîíäóâàëüíîãî ³ìïóëüñó â ò³ë³, ³í-

äóêîâàíîãî ñèëàìè, ùî ä³þòü íà ë³âîìó ê³íö³. Òîä³ êðàéîâ³ óìîâè (7) ìàþòü 
âèãëÿä  

 
(0, ) (1, )

( ),      0,           0
w t w t

t t
x x

∂ ∂= ν = >
∂ ∂

. (28) 

Ó öüîìó âèïàäêó çàäà÷ó (5), (6), (28) ìîæíà çâåñòè äî çàäà÷³ (5)–(7), ÿê-
ùî âðàõóâàòè çâ’ÿçîê ì³æ ôóíêö³ÿìè êðàéîâèõ óìîâ ( )tη  ³ ( )tν  [5, ñ. 78]: 

 1( ) ( ) ( ( ) ( ))t Ct t C Ct
C

′ ′ν = ψ − η − ϑ( ) . (29) 

Ðîçâ’ÿçàâøè äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ (29), äëÿ ( )tη  îòðèìàºìî 

 
0

( ) ( ) ( ) ( )
t

t C C d Ctη = ψ τ − ν τ τ + ϑ∫ ( ) . (30) 

Ôîðìóëà (30) çàäàº âèãëÿä ôóíêö³¿ êðàéîâîãî ðåæèìó (15) ÷åðåç â³äîì³ 
ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ ( )tν , ( )xϑ  ³ ( )xψ . Âèêîíàííÿ æ îäíîð³äíèõ êðàéîâèõ 

óìîâ äðóãîãî ðîäó (0, ) 0w t x∂ ∂ =/  ïåðåäáà÷àº ïðîäîâæåííÿ äëÿ ôóíêö³é 

( )xϑ  ³ ( )xψ  äëÿ â³ä’ºìíèõ çíà÷åíü 

 ( ) ( ),           ( ) ( )x x x xϑ = ϑ − ψ = ψ − . (31) 

Îòæå, âðàõóâàííÿ ïîäàííÿ (30) òà àíàë³òè÷íèõ ïðîäîâæåíü (31) äàº 
çìîãó çàïèñàòè ðîçâ’ÿçîê ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³ çàïðîïîíîâàíèì ³òåðà-
ö³éíèì ìåòîäîì ó âèãëÿä³ ôîðìóë (16), (27) çà óìîâè, ùî íà îáîõ ê³íöÿõ çà-
äàíî äðóãó êðàéîâó óìîâó. 

Ó ñåðåäîâèù³ Mathcad ïðîâåäåíî ÷èñëîâèé åêñïåðèìåíò çàïðîïîíîâà-
íîãî ³òåðàö³éíîãî àëãîðèòìó. Ôóíêö³¿ ( )g x , ùî âèçíà÷àþòü íåîäíîð³äíèé 
ðîçïîä³ë íàïðóæåíü íà øëÿõó ïîøèðåííÿ çáóðåííÿ, âèáèðàëè ó âèãëÿä³ 

 
2

( ) ,      ( ) (1 ),      ( )
1

axg x ax b g x ax x g x
bx

= + = − =
+

. 
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Âèêîíàíî ïîð³âíÿííÿ ðåçóëüòàò³â íóëüîâîãî, ïåðøîãî òà äðóãîãî ³òåðà-
ö³éíèõ íàáëèæåíü. Çà óìîâè, êîëè óñåðåäíåíå íà øëÿõó ïîøèðåííÿ çáó-
ðåííÿ g  çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ( )g x  º ïîðÿäêó 10-2, óòî÷íåííÿ ðîçâ’ÿçêó íà 
ïåðø³é ³òåðàö³¿ ñòàíîâèëî äî 5%, à íà äðóã³é íå ïåðåâèùóâàëî 1%. 

Ïîáóäîâàí³ ðîçâ’ÿçêè ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³ ïîøèðåííÿ ïðóæíîãî 
çáóðåííÿ â íåîäíîð³äíî äåôîðìîâàíîìó ò³ë³ ìîæíà çàñòîñóâàòè äëÿ ôîðìó-
ëþâàííÿ ïðÿìèõ òà îáåðíåíèõ çàäà÷ íåðóéí³âíîãî âèçíà÷åííÿ ïî÷àòêîâèõ 
íàïðóæåíü ³ç âèêîðèñòàííÿì äàíèõ àêóñòè÷íîãî çîíäóâàííÿ. 
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ИТЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ 
ЗАДАЧИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ УПРУГОГО  
ВОЗМУЩЕНИЯ В НЕОДНОРОДНО ДЕФОРМИРОВАННОМ ТЕЛЕ  
 
Ïðåäëîæåí èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ 
ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, êîòîðàÿ ìîäåëèðóåò çîíäèðîâàíèå íåîäíîðîäíî äåôîðìè-
ðîâàííîãî òåëà îãðàíè÷åííûõ ðàçìåðîâ óïðóãèì âîçìóùåíèåì. 
 
ITERATIVE METHOD OF SOLUTION FOR INITIALLY 
BOUNDARY-VALUE PROBLEM ON PROPAGATION OF ELASTIC 
DISTURBANCE IN INHOMOGENEOUSLY STRAINED BODY 
 
The iterative method for solving a boundary-value problem for hyperbolic-type equa-
tions has been considered. The problem models propagation of elastic disturbance in an 
inhomogeneously strained body. 
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