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ЧИСЕЛЬНЕ МОДЕЛЮВАННЯ АКТИВНОГО ДЕМПФУВАННЯ 
ВИМУШЕНИХ ТЕРМОМЕХАНІЧНИХ РЕЗОНАНСНИХ КОЛИВАНЬ 
В’ЯЗКОПРУЖНИХ ОБОЛОНОК ОБЕРТАННЯ ЗА ДОПОМОГОЮ 
П’ЄЗОЕЛЕКТРИЧНИХ ВКЛЮЧЕНЬ 
 

Ðîçãëÿäàºòüñÿ çàäà÷à ïðî àêòèâíå äåìïôóâàííÿ âèìóøåíèõ ðåçîíàíñíèõ êî-
ëèâàíü â’ÿçêîïðóæíèõ îáîëîíîê îáåðòàííÿ çà äîïîìîãîþ ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ 
ñåíñîð³â òà àêòóàòîð³â. Âðàõîâóºòüñÿ âçàºìîä³ÿ åëåêòðîìåõàí³÷íèõ ³ òåï-
ëîâèõ ïîë³â. Äëÿ ìîäåëþâàííÿ êîëèâàíü âèêîðèñòîâóþòüñÿ ã³ïîòåçè Ê³ðõãîô-
ôà – Ëÿâà òà àäåêâàòí³ ¿ì ã³ïîòåçè ïðî ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè òà åëåêò-
ðè÷íèõ ïîëüîâèõ âåëè÷èí. Òåìïåðàòóðà â îáîëîíö³ ï³äâèùóºòüñÿ â ðåçóëüòà-
ò³ äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó. Äëÿ àêòèâíîãî äåìïôóâàííÿ êîëèâàíü âèêîðèñ-
òîâóþòüñÿ ï’ºçîåëåêòðè÷í³ ñåíñîðè òà àêòóàòîðè. Ïðèïóñêàºòüñÿ, ùî 
åëåêòðîìåõàí³÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ìàòåð³àë³â çàëåæàòü â³ä òåìïåðàòóðè. 
Ðîçâ’ÿçîê ñêëàäíî¿ íåë³í³éíî¿ çàäà÷³ îäåðæàíî ³òåðàö³éíèì ìåòîäîì ³ ìåòî-
äîì ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â. Äîñë³äæåíî âïëèâ òåìïåðàòóðè äèñèïàòèâíîãî 
ðîç³ãð³âó íà åôåêòèâí³ñòü àêòèâíîãî äåìïôóâàííÿ êîëèâàíü â’ÿçêîïðóæíî¿ 
öèë³íäðè÷íî¿ ïàíåë³ ç æîðñòêèì çàùåìëåííÿì êðà¿â. 

 
1. Âñòóï. Òîíê³ â’ÿçêîïðóæí³ êîìïîçèòí³ îáîëîíêè îáåðòàííÿ çíàõîäÿòü 

øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ó áàãàòüîõ ãàëóçÿõ ñó÷àñíî¿ òåõí³êè [1, 14, 22]. Ïðè 
ä³¿ íà íèõ ãàðìîí³÷íèõ çà ÷àñîì ìåõàí³÷íèõ íàâàíòàæåíü ç ÷àñòîòîþ, 
áëèçüêîþ äî ðåçîíàíñíî¿, ó íåïðóæíèõ îáîëîíêàõ ìîæóòü âèíèêíóòè ³íòåí-
ñèâí³ êîëèâàííÿ ³ ñóòòºâî ï³äâèùèòèñÿ òåìïåðàòóðà, çóìîâëåíà ã³ñòåðåçèñ-
íèìè âòðàòàìè, – òàê çâàíà òåìïåðàòóðà äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó. Öå ìîæå 
ïðèçâåñòè äî âòðàòè òàêèìè îáîëîíêàìè ôóíêö³îíàëüíî¿ çäàòíîñò³ âíàñë³-
äîê âòîìíîãî ÷è òåïëîâîãî ðóéíóâàííÿ. Ó çâ’ÿçêó ç öèì âèíèêàº íåîáõ³ä-
í³ñòü äåìïôóâàííÿ âèìóøåíèõ ðåçîíàíñíèõ êîëèâàíü íåïðóæíèõ îáîëîíîê. 
Äëÿ ö³º¿ ìåòè íàéá³ëüø ðîçïîâñþäæåíèìè º ïàñèâí³ ìåòîäè äåìïôóâàííÿ, 
êîëè â ñòðóêòóðó ïëàñòèíè ââîäÿòüñÿ âêëþ÷åííÿ ç âèñîêèìè ã³ñòåðåçèñíè-
ìè âòðàòàìè. Îãëÿä ðîá³ò ç ïàñèâíîãî äåìïôóâàííÿ âèìóøåíèõ êîëèâàíü 
òîíêîñò³ííèõ åëåìåíò³â ïîäàíî â [3, 7, 9–11, 20, 24]. Ïðîòå â îñòàíí³ ðîêè 
äëÿ öüîãî ïî÷àëè âèêîðèñòîâóâàòè á³ëüø åôåêòèâí³ ìåòîäè àêòèâíîãî 
äåìïôóâàííÿ âèìóøåíèõ ðåçîíàíñíèõ êîëèâàíü òîíêîñò³ííèõ åëåìåíò³â, 
êîëè â ñòðóêòóðó ïëàñòèíè ââîäÿòüñÿ ï’ºçîåëåêòðè÷í³ âêëþ÷åííÿ, ÿê³ âèêî-
íóþòü ôóíêö³¿ òàê çâàíîãî àêòóàòîðà òà ñåíñîðà [13, 18, 23, 25]. Ñåíñîð äàº 
³íôîðìàö³þ ïðî ð³âåíü êîëèâàíü, à äî àêòóàòîðà ï³äâîäèòüñÿ ð³çíèöÿ ïî-
òåíö³àë³â, ïðîïîðö³éíà ïîêàçíèêàì ñåíñîðà – øâèäêîñò³ çì³íè ð³çíèö³ ïî-
òåíö³àë³â ñåíñîðà àáî ñòðóìó. Ó ðåçóëüòàò³ â îáîëîíö³ ïîÿâëÿºòüñÿ äîäàòêî-
âå çàòóõàííÿ, ÿêèì ìîæíà êåðóâàòè çà ðàõóíîê êîåô³ö³ºíò³â îáåðíåíîãî 
çâ’ÿçêó. Íà åôåêòèâí³ñòü òàêîãî òèïó àêòèâíîãî äåìïôóâàííÿ êîëèâàíü 
îáîëîíêè ìîæå ñóòòºâî âïëèíóòè òåìïåðàòóðà äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó [4, 
6, 7, 19, 21, 22, 26–28]. Òàê, íàïðèêëàä, ïðè äîñÿãíåíí³ òåìïåðàòóðîþ òî÷êè 
Êþð³ ï’ºçîåëåêòðè÷í³ âêëþ÷åííÿ âòðà÷àþòü ñâîº ôóíêö³îíàëüíå ïðèçíà÷åí-
íÿ ÷åðåç âòðàòó ï’ºçîåôåêòó ïðè ö³é òåìïåðàòóð³. Ïðè öüîìó ìàº ì³ñöå 
ñïåöèô³÷íèé òèï òåïëîâîãî ðóéíóâàííÿ, êîëè îáîëîíêà íå ðîçä³ëÿºòüñÿ íà 
÷àñòèíè, àëå êåðóâàòè ¿¿ êîëèâàííÿìè íåìîæëèâî. 
 Ó ö³é ðîáîò³ ïîäàíî âàð³àö³éíó ïîñòàíîâêó çàäà÷³ ïðî àêòèâíå äåìïôó-
âàííÿ êîëèâàíü â’ÿçêîïðóæíèõ îáîëîíîê îáåðòàííÿ çà äîïîìîãîþ ï’ºçî-
åëåêòðè÷íèõ ñåíñîð³â òà àêòóàòîð³â. Ïîñòàíîâêà áàçóºòüñÿ íà ìåõàí³÷íèõ 
ã³ïîòåçàõ Ê³ðõãîôôà – Ëÿâà, äîïîâíåíèõ àäåêâàòíèìè ¿ì ã³ïîòåçàìè ïðî 
ðîçïîä³ë ïî òîâùèí³ òåìïåðàòóðè òà åëåêòðè÷íèõ ïîëüîâèõ âåëè÷èí. Äëÿ 
ìîäåëþâàííÿ åëåêòðîìåõàí³÷íî¿ ïîâåä³íêè ìàòåð³àë³â âèêîðèñòîâóºòüñÿ 
êîíöåïö³ÿ êîìïëåêñíèõ õàðàêòåðèñòèê [2, 4–7, 12, 21]. Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ íå-
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ë³í³éíî¿ çàäà÷³ çàñòîñîâóºòüñÿ ³òåðàö³éíà ïðîöåäóðà, âíàñë³äîê ÷îãî çàäà÷à 
çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ë³í³éíèõ çàäà÷ åëåêòðîìåõàí³êè òà ð³âíÿííÿ 
òåïëîïðîâ³äíîñò³ ç â³äîìèì äæåðåëîì òåïëà. 

Äëÿ öèë³íäðè÷íî¿ ïàíåë³ ç æîðñòêèì çàùåìëåííÿì êðà¿â ïðîâåäåíî 
ðîçðàõóíêè àìïë³òóäíî- òà òåìïåðàòóðíî-÷àñòîòíèõ õàðàêòåðèñòèê, ÿê³ 
ñâ³ä÷àòü, ùî çà ðàõóíîê âèáîðó êîåô³ö³ºíò³â îáåðíåíîãî çâ’ÿçêó ìîæíà 
çíà÷íî çìåíøèòè ð³âåíü êîëèâàíü ³ òåìïåðàòóðó äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó. 
  2. Âàð³àö³éíà ïîñòàíîâêà çàäà÷³ ïðî àêòèâíå äåìïôóâàííÿ âèìóøå-
íèõ êîëèâàíü àí³çîòðîïíèõ îáîëîíîê îáåðòàííÿ. Äëÿ àêòèâíîãî äåìïôó-
âàííÿ ñòàö³îíàðíèõ ãàðìîí³÷íèõ êîëèâàíü îáîëîíîê îáåðòàííÿ ç ïàñèâíèõ 
(áåç ï’ºçîåôåêòó) ìàòåð³àë³â (ìåòàë³â, ïîë³ìåð³â, êîìïîçèò³â òîùî) çà äîïî-
ìîãîþ ñåíñîð³â òà àêòóàòîð³â ó ¿õ ñòðóêòóðó ââîäÿòüñÿ ï’ºçîåëåêòðè÷í³ 
âêëþ÷åííÿ, ÿê³ ìîæóòü áóòè ðîçì³ùåí³ ÿê íà ¿¿ ïîâåðõí³, òàê ³ â áóäü-ÿêîìó 
ì³ñö³ ïî òîâùèí³. Âîíè ìîæóòü ïîêðèâàòè âñþ ïîâåðõíþ ïëàñòèíè àáî íàíî-
ñèòèñü ó âèãëÿä³ ïëÿì. Äî àêòóàòîðà ï³äâîäèòüñÿ ð³çíèöÿ ïîòåíö³àë³â, ïðî-
ïîðö³éíà øâèäêîñò³ çì³íè ð³çíèö³ ïîòåíö³àë³â ñåíñîðà àáî ñòðóìó. Êîåô³ö³-
ºíò ïðîïîðö³éíîñò³ íàçèâàþòü êîåô³ö³ºíòîì îáåðíåíîãî çâ’ÿçêó. Ó ðåçóëüòà-
ò³ â îáîëîíö³ ïîÿâëÿºòüñÿ äîäàòêîâå çàòóõàííÿ, ÿêèì ìîæíà êåðóâàòè çà äî-
ïîìîãîþ âèáîðó êîåô³ö³ºíòà îáåðíåíîãî çâ’ÿçêó. Âíàñë³äîê öüîãî ìîæíà ñóò-
òºâî çìåíøèòè àìïë³òóäó êîëèâàíü ³ òåìïåðàòóðó äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó. 

ßê çàãàëüíèé âèïàäîê îáëàñò³ ç âêëþ÷åííÿìè ðîçãëÿíåìî òîíê³ øàðó-
âàò³ â’ÿçêîïðóæí³ ï’ºçîîáîëîíêè, ñêëàäåí³ ç äîâ³ëüíîãî ÷èñëà ïàñèâíèõ àáî 
ï’ºçîàêòèâíèõ øàð³â ñòàëî¿ òîâùèíè. Ïàñèâí³ øàðè ìîæóòü áóòè ìåòàë³÷-
íèìè, ïîë³ìåðíèìè àáî êîìïîçèòíèìè. Ââàæàºìî ¿õ îðòîòðîïíèìè. Ï’ºçîàê-
òèâí³ øàðè º òðàíñâåðñàëüíî-³çîòðîïíèìè ³ ïîëÿðèçîâàíèìè ïî òîâùèí³ 
ïëàñòèíè. ßêùî ì³æ øàðàìè åëåêòðîäè â³äñóòí³, òî íà ¿õ ãðàíèö³ ìàº ì³ñöå 
³äåàëüíèé ìåõàí³÷íèé ³ åëåêòðè÷íèé êîíòàêò. Äèñèïàòèâí³ âëàñòèâîñò³ ìà-
òåð³àë³â ïàñèâíèõ ³ ï’ºçîàêòèâíèõ øàð³â âðàõîâóºìî íà îñíîâ³ ìîäåëåé ë³-
í³éíî¿ â’ÿçêîïðóæíîñò³, ÿêà ïðè ãàðìîí³÷íîìó äåôîðìóâàíí³ ïðèâîäèòü äî 
êîìïëåêñíèõ õàðàêòåðèñòèê [4–6, 21]. Äåôîðìàö³¿ ââàæàºìî ìàëèìè. 

Ðîçãëÿíåìî òðèøàðîâó òîíêó îáîëîíêó îáåðòàííÿ òîâùèíè 1H h= +  

2 3h h+ + , ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç òðàíñâåðñàëüíî-³çîòðîïíèõ øàð³â ç òîâùèííîþ 
ïîëÿðèçàö³ºþ. Îáîëîíêó â³äíåñåìî äî êðèâîë³í³éíî¿ îðòîãîíàëüíî¿ ñèñòåìè 
êîîðäèíàò ( , , )s zθ . ßê áàçèñíó îáåðåìî ñåðåäèííó ïîâåðõíþ âíóòð³øíüîãî 
øàðó îáîëîíêè. Ââàæàºìî, ùî îáîëîíêà äîñèòü òîíêà, òàê ùî äëÿ ìîäåëþ-
âàííÿ ¿¿ ìåõàí³÷íî¿ ïîâåä³íêè ìîæíà âèêîðèñòàòè ã³ïîòåçè Ê³ðõãîôôà – Ëÿ-
âà, â³äïîâ³äíî äî ÿêèõ 0,  0,  0zz zs zθσ = σ = σ = . Ìåðèä³àí áàçèñíî¿ ïîâåðõí³ 

îïèñóºòüñÿ ð³âíÿííÿì ( )r r x= . Íà ïîâåðõíÿõ 0 1 2 3, , ,z a a a a=  ðîçì³ùåíî 

ñóö³ëüí³ àáî äèñêðåòí³ åëåêòðîäè, íà ÿêèõ çàäàþòüñÿ â³äïîâ³äí³ çíà÷åííÿ 
ïîòåíö³àë³â. Òóò ka  – çíà÷åííÿ òîâùèííî¿ êîîðäèíàòè êîæíîãî øàðó. Òàê, 

íàïðèêëàä, ïåðøèé âíóòð³øí³é øàð ìàº êîîðäèíàòè 0a  òà 1a . 

Âêàçàí³ âèùå êëàñè÷í³ ã³ïîòåçè Ê³ðõãîôà – Ëÿâà äîïîâíþþòüñÿ àäåê-
âàòíèìè ¿ì ã³ïîòåçàìè â³äíîñíî åëåêòðè÷íèõ âåëè÷èí, êîëè ââàæàºòüñÿ, ùî 
â³äì³ííèìè â³ä íóëÿ º ò³ëüêè íîðìàëüí³ ñêëàäîâ³ âåêòîð³â íàïðóæåíîñò³ 
åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ òà åëåêòðè÷íî¿ ³íäóêö³¿ ( 0, 0)z zE D≠ ≠ . 

Â³äïîâ³äíî äî öèõ ã³ïîòåç ð³âíÿííÿ ñòàíó äëÿ k -ãî øàðó îáîëîíêè 
ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ [6, 7] 

 11 12 11
k k k k k
ss ss zB B Eθθσ = ε + ε − γ , 

 12 22 11
k k k k k

ss zB B Eθθ θθσ = ε + ε − γ , 

 122k k
s sGθ θσ = ε , 

 33 11( )k k k k
z z ssD E θθ= γ + γ ε + ε ,  (1) 
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äå 

 11 12 11 12 112
11

1 1,        ,    
21 ( )

    
k

k k k k k k
k k

B B B G B
S

− ν= = ν =
− ν[ ]

, 

 212
11 31 11 33 33

11

,         (1 ) ,         [1 ( ) ]
k

k k k k k k k k
Pk

S
d B k

S
ν = − γ = + ν γ = ε − , 

 
2 2 2

2 31 11
11 22 112

11 33 33

2( ) ( ) ( )1( ) ,    ,    
2(1 ) 1 ( )

k k kk
k k k kP

P k k k k k
P

d k
k B B B

S k

γ + ν= = =
ε − ν γ −

. (2) 

Ó ïîäàëüøîìó áóäåìî ðîçãëÿäàòè òàê³ îáîëîíêè, äëÿ ÿêèõ âåëè÷èíàìè 

1

z
R

 ³ 
2

z
R

 ìîæíà çíåõòóâàòè ïîð³âíÿíî ç îäèíèöåþ ( 1 2,  R R  – ðàä³óñè ãîëîâ-

íèõ êðèâèí ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³). Ó öüîìó âèïàäêó êîìïîíåíòè âåêòîðà 
çì³ùåíü ³ êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàö³é îáîëîíêè çàïèøóòüñÿ ó âèãëÿä³ 

 0
( , )

( , , ) ( , )
w s

u s z u s z
s

∂ θθ = θ −
∂

, 

 0
( , )

( , , ) ( , )
w s

v s z v s z
r

∂ θθ = θ −
∂θ

, 

 ( , , ) ( , )w s z w sθ = θ , 

 0 0 0,         ,         ss ss ss s s sz z zθθ θθ θθ θ θ θε = ε + ε = ε + ε = ε +æ æ æ ,  (3) 

äå 

 0 00 0
0

1 2

cos1,        ss

u vw wu
s R r r Rθθ

∂ ∂ ϕε = + ε = + +
∂ ∂θ

, 

 0 0 0
0

cos1 1
2s

v u
v

s r rθ
∂ ∂ ϕ ε = + − ∂ ∂θ 

, 

 
2

0
2

1

1
ss

uw
R ss

∂∂= − +
∂∂

æ , 

 
2

0
02 2

2 1

cos cos1 1 vw w u
r s R r Rr

θθ
∂ϕ ϕ∂ ∂   = − + + +   ∂ ∂θ   ∂θ

æ , 

 
2

0 0
02

2 2 1

cos cos1 1
s

v uw w v
r s R s R r R rr

θ
∂ ∂ϕ ϕ∂ ∂   = − − + − +   ∂θ∂ ∂θ ∂ ∂θ   

æ . (4) 

Âðàõîâóþ÷è âêàçàí³ âèùå ã³ïîòåçè â³äíîñíî åëåêòðè÷íèõ âåëè÷èí, ï³ñ-

ëÿ ³íòåãðóâàííÿ âèðàçó äëÿ k
zE , 

 0 011

33 33

1 ( ) ( )
k

k k
z z ss ssk k

E D zθθ θθ
γ

= − ε + ε + +
γ γ

[ ]æ æ , (5) 

ïî òîâùèí³ îáîëîíêè îäåðæèìî 

 0 01 2 3

1 1 1

( ) ( )
k k

k k k
z ss ssk k k

V V H H
D

H H H
−

θθ θθ
−

= − + ε + ε + +æ æ .  (6) 

Òóò ââåäåíî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: 

 1 11
1 2 1

33 33

,            ( )
k

k kk k
k kk k

a a
H H a a−

−
− γ

= = −
γ γ

, 

 2 211
3 1

33

( )
2

k
k

k kk
H a a −

γ
= −

γ
,  (7) 

kV , 1,2,3k = , – çíà÷åííÿ ïîòåíö³àëó íà åëåêòðîäîâàíèõ ïîâåðõíÿõ. 
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Ï³äñòàâëÿþ÷è (5) â (1) ³ âðàõîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (3), (4), ð³âíÿííÿ 
ñòàíó çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 0 0 11
11 12

33

( ) ( )
k

k k k k
ss ss ss zk

A z A z Dθθ θθ
γ

σ = ε + + ε + −
γ

æ æ , 

  0 0 11
12 11

33

( ) ( )
k

k k k k
ss ss zk

A z A z Dθθ θθ θθ
γ

σ = ε + + ε + −
γ

æ æ , 

 0
12 ( )k k

s s sG zθ θ θσ = ε + æ ,  (8) 

äå 

 
2 2

11 11
11 11 12 12

33 33

( ) ( )
,         

k k
k k k k

k k
A B A B

γ γ
= + = +

γ γ
.  (9) 

Íàâåäåìî âàð³àö³éíå ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³. Ç âðàõóâàííÿì ã³ïîòåç 
Ê³ðõãîôôà – Ëÿâà ³ ïðèïóùåííÿ ïðî ñòàë³ñòü íîðìàëüíî¿ ñêëàäîâî¿ âåêòî-
ðà åëåêòðè÷íî¿ ³íäóêö³¿ â êîæíîìó øàð³ ï³ñëÿ ³íòåãðóâàííÿ ïî òîâùèí³ ³ 
ï³äñóìîâóâàííÿ ðåçóëüòàò³â ïî âñüîìó ïàêåòó øàð³â îáîëîíêè, çâåäåìî 
òðèâèì³ðíå âàð³àö³éíå ð³âíÿííÿ [8] äî äâîâèì³ðíîãî âèãëÿäó 

 1 2 3 0δ = δ + δ + δ =E E E E .  (10) 

Òóò ââåäåíî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: 

 0 2 0 0 0 2 0 2 0
1 11 12 22 44 11

1 ( ) 2 ( ) ( ) 4 ( ) 2 ( )
2 ss ss s ss ss

F

C C C C Kθθ θθ θ


= ε + ε ε + ε + ε + ε +


∫∫E æ  

 0 0 0 0
12 21 22 442 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 8 ( )ss ss s sK K K Kθθ θθ θθ θθ θ θ+ ε + ε + ε + ε +æ æ æ æ  

 2 2 2
11 12 22 44( ) 2 ( ) ( ) 4 ( )ss ss sD D D Dθθ θθ θ+ + + + −æ æ æ æ æ  

 2 2 2 2 2
1 0 0 2 0 0

1( ) 2 w wu v w u v
s r

∂ ∂ − ω ρ + + + ω ρ + − ∂ ∂θ 
 

 
2 2

2
3

1w w r dsd
s r

 ∂ ∂   − ω ρ + θ     ∂ ∂θ     
, (11) 

 2 0 0( )s z
F

P u P v P w r ds dθ= − + + θ −∫∫E  

 0 0s z s
L

w wN u N v N w M M dL
s rθ θ

∂ ∂ − + + − − ∂ ∂θ ∫ ,  (12) 

 0 01
3 2 3

1

( ) ( )k kk k
ss ssk

F

V V
H H r ds d

H
−

θθ θθ
−

= − ε + ε + + θ∫∫E [ ]æ æ ,  (13) 

äå 

 

1 1

2
2

44 12
1

( )
,               

k k

k k

a ak
k k

ij ij k
a a

H
C A dz C G dz

H
− −

= − =∫ ∫ , 

 

1 1

2 3
44 12

1

( )
,          

k k

k k

a ak k
k k

ij ij k
a a

H H
K A z dz K G z dz

H
− −

= − =∫ ∫ , 

 

1 1

2
2 23

44 12
1

( )
,           

k k

k k

a ak
k k

ij ij k
a a

H
D A z dz D G z dz

H
− −

= − =∫ ∫ , 
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1 1

,        
k k

k k

a a

s s
a a

M f z dz M f z dz

− −

θ θ= =∫ ∫ , 

 

1 1 1

2
1 2 3,          ,         

k k k

k k k

a a a
k k k

a a a

dz z dz z dz

− − −

ρ = ρ ρ = ρ ρ = ρ∫ ∫ ∫ , (14) 

kρ  – ãóñòèíà ìàòåð³àë³â. 
Ó âèðàçàõ (14) ïåðåä ³íòåãðàëàìè îïóùåíî çíàê ï³äñóìîâóâàííÿ çà ³í-

äåêñîì .k  Ó âèïàäêó ñèìåòðè÷íîãî ðîçì³ùåííÿ øàð³â îáîëîíêè ìàºìî 

 11 22 33 0K K K= = = .  (15) 

Ïðè äîñë³äæåíí³ âïëèâó òåìïåðàòóðè íà àêòèâíå äåìïôóâàííÿ êîëè-
âàíü çà äîïîìîãîþ àêòóàòîð³â çãàäàí³ âèùå ð³âíÿííÿ ïîòð³áíî äîïîâíèòè 
ð³âíÿííÿì åíåðã³¿, ÿêå îïèñóº äèñèïàòèâíèé ðîç³ãð³â. 

Ùîá äîñë³äèòè âïëèâ òåìïåðàòóðè äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó íà åôåê-
òèâí³ñòü àêòèâíîãî äåìïôóâàííÿ êîëèâàíü îáîëîíîê îáåðòàííÿ, äëÿ çíàõîä-
æåííÿ ö³º¿ òåìïåðàòóðè âèêîðèñòàºìî òðèâèì³ðíå âàð³àö³éíå ð³âíÿííÿ 
åíåðã³¿ äëÿ øàðóâàòî¿ îáîëîíêè [15]: 

 
( )

1k k k
T T

V

T T T T T T Tc T
t z z r r r r

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  ρ δ + λ δ + δ + δ +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂θ ∂θ  ∫∫∫  

 
( )

( ) 0k
T CQ T r ds d dz T T T d

Σ

+ δ θ + α − δ Σ = ∫∫ ,  (16) 

äå k
Tc  – êîåô³ö³ºíò òåïëîºìíîñò³ ìàòåð³àëó øàðó îáîëîíêè; Tα  – êîåô³ö³-

ºíò òåïëîîáì³íó ïðè êîíâåêòèâíîìó òåïëîîáì³í³ íà ïîâåðõí³ Σ  ç ñåðåäî-

âèùåì ç òåìïåðàòóðîþ CT ; t  – ÷àñ íàãð³âó; k
Tλ  – êîåô³ö³ºíòè òåïëîïðîâ³ä-

íîñò³. 
Äëÿ çâåäåííÿ òðèâèì³ðíî¿ âàð³àö³éíî¿ çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ (16) äî 

ñèñòåìè äâîâèì³ðíèõ çàäà÷ ïðèéìàºìî, ùî íîðìàëüíà ñêëàäîâà òåïëîâîãî 
ïîòîêó zq  çì³íþºòüñÿ ïî òîâùèí³ ïàêåòó øàð³â çà ë³í³éíèì çàêîíîì zq =  

0 1q q z= + . Ó öüîìó âèïàäêó òåìïåðàòóðà â êîæíîìó øàð³ îáîëîíêè 

àïðîêñèìóºòüñÿ êâàäðàòè÷íèì ïîë³íîìîì çà òîâùèííîþ êîîðäèíàòîþ z . 
Ïðè ìåõàí³÷íîìó íàâàíòàæåíí³ äëÿ âèïàäêó ðîç³ìêíóòèõ åëåêòðîä³â ç 

óìîâè 0z
S

D ds =∫∫  ìîæíà çíàéòè ð³çíèöþ ïîòåíö³àë³â ì³æ åëåêòðîäàìè çà 

ôîðìóëàìè 

 0 0 2 3
1

1 1( )

1( )

1 ( )
1

k k

k k ss ssk k
Sk

S

H H
V V dS

H HdS
H

− θν θθ

   − = ε + ε + +  
   

∫∫
∫∫

æ æ( ) .  (17) 

Òóò S  – ïëîùà åëåêòðîä³â, ç ÿêèõ çí³ìàºòüñÿ ð³çíèöÿ ïîòåíö³àë³â. Ïðè 
öüîìó åëåêòðîäí³ ïîêðèòòÿ ìîæóòü áóòè ÿê ñóö³ëüíèìè, òàê ³ äèñêðåòíî 
ðîçì³ùåíèìè. 

Ïðè ñóì³ñíîìó âèêîðèñòàíí³ ñåíñîð³â òà àêòóàòîð³â äëÿ àêòèâíîãî 
äåìïôóâàííÿ êîëèâàíü ñåíñîðè äàþòü ³íôîðìàö³þ ïðî ìåõàí³÷íèé ñòàí 
îáîëîíêè, à äî àêòóàòîð³â ï³äâîäèòüñÿ ð³çíèöÿ ïîòåíö³àë³â, ÿêà ïîâ’ÿçàíà ç 
ïîêàçíèêàìè ñåíñîðà ð³âíÿííÿì îáåðíåíîãî çâ’ÿçêó: 

 
2

1 2 3 2
s s

a s

V V
V G V G G

t t

∂ ∂
= + +

∂ ∂
.  (18) 

Ó âèïàäêó ãàðìîí³÷íîãî äåôîðìóâàííÿ ð³âíÿííÿ îáåðíåíîãî çâ’ÿçêó 
ìàº âèãëÿä 
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 2
1 2 3a s s sV G V i G V G V= + ω − ω ,  (19) 

äå ,  1,2,3iG i = , – ïàðàìåòðè êåðóâàííÿ. 
Äëÿ äîñë³äæåííÿ âïëèâó êîåô³ö³ºíò³â îáåðíåíîãî çâ’ÿçêó íà æîðñòê³ñí³, 

äèñèïàòèâí³ òà ³íåðö³éí³ õàðàêòåðèñòèêè îáîëîíêè âèêîðèñòàºìî íàâåäåí³ 
âèùå âàð³àö³éí³ ð³âíÿííÿ (10). 

Ï³äñòàâëÿþ÷è (19) â 3E  ³ âðàõîâóþ÷è (17), îäåðæèìî 

 
2

0 01 2 3
3 2 3

1

1( )

( ) 1 ( ) ( )
1

k k
ss ssk

Fk
S

G i G G
H H

HdS
H

θθ θθ

+ ω − ω = ε + ε + + ×


∫∫
∫∫

E [ ]æ æ  

 0 0 2 3

1 1( )

( ) ( )
k k

ss ssk k
S

H H
dS dF

H Hθθ θθ

  × ε + ε + +  
  

∫∫ æ æ .  (20) 

3. Ñê³í÷åííî-åëåìåíòíèé ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³. Ðîçâ’ÿçîê âàð³-
àö³éíî¿ çàäà÷³ (10) çíàõîäèìî ìåòîäîì ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â (ÌÑÅ) ç âèêî-
ðèñòàííÿì äâàíàäöÿòèâóçëîâèõ ³çîïàðàìåòðè÷íèõ ÷îòèðèêóòíèõ åëåìåíò³â 
ç àïðîêñèìàö³ºþ çì³ùåíü ³ ãåîìåòð³¿ îáîëîíêè ïîë³íîìàìè òðåòüîãî ñòåïåíÿ 
ó ìåæàõ ÷îòèðèêóòíèêà [17]. Ïðè öüîìó ïðîãèí îáîëîíêè â ìåæàõ åëåìåíòà 
àïðîêñèìóºìî á³êóá³÷íèìè ïîë³íîìàìè Åðì³òà: 

 
4 4

4
1 1

i i i
ii i

ww L w L
s+

= =

∂ = + + + ∂ ∑ ∑  

 
4 4 2

8 12
1 1

i i
i ii i

w wL L
r r s+ +

= =

∂ ∂   + + +   ∂θ ∂ ∂θ   ∑ ∑ ,  (21) 

äå iw , 
i

w
s

∂  ∂ 
, 

i

w
r
∂  ∂θ 

, 
2

i

w
r s
∂  ∂ ∂θ 

 – àìïë³òóäí³ çíà÷åííÿ ïðîãèíó òà éîãî ïî-

õ³äíèõ ó âóçëîâèõ òî÷êàõ; iL  – ïîë³íîìè Åðì³òà:  

 3 3 3 3
1 2

1 1(2 3 )(2 3 ),     (2 3 )(2 3 )
16 16

L L= − ξ + ξ − η + η = + ξ − ξ − η + η , 

 3 3 3 3
3 4

1 1(2 3 )(2 3 ),     (2 3 )(2 3 )
16 16

L L= + ξ − ξ + η − η = − ξ + ξ + η − η , 

 2 3 312
5 (1 )(2 3 )

32
L = − ξ − ξ + ξ − η + η


, 

 2 3 312
6 ( 1 )(2 3 )

32
L = − − ξ + ξ + ξ − η + η


, 

 2 3 334
7 ( 1 )(2 3 )

32
L = − − ξ + ξ + ξ + η − η


, 

 2 3 334
8 (1 )(2 3 )

32
L = − ξ − ξ + ξ + η − η


, 

 3 2 314
9 (2 3 )(1 )

32
L = − ξ + ξ − η − η + η


, 

 3 2 323
10 (2 3 )(1 )

32
L = + ξ − ξ − η − η + η


, 

 3 2 323
11 (2 3 )( 1 )

32
L = + ξ − ξ − − η − η + η


, 

 3 2 314
12 (2 3 )( 1 )

32
L = − ξ − ξ − − η + η + η


, 
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 2 3 2 312 14
13 (1 )(1 )

64
L = − ξ − ξ + ξ − η − η + η

 
, 

 2 3 2 312 23
14 ( 1 )(1 )

64
L = − − ξ + ξ + ξ − η − η + η

 
, 

 2 3 2 323 34
15 ( 1 )( 1 )

64
L = − − ξ + ξ + ξ − − η + η + η

 
, 

 2 3 2 314 34
16 (1 )( 1 )

64
L = − ξ − ξ + ξ − − η + η + η

 
, (22) 

ij  – â³äñòàíü ì³æ â³äïîâ³äíèìè âåðøèíàìè åëåìåíòà. 

Òàíãåíö³àëüí³ ñêëàäîâ³ çì³ùåíü ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ îáîëîíêè â ìåæàõ 
åëåìåíòà àïðîêñèìóºìî êóá³÷íèìè ïîë³íîìàìè: 

 
12 12

0 0 0 0
1 1

,           i i
i i

i i

u N u v N v
= =

= =∑ ∑ ,  (23) 

äå 

 2 2
1

1 (1 )(1 ) 9( ) 10
32

N = − ξ − η ξ + η −[ ] , 

 2 2
2

1 (1 )(1 ) 9( ) 10
32

N = + ξ − η ξ + η −[ ] , 

 2 2
3

1 (1 )(1 ) 9( ) 10
32

N = + ξ + η ξ + η −[ ] , 

 2 2
4

1 (1 )(1 ) 9( ) 10
32

N = − ξ + η ξ + η −[ ] , 

 2 2
5 6

9 9(1 )(1 3 )(1 ),      (1 )(1 3 )(1 )
32 32

N N= − ξ − ξ − η = − ξ + ξ − η , 

 2 2
7 8

9 9(1 )(1 )(1 3 ),      (1 )(1 )(1 3 )
32 32

N N= + ξ − η − η = + ξ − η + η , 

 2 2
9 10

9 9(1 )(1 3 )(1 ),      (1 )(1 3 )(1 )
32 32

N N= − ξ + ξ + η = − ξ − ξ + η , 

 2 2
11 12

9 9(1 )(1 )(1 3 ),      (1 )(1 )(1 3 )
32 32

N N= − ξ − η + η = − ξ − η − η .  (24) 

ßê ãëîáàëüíó ñèñòåìó êîîðäèíàò, òîáòî ñèñòåìó, â ÿê³é îá’ºäíóþòüñÿ âñ³ 
ñê³í÷åíí³ åëåìåíòè, âèêîðèñòîâóºìî öèë³íäðè÷íó ñèñòåìó êîîðäèíàò 
( , , )r sθ . Ìåðèä³îíàëüíà s  ³ îñüîâà x  êîîðäèíàòè çâ’ÿçàí³ ñï³ââ³äíîøåííÿìè 

 
2

,           1 drds A dx A
dx

 = = +  
 

.  (25) 

ßê ëîêàëüíó ñèñòåìó êîîðäèíàò, â ÿê³é âèçíà÷àþòüñÿ àïðîêñèìóþ÷³ 
ôóíêö³¿ ³ ïðîâîäèòüñÿ ³íòåãðóâàííÿ, âèêîðèñòîâóºìî íîðìàë³çîâàíó ñèñòåìó 
êîîðäèíàò ,ξ η . Ïðè öüîìó çâ’ÿçîê ì³æ êîîðäèíàòàìè , ,s r θ  ³ êîîðäèíà-

òàìè ì³ñöåâî¿ ñèñòåì ,ξ η  âèçíà÷àºòüñÿ çàëåæíîñòÿìè 

 
12 12 12

1 1 1

,       ,       i i i i i i
i i i

s N s r N r N
= = =

= = θ = θ∑ ∑ ∑ , 

äå is , ir , iθ  – âóçëîâ³ çíà÷åííÿ êîîðäèíàò. 
Ñï³ââ³äíîøåííÿ (21), (23) ïîêàçóþòü, ùî âèêîðèñòàíèé åëåìåíò ìàº 40 

ñòóïåí³â â³ëüíîñò³: 6 ñòóïåí³â ( ,  ww
s

∂
∂

, w
r
∂
∂θ

, 
2w

r s
∂
∂ ∂θ

, 0u , 0v ) ó êîæí³é âóç-

ëîâ³é òî÷ö³ òà 2 ñòóïåí³ â³ëüíîñò³ ( 0 0,  u v ) â êîæíîìó âóçë³, ðîçì³ùåíîìó íà 

ñòîðîíàõ ÷îòèðèêóòíèêà. 
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Ïîäàìî êîìïîíåíòè ìåõàí³÷íîãî òà åëåêòðè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ, ÿê³ 
ä³þòü ó ìåæàõ åëåìåíòà, ó âèãëÿä³ ðîçêëàäó 

 
12 12

1 1

,                  i i i i
i i

P N P V N V
= =

= =∑ ∑ .   (26) 

Âðàõîâóþ÷è âèðàçè äëÿ çì³ùåíü ³ äåôîðìàö³é (3), (4), ç óìîâè ñòàö³î-
íàðíîñò³ ôóíêö³îíàëà (10) îäåðæèìî êîìïëåêñíó ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðà-
¿÷íèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî òàíãåíö³àëüíèõ çì³ùåíü, ïðîãèíó òà éîãî ïîõ³äíèõ: 

 
1 1

0,      0   
M M

m m
s s

i im mi i
w w w w= =

∂ ∂∂ ∂= = = =
∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑E EE E , 

 
1 1

0,         0
M M

m m
s s

m mi i i iw w w wθ θ θ θ
= =

∂ ∂∂ ∂= = = =
∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑E EE E , 

 
1 10 0 0 0

0,    0     
M M

m m
i i i i

m mu u v v= =

∂ ∂∂ ∂= = = =
∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑E EE E . (27) 

Ïðè öüîìó äèôåðåíö³þâàííÿ çà , , ,s sw w w wθ θ  ïðîâîäèòüñÿ ò³ëüêè â 

êóòîâèõ òî÷êàõ, à çà 0u  ³ 0v  – â óñ³õ òî÷êàõ åëåìåíòà. Ïîõ³äí³ äëÿ êîæíîãî 

i -ãî âóçëà åëåìåíòà, ÿêèé ñï³âïàäàº ç êóòîâîþ òî÷êîþ, ìàþòü âèãëÿä 

 0 0 ,     w w s w w s w w wm
ik k ik k ik k ik k in m in m i

i
a w b w c w d w g u h v f

w
θ θ∂

= + + + + + +
∂
E

 , 

 0 0 0 0 0 0 0
0 0

0

v v v v v v vs sm
ik k ik k ik k ik k in m in m ii

a w b w c w d w g u h v f
v

θ θ∂
= + + + + + +

∂

E
.  (28) 

Ó ñï³ââ³äíîøåííÿõ (28) íóìåðàö³ÿ âóçë³â º ëîêàëüíîþ: 1, 2, 3, 4k = , 

1, 2, , 12n =  . Êîìïëåêñí³ êîåô³ö³ºíòè ñèñòåì (28) âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç 
åëåêòðîìåõàí³÷í³ ³ ãåîìåòðè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè îáîëîíêè, à ïðàâ³ ÷àñòèíè 

0, , ,
s vw w

i i if f f  âèçíà÷àþòüñÿ øëÿõîì ðîçêëàäó íàâàíòàæåííÿ çà ñèñòåìîþ 
àïðîêñèìóþ÷èõ ôóíêö³é. Òàêèé ï³äõ³ä äîçâîëÿº îäåðæàòè ðîçâ’ÿçîê ë³í³é-
íî¿ çàäà÷³ äëÿ îáîëîíîê îáåðòàííÿ ÿê ïðè ìåõàí³÷íîìó, òàê ³ ïðè åëåêòðè÷-
íîìó íàâàíòàæåííÿõ. 

Ââàæàºìî, ùî ïëîùà åëåêòðîäîâàíî¿ ïîâåðõí³ S  íå ìîæå áóòè ìåí-
øîþ â³ä ïëîù³ êîæíîãî ç ÷îòèðèêóòíèõ åëåìåíò³â, íà ÿê³ ðîçáèâàºòüñÿ ïî-
âåðõíÿ îáîëîíêè. 

Ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ çàäà÷³ (10) âàð³àö³ÿ ôóíêö³îíàëà 3E  âõîäèòü ó ïðà-
âó ÷àñòèíó ðîçâ’ÿçóâàëüíî¿ ñèñòåìè ³ âèçíà÷àº òó ÷àñòèíó çîâí³øíüîãî íà-
âàíòàæåííÿ, ÿêå çóìîâëåíå ä³ºþ ð³çíèö³ ïîòåíö³àë³â. Ó âèïàäêó àêòèâíîãî 
äåìïôóâàííÿ âàð³àö³ÿ 3∂E  âíîñèòü âêëàä ó â³äïîâ³äí³ êîåô³ö³ºíòè ðîçâ’ÿ-
çóâàëüíî¿ ñèñòåìè, ÿê³ ñòîÿòü ïðè íåâ³äîìèõ âåëè÷èíàõ, ³ òèì ñàìèì çì³íþ-
þòü æîðñòê³ñí³, äèñèïàòèâí³ òà ³íåðö³éí³ õàðàêòåðèñòèêè îáîëîíêè. 

Äâîâèì³ðíå âàð³àö³éíå ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ðîçâ’ÿçóºìî íà ò³é 
ñàì³é ñ³òö³ ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â. Ïðè öüîìó ïîõ³äíà /dT dt  íå âàð³þºòüñÿ ³ 

çàì³íÿºòüñÿ âèðàçîì 
( ) ( )T t t T tdT

dt t
+ ∆ −=

∆
. Ó ïîäàëüøîìó âèêîðèñòîâóºìî 

íåÿâíó ñõåìó ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³. 
Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ñïðÿæåíî¿ íåë³í³éíî¿ çàäà÷³ òåðìîåëåêòðîâ’ÿçêîïðóæ-

íîñò³ íà êîæíîìó êðîö³ çà ÷àñîì t∆  âèêîðèñòîâóºìî ³òåðàö³éíèé ìåòîä 
çì³ííèõ ïàðàìåòð³â òèïó Ñòåôôåíñåíà – Åéòê³íà [8]. 

4. Àíàë³ç ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàò³â. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî àêòèâíå äåìï-
ôóâàííÿ òðèøàðîâî¿ öèë³íäðè÷íî¿ ïàíåë³ ñòàëî¿ òîâùèíè 1 22H h h= +  ç 
â’ÿçêîïðóæíèì ñåðåäí³ì øàðîì ïðè ä³¿ íà íå¿ ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíîãî ìå-
õàí³÷íîãî òèñêó 0 cosP P t= ω . 



124 

Íåõàé ïàíåëü çíàõîäèòüñÿ â óìîâàõ êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáì³íó ç îòî-
÷óþ÷èì ñåðåäîâèùåì ç òåìïåðàòóðîþ CT . Ââàæàºìî, ùî ïàíåëü æîðñòêî 

çàùåìëåíà, òàê ùî óìîâè æîðñòêîãî çàùåìëåííÿ 
2

0w w ww
s R R s

∂ ∂ ∂= = = =
∂ ∂θ ∂ ∂θ

 

âèêîíóþòüñÿ íà êðàÿõ îáîëîíêè. Çîâí³øí³ øàðè îáîëîíêè âèãîòîâëåí³ ç ï’º-
çîåëåêòðè÷íîãî ìàòåð³àëó ÖÒÑ

Ò
ÁÑ-2, òåïëîô³çè÷í³ òà ìåõàí³÷í³ õàðàêòå-

ðèñòèêè ÿêîãî íàâåäåíî â [8]. Ââàæàºìî, ùî âîíè íå çàëåæàòü â³ä òåìïåðà-
òóðè. 

Ïðèïóñêàºìî, ùî êîìïëåêñíèé ìîäóëü çñóâó ïàñèâíîãî ìàòåð³àëó çàëå-
æèòü â³ä òåìïåðàòóðè ³ ðîçðàõîâóºòüñÿ çà ôîðìóëîþ G G iG′ ′′= + , äå 

 0 0968 8.69( - )G T T A′ = −[ ] , 

 0 087.1 0.7( )[ ]G T T A′′ = − − , 

 6
0 10A = Ïà, 0.36ν = . 

Ö³ äàí³ âçÿòî ç ðîáîòè [16] ³ âîíè îïèñóþòü ïîâåä³íêó ìàòåð³àëó â øè-
ðîêîìó ³íòåðâàë³ òåìïåðàòóð. Äëÿ òåìïåðàòóðè ïëàâëåííÿ ïðèéìàºìî çíà-
÷åííÿ 140mT = ° Ñ. 

Ãåîìåòð³ÿ îáîëîíêè, óìîâè ¿¿ íàâàíòàæåííÿ ³ òåïëîîáì³íó õàðàêòåðèçó-
þòüñÿ òàêèìè çíà÷åííÿìè ïàðàìåòð³â: 
 0.01H = ì, 12 0.0002h = ì, 2 0.0098h = ì, 

 20Tα = Âò/(ì2 ⋅ ãðàä), 0.47Tλ = Âò/(ì ⋅ ãðàä),  

 0 20CT T= = ° Ñ, 

 4
0 10P = Ïà, 30.929 10ρ = ⋅ êã/ì2, 

 0.1R = ì, 0.1L = ì, 0
3
π≤ θ ≤ .  

Íà ðèñ. 1 òà ðèñ. 2 íàâåäåíî àìïë³òóäíî-÷àñòîòí³ (À×Õ) òà òåìïåðàòóð-
íî-÷àñòîòí³ õàðàêòåðèñòèêè (Ò×Õ) êîëèâàíü ïàíåë³ â îêîë³ ïåðøîãî ðåçî-

íàíñó äëÿ çíà÷åíü êîåô³ö³ºíò³â îáåðíåíîãî çâ’ÿçêó 
5 5

  2 0, 0.2 10 , 0.5 10G − −= ⋅ ⋅  

ïðè 1 3 0G G= =  äëÿ âèïàäêó íåçàëåæíèõ â³ä òåìïåðàòóðè âëàñòèâîñòåé 
ïàñèâíîãî ìàòåð³àëó.  

  

 Рис. 1 Рис. 2  
ßê áà÷èìî íà öèõ ðèñóíêàõ, çà ðàõóíîê âèáîðó êîåô³ö³ºíòà îáåðíåíîãî 

çâ’ÿçêó ìîæíà ñóòòºâî âïëèíóòè íà àìïë³òóäó êîëèâàíü ³ òåìïåðàòóðó äè-
ñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó. 
 Ðèñ. 3 ³ ðèñ. 4 ³ëþñòðóþòü âïëèâ íåë³í³éíîñò³, ïîðîäæåíî¿ çàëåæí³ñòþ 
âëàñòèâîñòåé ïàñèâíîãî ìàòåð³àëó â³ä òåìïåðàòóðè òà ñïðÿæåí³ñòþ åëåêò-
ðîìåõàí³÷íèõ ³ òåïëîâèõ ïîë³â, íà àìïë³òóäíî- òà òåìïåðàòóðíî-÷àñòîòí³ 
õàðàêòåðèñòèêè, à òàêîæ âïëèâ íà íèõ êîåô³ö³ºíòà îáåðíåíîãî çâ’ÿçêó. Íà 
öèõ ðèñóíêàõ âèêîðèñòàíî ò³ æ ïîçíà÷åííÿ, ùî é íà ðèñ. 1 òà ðèñ. 2. 
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 Рис. 3 Рис. 4 
ßê áà÷èìî íà öèõ ðèñóíêàõ, ç³ çá³ëüøåííÿì ÷àñòîòè â À×Õ ³ Ò×Õ ïî-

ÿâëÿþòüñÿ ð³çê³ çì³íè, õàðàêòåðí³ äëÿ ô³çè÷íî¿ íåë³í³éíîñò³. Ç³ çá³ëüøåí-
íÿì êîåô³ö³ºíòà îáåðíåíîãî çâ’ÿçêó ö³ õàðàêòåðèñòèêè íàáëèæàþòüñÿ äî 
äèíàì³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ âèïàäêó íåçàëåæíèõ â³ä òåìïåðàòóðè âëàñ-
òèâîñòåé. 
 Òàêèì ÷èíîì, âèáîðîì êîåô³ö³ºíòà îáåðíåíîãî çâ’ÿçêó ìîæíà ñóòòºâî 
âïëèâàòè íà äèíàì³÷í³ òà òåìïåðàòóðí³ õàðàêòåðèñòèêè îáîëîíêè. 
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ АКТИВНОГО ДЕМПФИРОВАНИЯ ВЫНУЖДЕННЫХ 
ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКИХ РЕЗОНАНСНЫХ КОЛЕБАНИЙ ВЯЗКОУПРУГИХ ОБОЛОЧЕК 
ВРАЩЕНИЯ ПРИ ПОМОЩИ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ВКЛЮЧЕНИЙ 
 
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá àêòèâíîì äåìïôèðîâàíèè âûíóæäåííûõ ðåçîíàíñíûõ 
êîëåáàíèé âÿçêîóïðóãèõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ ïðè ïîìîùè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñåí-
ñîðîâ è àêòóàòîðîâ. Ó÷èòûâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ è òåï-
ëîâûõ ïîëåé. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîëåáàíèé èñïîëüçóþòñÿ ãèïîòåçû Êèðõãîôôà – 
Ëÿâà è àäåêâàòíûå èì ãèïîòåçû î ðàñïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû è ýëåêòðè÷åñêèõ 
ïîëåâûõ âåëè÷èí. Òåìïåðàòóðà â îáîëî÷êå ïîâûøàåòñÿ â ðåçóëüòàòå äèññèïàòèâ-
íîãî ðàçîãðåâà. Äëÿ àêòèâíîãî äåìïôèðîâàíèÿ êîëåáàíèé ïðèìåíÿþòñÿ ïüåçî-
ýëåêòðè÷åñêèå ñåíñîðû è àêòóàòîðû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå 
õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëîâ çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû. Ðåøåíèå ñëîæíîé íåëè-
íåéíîé çàäà÷è ïîëó÷åíî èòåðàöèîííûì ìåòîäîì è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. 
Èññëåäîâàíî âëèÿíèå òåìïåðàòóðû äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà íà ýôôåêòèâíîñòü 
àêòèâíîãî äåìïôèðîâàíèÿ êîëåáàíèé âÿçêîóïðóãîé öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè. 
 
NUMERICAL MODELING OF ACTIVE DAMPING OF FORCED 
THERMOMECHANICAL RESONANCE VIBRATIONS OF VISCOELASTIC 
SHELLS OF REVOLUTION BY PIEZOELECTRIC INCLUSIONS 
 
A problem of active damping of forced resonance vibrations of viscoelastic shells of re-
volution by piezoelectric sensors and actuators is considered. Kirchoff – Love hypothesis 
and the hypothesis adequate to it about distribution of temperature and electric field 
values are used for modeling the thermoelectromechanical vibrations. The shell tempe-
rature rises in result of dissipative heating. Piezoelectric sensors and actuators are used 
for active damping of vibrations. It is supposed that the electromechanical material 
characteristics depend on the temperature. Solution of a complex nonlinear problem is 
obtained by the iterative method and finite element method. The influence of dissipative 
heating on effectiveness of active damping vibrations of cylindrical panel with rigidly 
fastened edges is investigated. 
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