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ОБЕРНЕНІ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНІ ЗАДАЧІ ТИПУ КОНВЕКЦІЯ-ДИФУЗІЯ 
У ЧОТИРИКУТНИХ КРИВОЛІНІЙНИХ ОБЛАСТЯХ  
 

Ïîáóäîâàíî àëãîðèòì àñèìïòîòè÷íîãî íàáëèæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â îáåðíåíèõ ñèí-
ãóëÿðíî çáóðåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ òèïó êîíâåêö³ÿ-äèôóç³ÿ ç íåâ³äîìèì êî-
åô³ö³ºíòîì äèôóç³¿, çàëåæíèì â³ä êîîðäèíàò ÷îòèðèêóòíî¿ êðèâîë³í³éíî¿ 
îáëàñò³ ô³ëüòðàö³¿, ó âèïàäêó äîñòàòíüî¿ ãëàäêîñò³ òà óçãîäæåíîñò³ óìîâè 
ïåðåâèçíà÷åííÿ, ïî÷àòêîâî¿ ³ ãðàíè÷íèõ óìîâ. Íà â³äì³íó â³ä êîíñòðóêö³¿ àë-
ãîðèòìó ñòîñîâíî ðîçâ’ÿçàííÿ àíàëîã³÷íèõ çàäà÷ äëÿ äâîçâ’ÿçíèõ îáëàñòåé, 
òóò ó â³äïîâ³äíèõ ôîðìóëàõ ì³ñòÿòüñÿ ïîïðàâêè, ùî âðàõîâóþòü âïëèâ 
«á³÷íèõ äæåðåë çàáðóäíåíü». Çà äîïîìîãîþ öüîãî àëãîðèòìó ïðîâåäåíî êîì-
ï’þòåðíèé åêñïåðèìåíò, íà îñíîâ³ ðåçóëüòàò³â ÿêîãî ï³äòâåðäæåíî â³äîìèé 
ôàêò «ñèëüíî¿ ÷óòëèâîñò³» ìîäåë³ ñòîñîâíî çàäàííÿ óìîâè ïåðåâèçíà÷åííÿ, 
çîêðåìà, âèÿâëåíî ñïåöèô³êó âïëèâó ö³º¿ óìîâè íà øóêàíèé êîåô³ö³ºíò äèôó-
ç³¿ â çàëåæíîñò³ â³ä øâèäêîñò³ ô³ëüòðàö³¿. 

 
Ó ðîáîòàõ [4, 5, 9, 13, 14] ðîçðîáëåíî åôåêòèâí³ àñèìïòîòè÷í³ ìåòîäè 

äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ïàðàáîë³÷íèõ òà åë³ïòè÷íèõ êðàéî-
âèõ çàäà÷ ç óðàõóâàííÿì ð³çíîãî ð³âíÿ ãëàäêîñò³ ïî÷àòêîâî¿ ³ ãðàíè÷íèõ 
óìîâ, à òàêîæ ¿õ óçãîäæåíîñò³ ó êóòîâèõ (ðåáðîâèõ) òî÷êàõ. Ó ïîäàëüøîìó 
â³äïîâ³äí³ ìåòîäè ìîäèô³êîâàíî ñòîñîâíî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ìîäåëüíèõ çàäà÷ 
êîíâåêòèâíî¿ äèôóç³¿ ï³ä ÷àñ ô³ëüòðàö³¿ â êðèâîë³í³éíèõ îáëàñòÿõ, îáìåæå-
íèõ ë³í³ÿìè òå÷³¿ òà åêâ³ïîòåíö³àëüíèìè ë³í³ÿìè, ó âèïàäêàõ ïåðåâàæàííÿ 
êîíâåêòèâíèõ ñêëàäîâèõ ïðîöåñó íàä äèôóç³éíèìè [1, 2], ùî ïðèçâîäèòü äî 
ïîÿâè ó â³äïîâ³äíîìó ïàðàáîë³÷íîìó ð³âíÿíí³ ìàëîãî ïàðàìåòðà á³ëÿ ñòàð-
øèõ ïîõ³äíèõ (â îñíîâ³ ìåòîäèêè ðîçâ’ÿçàííÿ òàêèõ çàäà÷ ëåæèòü ³äåÿ ïå-
ðåõîäó â³ä êîîðäèíàò ô³çè÷íî¿ îáëàñò³ ô³ëüòðàö³¿ äî â³äïîâ³äíî¿ îáëàñò³ 
êîìïëåêñíîãî ïîòåíö³àëó). Àëå â îêðåñëåíèõ âèùå çàäà÷àõ êîåô³ö³ºíòè, ùî 
âõîäÿòü äî â³äïîâ³äíèõ ð³âíÿíü ïðîöåñ³â ìàñîïåðåíîñó, çîêðåìà, êîåô³ö³ºíò 
äèôóç³¿, ââàæàëèñÿ íàïåðåä çàäàíèìè (ñòàëèìè âåëè÷èíàìè àáî ôóíêö³ÿ-
ìè). Ïðîòå íà îñíîâ³ ÷èñëåííèõ äîñë³äæåíü ³ ñïîñòåðåæåíü çðîáëåíî âè-
ñíîâêè, ùî íà âåëè÷èíó êîåô³ö³ºíòà äèôóç³¿, ÿêèé õàðàêòåðèçóº ³íòåíñèâ-
í³ñòü ïðîíèêíåííÿ ðîç÷èííèõ ðå÷îâèí ó ð³äèíó, âïëèâàþòü ð³çíîìàí³òí³ 
ôàêòîðè, çîêðåìà øâèäê³ñòü ô³ëüòðàö³¿ òà øóêàíà êîíöåíòðàö³ÿ (äèâ. [3, 6, 
7, 17, 18]), õî÷à õàðàêòåð â³äïîâ³äíî¿ çàëåæíîñò³ íå çàâæäè º â³äîìèì. Òîìó 
çíà÷íèé ïðàêòè÷íèé ³íòåðåñ ñòàíîâëÿòü çàäà÷³ ïðî âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ 
êîåô³ö³ºíò³â ïðîöåñó ìàñîïåðåíîñó, ùî ïðèçâîäèòü äî íåîáõ³äíîñò³ ðîçâ’ÿ-
çóâàííÿ îáåðíåíèõ çàäà÷. Äîñë³äæåííþ ïèòàíü êîðåêòíîñò³, çîêðåìà, ñò³é-
êîñò³ ðîçâ’ÿçêó òà ìîæëèâîñò³ ðåãóëÿðèçàö³¿ òàêîãî ðîäó çàäà÷ ïðèñâÿ÷åí³ 
ïðàö³ À. Ì. Òèõîíîâà, Ì. Ì. Ëàâðåíòüºâà, Î. Þ. Ùåãëîâà, C. Pucci, J. R. Can-
non, F. Ginsberg, P. Knabner, S. Vessela, P. Manselli, K. Miller, D. N. Hao, 
Ì. ². ²âàí÷îâà, Î. ². Ïðèëºïêà, À. Á. Êîñò³íà òà ³í. (äèâ., íàïðèêëàä, [8, 10–
12, 15, 16]). 

Ó ö³é ðîáîò³ éäåòüñÿ ïðî àñèìïòîòè÷íå ðîçâèíåííÿ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷ 
òèïó êîíâåêö³ÿ-äèôóç³ÿ äëÿ âèïàäêó, êîëè íåâ³äîìèé êîåô³ö³ºíò äèôóç³¿ 
çàëåæèòü â³ä êîîðäèíàò ô³çè÷íî¿ îáëàñò³ ( ( , )D D x y= ). 

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Äëÿ îáëàñò³ (0, )zG G= × ∞ , äå zG = A BCD  (z =  

)x iy= +  – îäíîçâ’ÿçíà ÷îòèðèêóòíà êðèâîë³í³éíà îáëàñòü (ïîðèñòèé 
ïëàñò), îáìåæåíà ÷îòèðìà ãëàäêèìè îðòîãîíàëüíèìè ì³æ ñîáîþ ó òî÷êàõ 
ïåðåòèíó êðèâèìè 1:  ( , ) 0z x iy f x y= = + =A B { } , 2: ( , ) 0z f x y= =BC { } , 

3: ( , ) 0z f x y= =CD { } , 4: ( , ) 0z f x y= =DA { } , ðîçãëÿäàòèìåìî òàêó îáåðíå-
íó ìîäåëüíó çàäà÷ó ïðîöåñó êîíâåêòèâíî¿ äèôóç³¿ ïðè ô³ëüòðàö³¿ ó â³äïî-
â³äíîìó îäíîð³äíîìó ïîðèñòîìó ñåðåäîâèù³: 
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 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y
c c c c cb x y b x y v x y v x y

x x y y x y t
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    ε + − − =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

, (1) 

 0
0( , ,0) ( , )c x y c x y= ,  (2) 

 ( , ),                ( , )c c M t c c M t∗
∗= =A B C D , 

 ( , ),               ( , )c c M t c c M t∗∗
∗∗= =A D BC , (3) 

 
( , ,0)

( , ) ( , ),        ( , ) z
c x y

b x y c x y x y G
t

∗
∗

∂
=  ∈ 

∂
,  (4) 

 
2 2

2 2
( , ) grad ( , ),     0x yv v x y

x y

∂ ϕ ∂ ϕ
= ϕ + =

∂ ∂
, 

 ,     ,         0
d d
dn dn

∗
∗

ϕ ϕ
ϕ = ϕ ϕ = ϕ = =A B CD

BC DA
, (5) 

äå ( , , )c x y t  – êîíöåíòðàö³ÿ ðîç÷èííî¿ ðå÷îâèíè â òî÷ö³ ( , )x y  ó ìîìåíò ÷àñó 

t  (òóò ³ íàäàë³ ÷àñ t  òà ³íø³ âåëè÷èíè º áåçðîçì³ðíèìè); M  òà n  – á³æó÷à 
òî÷êà òà íîðìàëü äî â³äïîâ³äíî¿ êðèâî¿; , ,x yv vϕ  – â³äïîâ³äíî ïîòåíö³àë ³ 

êîìïîíåíòè éîãî øâèäêîñò³ ô³ëüòðàö³¿ ó ïîðèñòîìó ñåðåäîâèù³ zG ; 
( , ) ( , )D x y b x y= ε  – êîåô³ö³ºíò äèôóç³¿, ( , )b x y  – íåâ³äîìà äîñòàòíüî ãëàäêà 

îáìåæåíà ôóíêö³ÿ, ε  – ìàëèé ïàðàìåòð; 0
0c , c∗ , c∗ , c∗∗ , c∗∗  – äîñòàòíüî 

ãëàäê³ ôóíêö³¿, óçãîäæåí³ ì³æ ñîáîþ íà ðåáðàõ (çîêðåìà, â êóòîâèõ òî÷êàõ) 
îáëàñò³ G . 

Ïðèéíÿâøè, ùî çàäà÷à (5) º ðîçâ’ÿçàíîþ [1], çîêðåìà çíàéäåíî ïîëå 
øâèäêîñòåé ( ( , ), ( , ))x yv x y v x y , ³ âèêîíàâøè çàì³íó çì³ííèõ ( , )x x= ϕ ψ , 

( , )y y= ϕ ψ  ó ð³âíÿíí³ (1) òà óìîâàõ (2)–(4), îòðèìàºìî â³äïîâ³äíó «äèôóç³é-

íó çàäà÷ó» äëÿ îáëàñò³ (0, )wG G= × ∞  (òóò : ,  wG w Q∗
∗ ∗= ϕ < ϕ < ϕ < ψ <{  

Q∗< } ): 

 2 ( , ) ( , )( ) ( , ) ( , )v a u u a uϕϕ ψψ ϕ ϕε ϕ ψ ϕ ψ + + ϕ ψ ϕ ψ +[  

 2( , ) ( , ) ( , ) ta u v u uψ ψ ϕ+ ϕ ψ ϕ ψ − ϕ ψ =] , (6) 

 0
0( , ,0) ( , )u uϕ ψ = ϕ ψ , (7) 

 ( ) ( )( , , ) , ,         ( , , ) ,u t u t u t u t∗ ∗
∗ ∗ϕ ψ = ψ ϕ ψ = ψ , 

 ( , , ) ( , ),          ( , , ) ( , )u Q t u t u Q t u t∗ ∗∗
∗ ∗∗ϕ = ϕ ϕ = ϕ , (8) 

 ( , ) ( , ,0) ( , )ta u u∗
∗ϕ ψ ϕ ψ = ϕ ψ , (9) 

äå 
( )  ( , , ) ( , ), ( , ), , , ( , ), ( , ),     u t c x y t u t c x y t∗ ∗ ∗ ∗ϕ ψ = ϕ ψ ϕ ψ ψ = ϕ ψ ϕ ψ( ) ( ) , 

( , ) ( , ), ( , ), , ( , ) ( , ), ( , ),     u t c x y t u t c x Q y Q t∗ ∗ ∗ ∗
∗∗ ∗∗ ∗ ∗ψ = ϕ ψ ϕ ψ ψ = ϕ ϕ( ) ( ) , 

( , ) ( , ), ( , ), ( , ) ( , ), ( , ),    u t c x Q y Q t a b x y∗∗ ∗∗ ∗ ∗ψ = ϕ ϕ ϕ ψ = ϕ ψ ϕ ψ( ) ( ) , 

( , ) ( , ), ( , )u c x y∗ ∗
∗ ∗ϕ ψ = ϕ ψ ϕ ψ( ) . 

2. Àñèìïòîòèêà ðîçâ’ÿçêó. Àñèìïòîòè÷íå íàáëèæåííÿ äëÿ ðîçâ’ÿçêó 

çàäà÷³ (1)–(4) ç òî÷í³ñòþ 1( )mO +ε  øóêàòèìåìî ó âèãëÿä³ ðÿä³â [1, 4]: 
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0
1 0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
m m

i i
i i

i i

u t u t u t t
+

= =
ϕ ψ = ϕ ψ + ε ϕ ψ + ε π ξ ψ +∑ ∑  

 
1 1

2 2
2 2

0 0

( , , ) ( , , ) ( , , , )
m m

i i
i i m

i i

p t p t R t
+ +

= =
+ ε ϕ η + ε ϕ µ + ϕ ψ ε∑ ∑/ /

/ / , 

 0
1

( , ) ( , ) ( , ) ( , , )
m

i
i m

i

a a a r
=

ϕ ψ = ϕ ψ + ε ϕ ψ + ϕ ψ ε∑ , (10) 

äå ( , , )iu tϕ ψ , ( , )ia ϕ ψ , 0, ,i m=  , – ÷ëåíè ðåãóëÿðíî¿ ÷àñòèíè àñèìïòîòè-

êè, çîêðåìà: 0 ( , , )u tϕ ψ  – ðîçâ’ÿçîê â³äïîâ³äíî¿ âèðîäæåíî¿ çàäà÷³ (êîíâåê-

òèâíîãî ïåðåíîñó); ( , , )iu tϕ ψ  – ïîïðàâêè, ÿê³ âðàõîâóþòü âïëèâ äèôóç³¿ 

âñþäè â îáëàñò³ G , çà âèíÿòêîì äåÿêî¿ ¿¿ ïðèìåæîâî¿ ä³ëÿíêè; ( , , )i tπ ξ ψ , 

2 ( , , )ip tϕ η/ , 2 ( , , )ip tϕ µ/  – ôóíêö³¿ òèïó ïðèìåæîâîãî øàðó â³äïîâ³äíî â 

îêîëàõ ∗ϕ = ϕ  (ïîïðàâêè íàâêîëî âèõîäó ô³ëüòðàö³éíî¿ òå÷³¿) ³ Q∗ψ = , 

Q∗ψ =  (ïîïðàâêè, ùî âðàõîâóþòü âïëèâ «á³÷íèõ äæåðåë çàáðóäíåíü»); 

,   
∗ ∗ϕ − ϕ ϕ − ϕ

ξ = η =
ε ε

, 
Q∗ − ϕ

µ =
ε

 – «ðîçòÿãè» â³äïîâ³äíèõ çì³ííèõ; 

( , , , )mR tϕ ψ ε  òà ( , , )mr ϕ ψ ε  – çàëèøêîâ³ ÷ëåíè. 

Ï³äñòàâèâøè ðîçâèíåííÿ (10) ó ñèñòåìó (6)–(9) ³ âèêîíàâøè ñòàíäàðòíó 
ïðîöåäóðó ïðèð³âíþâàííÿ êîåô³ö³ºíò³â ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ ε , îäåðæó-
ºìî òàê³ çàäà÷³ äëÿ çíàõîäæåííÿ iu  òà ia : 

 2
0 0( , ) ( , , ) ( , , ) 0tv u t u tϕϕ ψ ⋅ ϕ ψ + ϕ ψ = , 

 0
0 0 0( , , ) ( , ),         ( , ,0) ( , )u t u t u u∗ ∗ϕ ψ = ψ ϕ ψ = ϕ ψ , (11) 

 0 0 0 0( , ) ( , ,0) (0, ,0) ( ,0,0)
t t t

a u pϕ ψ ϕ ψ + π ψ + ϕ +[  

 0 ( ,0,0) ( , )
t

p u∗
∗+ ϕ = ϕ ψ] , (12) 

 2( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )k kt kv u t u t g tϕϕ ψ ⋅ ϕ ψ + ϕ ψ = ϕ ψ , 

 ( , ,0) 0,                 ( , , ) 0k ku u t∗ϕ ψ = ϕ ψ = , (13) 

 0 0 0 0( , ) ( , ,0) ( , ,0) ( ,0,0) ( ,0,0)
t t t tka u p pϕ ψ ϕ ψ + π ϕ ψ + ϕ + ϕ +[ ]  

 
1

( , ) ( , ,0) (0, ,0) ( ,0,0)
t t t

k

k i i i i
i

a u p−
=

+ ϕ ψ ϕ ψ + π ψ + ϕ +∑ [  

 ( ,0,0) 0,           1, ,
ti

p k m+ ϕ = = ] , (14) 

äå 

 2

1

( , , ) ( , ) ( , )( )
k

k k i i i
i

g t v a u u− ϕϕ ψψ
=

ϕ ψ = ϕ ψ ϕ ψ + +

∑  

 ( , ) ( , )k i i i ia u a u− ϕ ϕ ψ ψ
+ ϕ ψ + ϕ ψ 

. 

Â ðåçóëüòàò³ ðîçâ’ÿçàííÿ (11)–(14) îòðèìóºìî 

 0 0 1
0

( , ( , )), ( , ),
( , , )

( ( , ) ), , ( , ),

u t f t f
u t

u f f t t f

∗
−

ψ − ϕ ψ ≥ ϕ ψϕ ψ = 
ϕ ψ − ψ < ϕ ψ ( )
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 0 0 0( , ) ( , ) ( , ,0) (0, ,0)
t t

a u u∗
∗ϕ ψ = ϕ ψ ϕ ψ + π ψ +[  

 
1

0 0( ,0,0) ( ,0,0)
t t

p p
−+ ϕ + ϕ ] , 

 
2

1

0

( , , ( , ) ( , ))
, ( , ),

( , )
( , , )

( ( ( , ) ), , )) , ( , ),

k

k t

k

g t f f
d t f

v
u t

g f f t t t dt t f

∗

ϕ

ϕ

−

 ϕ ψ − ϕ ψ + ϕ ψ
ϕ ≥ ϕ ψ

ϕ ψϕ ψ = 
 ϕ ψ − + ψ < ϕ ψ


∫

∫

 
 



   
 

 
1

( , ) ( , ) ( , ,0) (0, ,0) ( ,0,0)
t t t

k

k k i i i i
i

a a u p−
=

ϕ ψ = − ϕ ψ ϕ ψ + π ψ + ϕ +


∑ [  

 0 0 0( ,0,0) ( , ,0) (0, ,0) ( ,0,0)
t t t tip u p

+ ϕ ϕ ψ + π ψ + ϕ +

[  

 
1

0 ( ,0,0) ,       1, ,
t

p k m
−+ ϕ = ] , 

äå 
2

( , )
( , )

d
f

v
∗

ϕ

ϕ

ϕϕ ψ =
ϕ ψ∫



, äå 1f−  – ôóíêö³ÿ, îáåðíåíà äî f  ñòîñîâíî çì³ííî¿ ϕ . 

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîïðàâîê íà âèõîä³ ô³ëüòðàö³éíîãî ïîòîêó ìàºìî òàê³ 
çàäà÷³: 

 0 0 0( , ) ( , , ) ( , , ) 0a t t∗
ξξ ξϕ ψ π ξ ψ + π ξ ψ = , 

 0 0 0(0, , ) ( , ) ( , , ),            0t u t u t∗ ∗

ξ→∞
π ψ = ψ − ϕ ψ π → , 

 0 1 1( , ) ( , , ) ( , , )a t t∗
ξξ ξϕ ψ π ξ ψ + π ξ ψ =  

 0 0 0
2 ( , )

( , ) ( , )
( , )

v
a a

v

∗
∗ ∗

ξξ ∗

′ ϕ ψ ′= − π ξ ϕ ψ + ϕ ψ + 
 ϕ ψ

 

 0
0 0 2

2 ( , )
( , )

( , ) ( , , )
tv

a
v v t

∗
∗

ξ ϕ ∗ ∗

′ πϕ ψ + π ϕ ψ + ξ + 
 ϕ ψ ϕ ψ

, 

 1 1 1(0, , ) ( , , ),      0t u t∗

ξ→∞
π ψ = − ϕ ψ π → , ³ ò. ä. 

Àíàëîã³÷íî, ÿê â [1, 3], âíàñë³äîê ðîçâ’ÿçàííÿ öèõ çàäà÷ îòðèìóºìî 

 ( ) 0 ( , )
0 0( , , ) , ( , , ) at u t u t e

∗− ξ ϕ ψ∗ ∗π ξ ψ = ψ − ϕ ψ /[ ] , 

 0 ( , ) 2
1 1 0 1( , , ) ( , , ) at u t e b b

∗− ξ ϕ ψ∗π ξ ψ = − ϕ ψ + ξ + ξ( ) / , 

äå 

 0
0 0 0 12

2 ( , )
( , ) ( , )

( , , ) ( , )
t v

b a a
v t v

∗
∗ ∗

ξξ∗ ∗

′π ϕ ψ  ′= − ϕ ψ π ϕ ψ + +   ϕ ψ ϕ ψ 
 

 0 0 ( , )a ∗
ξ ϕ+ π ϕ ψ  , 

 
0 1

1 0 0

( , ) 2 ( , ) ( , )
( , )

2 1! ( , ) ( , )

a v v
b a

v v

∗ ∗ ∗
ξξ ∗

ξ∗ ∗

′π ′ ′ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ = + ϕ ψ + π 
 ϕ ψ ϕ ψ

. 
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Äëÿ óñóíåííÿ íåâ’ÿçîê â îêîë³ Q∗ψ =  ìàºìî òàê³ çàäà÷³: 

 2 2
0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) tv Q a Q p v Q a Q p p∗ ∗ ηη ∗ ϕ ∗ ϕϕ ϕ − ϕ ϕ = , 

 0 0 0 0( ,0, ) ( , ) ( , , ) ( , , ),         0p t c t u Q t Q t p∗∗ ∗ ∗ η→∞
ϕ = ϕ − ϕ − π ϕ → , 

 2 2
0 1 2 0 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )v Q a Q p v Q a Q p∗ ∗ ηη ∗ ϕ ∗ ϕϕ ϕ − ϕ ϕ =/ /  

 1
1 2 0 02 ( , ) ( , ) ( , )tp v Q a Q v Q p−

∗ ∗ ∗ ηη
′= − η ϕ ϕ ϕ/ , 

 1 2 1 2( , , ) 0,             ( , , ) 0p Q t p Q t∗ ∗ η→∞
ϕ = ϕ →/ /  ³ ò. ä. 

Çîâí³øíþ ïðèìåæîâó ôóíêö³þ p  áóäóºìî àíàëîã³÷íî äî òîãî, ÿê öå 
áóëî çðîáëåíî äëÿ ïðèìåæîâî¿ ôóíêö³¿ p  (äëÿ öüîãî ââîäèìî çàì³íó µ =  

( )Q= − ψ ε/ , Qψ = − µ ε ). Ðîçâ’ÿçêè öèõ îñòàíí³õ çàäà÷ (ÿê çàäà÷ äëÿ 
çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó òà ïàðàáîë³÷íèõ ð³â-
íÿíü ³ç ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè) îòðèìóºìî â ÿâíîìó âèãëÿä³, ïðè öüîìó 

 1 1( , , , ) ( , , , ),      ( , , ) ( , , )m m
m m m mR t q t r p+ +ϕ ψ ε = ε ϕ ψ ε ϕ ψ ε = ε ϕ ψ ε , 

äå ( , , , )mq tϕ ψ ε  òà ( , , )mp ϕ ψ ε  âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç â³äîì³ ÷ëåíè ðÿä³â (10). 

Ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ ðîçðàõóíê³â. Íàâåäåìî ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêó 
ïðîöåñó êîíâåêö³ÿ-äèôóç³ÿ íà ³äåàëüíîìó ô³ëüòðàö³éíîìó ôîí³, ïîðîäæå-
íîìó äâîìà îñîáëèâèìè òî÷êàìè 1 0z =  òà 2 4z =  (â³äïîâ³äíî âèò³ê ³ âò³ê îä-

íàêîâèõ ³íòåíñèâíîñòåé, ùî äîð³âíþþòü 2π ), êîìïëåêñíèé ïîòåíö³àë ÿêîãî 

1 2ln ( ) ( )w z z z z= − −/( ) , ïðè 1.5∗ϕ = − , 1.5∗ϕ = , : ( , ) 2 3z x y= ψ = πAD /{ } , 

: ( , ) 4 3z x y= ψ = πBC { }/ . Íà ðèñ. 1 çîáðàæåíî çì³íó øâèäêîñò³ ô³ëüòðàö³¿ 
1 2( )( )v dz dw dz dw −= ( ) // /  ó âóçëàõ ( , )i jϕ ψ  íàä â³äïîâ³äíîþ îáëàñòþ wG : 

def
(( ) ) 10i i∗

∗ ∗ϕ = ϕ + ϕ − ϕ / , 
def

(( ) ) 20j Q Q Q j∗
∗ ∗ψ = + − / , 0, ,10i =  , 0, ,20j =  . 

  

 Рис. 1 Рис. 2 

Õàðàêòåð çàëåæíîñò³ øóêàíîãî êîåô³ö³ºíòà äèôóç³¿ ( , )D D= ϕ ψ  â³ä 
óìîâè ïåðåâèçíà÷åííÿ ç óðàõóâàííÿì âïëèâó ïîëÿ øâèäêîñò³ ô³ëüòðàö³¿ òà 
³íøèõ ïàðàìåòð³â ïðè 0.001ε = ,  

0
0 2

1( , ) 0.3
3 ( 3.7)

u ϕ ψ = +
+ ψ + ϕ +

, 

 
2 2

1( , ) 0.3
3 ( 3.7) ( 1)

tu t
t

∗
∗

+ψ = +
+ ψ + ϕ + +( )

, 

 
2 2

1( , ) 0.3
3 ( 3.7) ( 1)

tu t
t

∗
∗

+ψ = +
+ ψ + ϕ + +( )

, 
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2 2

1( , ) 0.3
3 ( 3.7) ( 1)

tu t
Q t

∗∗
∗

+ϕ = +
+ + ϕ + +( )

, 

 
2 2

1( , ) 0.3
3 ( 3.7) ( 1)

tu t
Q t

∗∗
∗

+ϕ = +
+ + ϕ + +( )

, 

 
2

1( , ) 0.3
3 ( 3.7)

u e∗ − ψ
∗ ϕ ψ = +

+ ϕ +
, 

ïðî³ëþñòðîâàíî íà ðèñ. 2. Ïðè öüîìó ï³äêðåñëèìî, ùî âåëèê³ çíà÷åííÿ êî-
åô³ö³ºíòà äèôóç³¿ â îêîë³ ïðÿìî¿ 10ϕ =  ïîâ’ÿçàí³ ³ç íåîáõ³äí³ñòþ äèôóç³é-
íî¿ êîìïåíñàö³¿ «êîíâåêòèâíî¿ ìàëîñò³» (ìàëî¿ øâèäêîñò³ ô³ëüòðàö³¿ â îêîë³ 
ö³º¿ ïðÿìî¿) äëÿ çàáåçïå÷åííÿ âèêîíàííÿ çàäàíî¿ óìîâè ïåðåâèçíà÷åííÿ; â 

îêîëàõ ∗ϕ = ϕ  òà ∗ϕ = ϕ , íàâïàêè: âåëèêà êîíâåêö³ÿ çóìîâëþº ìàë³ñòü äè-

ôóç³éíî¿ ñêëàäîâî¿ ïðîöåñó ( 10 5min max ( , ) ( , )v v
ϕ ψ

ϕ ψ = ϕ ψ  çàáåçïå÷óº 

max min ( , )D
ϕ ψ

ϕ ψ  ó äàí³é òî÷ö³ 10 5( , )ϕ ψ ). 

Íà ðèñ. 3 çîáðàæåíî çì³íó ðîçïîä³ëó êîíöåíòðàö³¿ «çàáðóäíþþ÷î¿» ðå-
÷îâèíè â ìîìåíòè ÷àñó 1 0t =  (ïî÷àòêîâèé ðîçïîä³ë), 2 1.035t = , 3 1.87t =  òà 

4 2.367t = . Î÷åâèäíî, ùî âåëèêà êîíòðàñòí³ñòü êîíöåíòðàö³¿ u  âçäîâæ ä³-
ëÿíîê ãðàíèö³ äàíî¿ îáëàñò³ çóìîâëþºòüñÿ, ó ïåðøó ÷åðãó, ñïåöèô³êîþ ïî-
âåä³íêè ( , )D ϕ ψ . 

  

 à) 1 0t =   á) 2 1.035t =  

  

 â) 3 1.87t =   ã) 4 2.367t =  

Рис. 3 
Âèñíîâêè. Ïîáóäîâàíî êîíñòðóêòèâíèé àëãîðèòì àñèìïòîòè÷íîãî íà-

áëèæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â îáåðíåíèõ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ òèïó 
êîíâåêö³ÿ-äèôóç³ÿ ç íåâ³äîìèì êîåô³ö³ºíòîì äèôóç³¿, çàëåæíèì â³ä êîîð-
äèíàò ÷îòèðèêóòíî¿ êðèâîë³í³éíî¿ îáëàñò³ ô³ëüòðàö³¿, ó âèïàäêó äîñòàòíüî¿ 
ãëàäêîñò³ òà óçãîäæåíîñò³ óìîâè ïåðåâèçíà÷åííÿ, ïî÷àòêîâî¿ ³ ãðàíè÷íèõ 
óìîâ, äå, íà â³äì³íó â³ä êîíñòðóêö³¿ àëãîðèòìó ñòîñîâíî ðîçâ’ÿçàííÿ àíàëî-
ã³÷íèõ çàäà÷ äëÿ äâîçâ’ÿçíèõ îáëàñòåé [3], âðàõîâàíî ïîïðàâêè íå ëèøå â 

îêîë³ âèõîäó ô³ëüòðàö³éíî¿ òå÷³¿ ( ∗ϕ = ϕ ), à é âïëèâ «á³÷íèõ äæåðåë çà-

áðóäíåíü» ( ,  Q Q∗
∗ψ = ψ = ). 
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Çàïðîïîíîâàí³ ìîäåëü, ïðîöåäóðà ïîáóäîâè òà ÷èñëîâ³ ðåçóëüòàòè ðîç-
â’ÿçêó º äîñèòü ÷óòëèâèìè äî çàäàííÿ óìîâè ïåðåâèçíà÷åííÿ, ïî÷àòêîâî¿ òà 
ãðàíè÷íèõ óìîâ, ïîëÿ øâèäêîñò³ ô³ëüòðàö³¿, à òàêîæ ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ 
íèìè; ñóòòºâèìè äëÿ îäåðæàííÿ ïîáóäîâàíîãî âèùå àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâè-
íåííÿ ðîçâ’ÿçêó º ãëàäê³ñòü òà óçãîäæåííÿ ãðàíè÷íèõ ³ ïî÷àòêîâèõ óìîâ òà 
óìîâè ïåðåâèçíà÷åííÿ, çîêðåìà äëÿ âèêîíàííÿ íåð³âíîñòåé ( , ) 0D ϕ ψ >  (ùî 
â³äïîâ³äàº ô³çè÷íîìó çì³ñòó êîåô³ö³ºíòà äèôóç³¿), íåîáõ³äíèì º äîòðèìàííÿ 

óìîâè 0
0( , ) ( , )u t u∗ ψ > ϕ ψ  (äëÿ äåÿêîãî îêîëó ïðÿìî¿ ∗ϕ = ϕ , ψ = ψ , 0t = ). 
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ОБРАТНЫЕ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫЕ ЗАДАЧИ ТИПА КОНВЕКЦИЯ-ДИФФУЗИЯ 
В ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНЫХ КРИВОЛИНЕЙНЫХ ОБЛАСТЯХ  
 
Ïîñòðîåí àëãîðèòì àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèé îáðàòíûõ ñèíãó-
ëÿðíî âîçìóùåííûõ êðàåâûõ çàäà÷ òèïà êîíâåêöèÿ-äèôôóçèÿ ñ íåèçâåñòíûì êî-
ýôôèöèåíòîì äèôôóçèè, çàâèñÿùèì îò êîîðäèíàò ÷åòûðåõóãîëüíîé êðèâîëèíåé-
íîé îáëàñòè ôèëüòðàöèè, äëÿ ñëó÷àÿ äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè è ñîãëàñîâàííîñòè 
óñëîâèé ïåðåîïðåäåëåíèÿ, íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â îòëè÷èå îò êîí-
ñòðóêöèè àëãîðèòìà îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ äëÿ äâóõñâÿçíûõ 
îáëàñòåé, çäåñü â ñîîòâåòñòâåííûõ ôîðìóëàõ ôèãóðèðóþò ïîïðàâêè, êîòîðûå 
ó÷èòûâàþò âëèÿíèå «áîêîâûõ èñòî÷íèêîâ çàãðÿçíåíèÿ». Íà ýòîé îñíîâå ïðîâåäåí 
êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîäòâåðæäåí èçâåñòíûé 
ôàêò «ñèëüíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè» ìîäåëè îòíîñèòåëüíî çàäàíèÿ óñëîâèÿ ïåðå-
îïðåäåëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíà ñïåöèôèêà âëèÿíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ íà èñ-
êîìûé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè. 
 
INVERSE SINGULARLY PERTURBED PROBLEMS OF CONVECTION-DIFFUSION 
TYPE IN QUADRANGULAR CURVILINEAR REGIONS 
 
An algorithm is constructed for asymptotic approximation of solutions to inverse sin-
gular perturbed boundary-value convection-diffusion type problems with unknown dif-
fusion coefficient which depends on the coordinates of quadrangular curvilinear region 
of filtration in the case of reasonable smoothness and consistency of the overdetermina-
tion condition, initial and boundary conditions. Corrections are appearing in the cor-
responding formulas which take into account the influence of «lateral source of pollu-
tion» in contrast to construction of algorithm of solving similar problems in a doubly-
connected region. On this basis the computer experiment is carried out the results of 
which confirm the well-known fact of the model «strong sensibility» in respect to pre-
scribing the overdetermination condition. Specific character of influence of this condi-
tion on the diffusion coefficient depending on the filtration velocity is revealed. 
 
Íàö. óí-ò âîäíîãî ãîñï-âà Îäåðæàíî 
òà ïðèðîäîêîðèñòóâàííÿ, Ð³âíå 06.07.09 
 


