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ÓÄÊ 539.3 
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ЗАЛИШКОВІ НАПРУЖЕННЯ В ОРТОТРОПНІЙ ЦИЛІНДРИЧНІЙ ОБОЛОНЦІ, 
ЗУМОВЛЕНІ ЛІНІЙНОЮ НЕСУМІСНІСТЮ ДЕФОРМАЦІЙ 
 

Çàë³êîâàíà òð³ùèíà â îðòîòðîïí³é öèë³íäðè÷í³é íåïîëîã³é îáîëîíö³ àíàë³çó-
ºòüñÿ çà äîïîìîãîþ íåïåðåðâíî ðîçïîä³ëåíî¿ äèñëîêàö³éíî¿ ìîäåë³. Äîñë³äæåíî 
ïîëå çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü íà ëèöåâèõ ïîâåðõíÿõ îáîëîíêè äëÿ ð³çíèõ âè-
ïàäê³â ïîïåðå÷íèõ äèñëîêàöié íîðìàëüíîãî ðîçêðèòòÿ. 

 
 Çàäà÷³ âèçíà÷åííÿ çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü ó êîíñòðóêö³ÿõ ç êëåºíèìè 
åëåìåíòàìè ïîâ’ÿçàí³ ç ïåðåâàãàìè êëåºíèõ ç’ºäíàíü ïîð³âíÿíî ç³ çâàðíèìè. 
Ñêëåþâàííÿ ï³äâèùóº òåõí³÷í³ âëàñòèâîñò³ êîíñòðóêö³é, òàê³ ÿê âòîìíà 
ì³öí³ñòü, ñò³éê³ñòü äî êîðîç³éíîãî ðîçòð³ñêóâàííÿ. Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî 
ñêëåþâàííÿ äâîõ ï³âïëîùèí óçäîâæ â³äð³çêà íàâåäåíî ó ðîáîò³ [1]. Äëÿ çà-
ë³êîâóâàííÿ òð³ùèí ó òðóáîïðîâîäàõ ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü êëåºâ³ ãåðìåòè-
êè, îòðèìóþ÷è ïðè öüîìó âèñîêîì³öíèé ³ äîâãîâ³÷íèé øîâ. Ïðèðîäíî ïîñòàº 
ïèòàííÿ îö³íêè êîíöåíòðàö³¿ çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü â îêîë³ øâà ïðè åêñ-
ïëóàòàö³¿ òàêèõ êîíñòðóêö³é.  

Äî îö³íêè íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó òàêî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîí-
êè ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé â³äîìèé ï³äõ³ä òåîð³¿ òð³ùèí, êîëè çàë³êîâàíà 
òð³ùèíà ìîäåëþºòüñÿ ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíèì óçäîâæ ¿¿ ë³í³¿ ïîëåì ë³í³é-
íèõ äèñëîêàö³é [3, 5–7, 9, 10], ãóñòèíà ÿêèõ âèçíà÷àºòüñÿ â³äîìèìè âåëè÷è-
íàìè ñòðèáê³â ïåðåì³ùåíü ³ ÿê³ âèêëèêàþòü ïîÿâó ðîçòÿãóâàëüíèõ íàïðó-
æåíü â ö³é çîí³. Íàïðóæåíèé ñòàí îáîëîíêè º ñóïåðïîçèö³þ äâîõ ñòàí³â [3, 
4, 8] – îñíîâíîãî 0σ  ³ äîäàòêîâîãî ( )Γ∆σ [u] , ïðè ÿêîìó êîíöåíòðàö³ÿ íàïðó-

æåíü ïîâ’ÿçàíà íå ç âèíèêíåííÿì ñòðèáêà ïåðåì³ùåíü (ðîçêðèâàííÿì òð³-
ùèíè), à ³ç éîãî çíèêíåííÿì ïðè çàë³êîâóâàíí³ òð³ùèíè. Ïîâíèé íàïðóæå-
íèé ñòàí º ð³çíèöåþ ì³æ îñíîâíèì ³ äîäàòêîâèì:  

 0 ( )Γσ = σ − ∆σ [u] .  

Îñíîâíèé íàïðóæåíèé îáîëîíêè ñòàí ââàæàºìî â³äîìèì. Ïðè ðîçðà-
õóíêó äîäàòêîâîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó ïðèðîäíî ðîçãëÿäàëèñü òàê³ òð³ùèíè, 
â îêîë³ ÿêèõ íå âèíèêàþòü áåçìåæíî âåëèê³ êîíöåíòðàö³¿ íàïðóæåíü. Öå 
îçíà÷àº, ùî, íà â³äì³íó â³ä òåîð³¿ òð³ùèí, äëÿ ÿêèõ â ïåðøó ÷åðãó ðîçãëÿ-
äàºòüñÿ ðîçêðèòòÿ, ïîõ³äíà â³ä ÿêîãî ìàº îñîáëèâîñò³ ó ê³íöÿõ òð³ùèíè (ÿê 
ïðàâèëî, êîðåíåâ³), òóò ñë³ä ðîçãëÿäàòè ðîçêðèòòÿ, ïîõ³äíà â³ä ÿêîãî íå ìàº 
òàêèõ îñîáëèâîñòåé. 

Ðîçãëÿíåìî íåñê³í÷åííî äîâãó îðòîòðîïíó öèë³íäðè÷íó îáîëîíêó, 
âçäîâæ â³äð³çêà íàïðÿìíî¿ ÿêî¿ çîñåðåäæåí³ ñòðèáêè ïåðåì³ùåíü, ïðîãèíó 
òà êóòà ïîâîðîòó, ùî çóìîâëþþòü çáóðåíèé íàïðóæåíèé ñòàí. ßêùî çà ïî-
÷àòîê êîîðäèíàò âèáðàòè ñåðåäèíó â³äð³çêà, òî ïîëå äèñòîðñ³é [8], ÿêèì ìî-
äåëþºòüñÿ íàÿâí³ñòü çàë³êîâàíî¿ ïîïåðå÷íî¿ òð³ùèíè äîâæèíè 2 , ìàº òà-
êèé âèãëÿä:  
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äå α , β  – â³äíåñåí³ äî ðàä³óñà îáîëîíêè R  â³ääàë³ âçäîâæ òâ³ðíî¿ ³ íà-
ïðÿìíîãî êîëà. Òóò 
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 1 1 1( ) ( 0, ) ( 0, ),     ( ) ( 0, ) ( 0, )u u u+ − + −β = + β − − β θ β = θ + β − θ − β[ ] [ ] ,  

 ( ) ( 0, ) ( 0, ),  ( ) ( 0, ) ( 0, )   v v v w w w+ − + −β = + β − − β β = + β − − β[ ] [ ]   

– ñòðèáêè ïåðåì³ùåíü ³ êóòà ïîâîðîòó, ùî õàðàêòåðèçóþòü äèñëîêàö³þ 
óçäîâæ â³äð³çêà 0β < β  ( 0 Rβ = / ). Âîíè º íóëüîâèìè ïîçà öèì â³äð³çêîì, 

çîêðåìà íà éîãî ïðîäîâæåíí³: 

 1 0( ) ( ) ( ) ( ) 0,         u v wβ = β = β = θ β = β ≥ β[ ] [ ] [ ] [ ] .  

 Âèêîðèñòîâóþ÷è â³äîìó ìåòîäèêó òåîð³¿ òð³ùèí [4], çàïèøåìî ³íòåã-
ðàëüí³ ïîäàííÿ äëÿ çóñèëü ³ ìîìåíò³â, ùî õàðàêòåðèçóþòü íàïðóæåíèé 
ñòàí îáîëîíêè ó âèïàäêó ñèìåòðè÷íî¿ çàäà÷³, ÷åðåç ïîõ³äí³ â³ä ñòðèáê³â ïå-
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, 1,2iN i = , – ðîçòÿãóâàëüí³ çóñèëëÿ, S  – çñóâíå çóñèëëÿ, , 1,2iM i = , – 

çãèíàëüí³ ìîìåíòè, H  – êðóòíèé ìîìåíò. 
ßäðà ( , )ij α βK  ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä: 
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pns  – êîðåí³ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîë³íîìà 2 3 3
12 23( ) ( ) 2 ( ) ( )p s s p R s Q s−∆ = ∆ + +( )  

4 2 4 2 2 2 4
1 22 22 1( ) ( )p c s R s Q s c s− −+ +( )  äëÿ p -ãî ÷ëåíà ðîçâèíåííÿ â ðÿä Ôóð’º çà 

êîëîâîþ êîîðäèíàòîþ; ns  – êîðåí³ ãîëîâíî¿ ÷àñòèíè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïî-
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 2 6 4 4( ) ( ) ( ) ( ),     1, ,6,    1, , 4p
ij ij ij ijN s N s p N s p N s i j− −= + + = =  . 

Ïîë³íîìè ijN , ÿê³ âèçíà÷àþòü àñèìïòîòè÷íó ïîâåä³íêó çóñèëü ³ ìîìåíò³â, 

ìàþòü òàêèé âèãëÿä: 

 2 2 4 4 2 2 2 2
11 1 22 33 11 12 1 22 12 33( ) ( ) ( ),     ( ) ( ) ( )N s c A G s s R s N s c A s A G s s= − − = + , 
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 2 2 5 4 3 2 4 2 3
21 1 22 33 11 22 1 22 12 33( ) ( ) ( ) ,    ( ) ( ) ( )N s c A G s s R s s N s c A s A G s s= + = − + , 

 2 2 4 4 2 2 3 2
31 1 22 33 11 31 31 12( ) ( ) ( ) ,    ( ) ( ) (2 ( ) )pN s c A G s s R s s N s N s p R s s−= − = + , 

 2 3 2 2 2 2 2 2
32 1 23 33 41 1 22 12 33( ) ( ) ,            ( ) ( ) ( )    N s c Q G s s N s c A s A G s s= = + , 

 2 4 2 2 2 4 2 3
42 1 33 33 51 1 22 12( ) ( ),                ( ) 2 ( )N s c Q G s N s c A s A s= − = − − ,  

 2 2 4
52 1 22 12 33( ) 2 ( ) ( )N s c A s A Q s s= − , 

 2 2 4
61 1 22 12 12 66( ) ( )(4 )N s c A s A A A s= − + + , 

 2 4 2
62 1 66 12 33( ) ( 4 ) ( )N s c A A Q s s= + , 

 2 2 2 3 4
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43 1 22 12 22 66 22 12 33( ) (( )(4 ) 4( )N s c A s A A s A s A s A Q= − + + + − , 
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 2 2 5
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 2 4
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 2 4 2 2 4
54 1 33 12 11 11( ) 2 ( )( ) 2 ( )N s c Q s A s A P s s= − −( ) , 

 2 4 2 2 5
64 1 33 66 11 11( ) ( )( 4 ) 4 ( )N s c Q s A s A s P s s= + +( ) . 

Òóò ijC , , 1,6,2i j = , – åëåìåíòè ìàòðèö³ ïðóæíèõ ñòàëèõ îðòîòðîïíî¿ îáî-

ëîíêè (ïðè÷îìó 16 61 26 62 0C C C C= = = = ) [8]; ijA  – åëåìåíòè ìàòðèö³, 

îáåðíåíî¿ äî ìàòðèö³, ñêëàäåíî¿ ç åëåìåíò³â ijC ; 0
hc
R

= ; 0
1 3

c
c = ; 2h  – 

òîâùèíà îáîëîíêè; ( )k
ijN s , ( )k

ijQ s , ( )k
ijP s , ( )k

ijG s , ( )k
ijR s  – ïîë³íîìè, êîåô³ö³-

ºíòè ÿêèõ çàëåæàòü â³ä ijC , ijA  òà 0c . 

×èñëîâèé àíàë³ç âèêîíàíî äëÿ ïîïåðå÷íèõ äèñëîêàöié íîðìàëüíîãî 

ðîçêðèòòÿ ³çîòðîïíî¿ îáîëîíêè ( 11 22 2
2

1
hEC C= =
− ν

, 12 662
2 2,  

11
h E h EC Cν ν= =

+ ν− ν
, 

ν  – êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà, E  – ìîäóëü Þíãà) äëÿ âèïàäê³â: 
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1°. Áåðåãè òð³ùèíè äî çàë³êîâóâàííÿ íà çîâí³øí³é ïîâåðõí³ îáîëîíêè 
ðîçõîäèëèñü, à íà âíóòð³øí³é çáëèæàëèñü: 

 
3/2

1 0
0 0

1( ) 2 1 ,    ( ) 0.05 ( ) ,    u u
Rc

β β = ε − θ β = β β ≤ β β 
[ ] [ ] [ ] . 

2°. Áåðåãè òð³ùèíè äî çàë³êîâóâàííÿ íà çîâí³øí³é ïîâåðõí³ îáîëîíêè 
çáëèæàëèñü, à íà âíóòð³øí³é ðîçõîäèëèñü: 

 
3/2

1 0
0 0

1( ) 2 1 ,    ( ) 0.05 ( ) ,    u u
Rc

β β = ε − θ β = − β β ≤ β β 
[ ] [ ] [ ] . 

Ìåòîäîì ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð [2] çà ôîðìóëàìè  

 3 5
12 2

0 0

3 31 1,   1,2,       
2 2

i
ii i

G G
G i G

h c h h c h
∗ ∗+   σ = + γ = σ = + γ   

   
 

ðîçðàõîâóâàëèñü íàïðóæåííÿ íà çîâí³øí³é hγ =  ³ âíóòð³øí³é hγ = −  ëè-
öåâèõ ïîâåðõíÿõ îáîëîíêè. Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â äëÿ âèïàäêó, êîëè 

0.2ν = , 0 0.01c = , 0 0
5 ,  1
6

cε = β = , íàâåäåíî íà ðèñ. 1–6. Íà ðèñóíêàõ ïîêà-

çàíî ãðàô³êè íàïðóæåíü 11 11 12 12 22 22/ ,  / ,  /E E E∗ ∗ ∗σ = σ σ = σ σ = σ  äëÿ çíà÷åíü 

â³äñòàíåé óçäîâæ òâ³ðíî¿ 0, 0.5, 1α = . Íà ðèñ. 1, 3, 5 êðèâ³ îá÷èñëåíî äëÿ 

âèïàäêó 1°, íà ðèñ. 2, 4, 6 – äëÿ âèïàäêó 2°, ñóö³ëüí³ ë³í³¿ â³äïîâ³äàþòü 
çîâí³øí³é ëèöåâ³é ïîâåðõí³ ( hγ = ), ïóíêòèðí³ – âíóòð³øí³é ( hγ = − ).  

 ßê áà÷èìî ç ãðàô³ê³â, íàïðóæåííÿ 11σ , 22σ  íà ëèöåâèõ ïîâåðõíÿõ íå-
çàëåæíî â³ä âèäó ïîëÿ äèñòîðñ³é äîñÿãàþòü ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ á³ëÿ 
ê³íö³â çàë³êîâàíî¿ òð³ùèíè òà çìåíøóþòüñÿ ç³ çá³ëüøåííÿì â³äñòàí³ α  
âçäîâæ òâ³ðíî¿. ¯õ çíà÷åííÿ íà âíóòð³øí³é ëèöåâ³é ïîâåðõí³ öèë³íäðè÷íî¿ 
îáîëîíêè º á³ëüøèìè, í³æ çíà÷åííÿ íà çîâí³øí³é. Íàïðóæåííÿ 12σ  ïðàê-
òè÷íî º îäíàêîâèìè íà îáîõ ëèöåâèõ ïîâåðõíÿõ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè.  

   

 Рис. 1 Рис. 2 

   

 Рис. 3 Рис. 4 
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ОСТАТОЧНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В ОРТОТРОПНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ, 
ОБУСЛОВЛЕННЫЕ ЛИНЕЙНОЙ НЕСОВМЕСТНОСТЬЮ ДЕФОРМАЦИЙ 
 
Çàëå÷åííàÿ òðåùèíà â îðòîòðîïíîé öèëèíäðè÷åñêîé íåïîëîãîé îáîëî÷êå àíàëèçè-
ðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííîé äèñëîêàöèîííîé ìîäåëè. Èññëåäîâà-
íî ïîëå îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ îáîëî÷êè äëÿ ðàçëè÷-
íûõ ñëó÷àåâ ïîïåðå÷íûõ äèñëîêàöèé íîðìàëüíîãî ðàñêðûòèÿ. 
 
RESIDUAL STRESSES IN ORTHOTROPIC CYLINDRICAL SHELL DUE TO LINEAR 
INCOMPATIBILITY OF STRAINS 
 
The healed crack in an orthotropic cylindrical nonshallow shell is analyzed by continu-
ously distributed dislocation model. The field of residual stresses on the shell face for 
different cases of transverse dislocation of normal opening is studied. 
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