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НЕЛИНЕЙНЫЕ КОЛЕБАНИЯ КРУГЛЫХ ПЛАСТИН С ВЫРЕЗАМИ.  
МЕТОД R-ФУНКЦИЙ 
 

Èññëåäóþòñÿ êîëåáàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ êðóãëûõ ïëàñòèí ñ äâó-
ìÿ âûðåçàìè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ïðèìåíÿåòñÿ 
ìåòîä R-ôóíêöèé. Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû ðàñêëàäûâàþòñÿ ïî ñîá-
ñòâåííûì ôîðìàì ëèíåéíûõ êîëåáàíèé, ñîäåðæàùèì R-ôóíêöèè. Â ðåçóëü-
òàòå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Áóáíîâà – Ãàëåðêèíà ïîëó÷àåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ 
ñèñòåìà ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, êîòîðàÿ èññëåäóåòñÿ ìåòîäîì ìíîãèõ 
ìàñøòàáîâ. 

 
1. Ââåäåíèå. Êðóãëûå ïëàñòèíû ÿâëÿþòñÿ íåñóùèìè ýëåìåíòàìè ìíî-

ãèõ êîíñòðóêöèé è ìàøèí. Îíè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ãàçîòóðáèííûõ 
äâèãàòåëÿõ, ãèäðàâëè÷åñêèõ òóðáèíàõ, òîðìîçíûõ ñèñòåìàõ àâòîìîáèëåé, 
ðåçåðâóàðàõ. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ïëàñòèíà ïðîãèáàåòñÿ áîëüøå, ÷åì íà ïî-
ëîâèíó òîëùèíû, òî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ íåëèíåéíîñòü 
â åå ìîäåëè [10]. Â ìîíîãðàôèè [1] ðàññìàòðèâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëå-
áàíèÿ êðóãëûõ ïëàñòèí ïîä äåéñòâèåì ïàðàìåòðè÷åñêèõ íàãðóçîê. Ïîëó÷å-
íà ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñ-
êèìè êîýôôèöèåíòàìè, îïèñûâàþùàÿ ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Îñå-
ñèììåòðè÷íûå êîëåáàíèÿ êðóãëûõ çàùåìëåííûõ ïëàñòèí ðàññìàòðèâàëè 
C. E. Farnsworth è R. M. Evan-Iwanowski [5]. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ 
êîëåáàíèé ïðèìåíÿëè ìåòîä ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà. Å. Ã. Ãîëîñêîêîâ è 
À. Ï. Ôèëèïïîâ [2] èññëåäîâàëè ïðîõîä ÷åðåç ðåçîíàíñ êðóãëûõ äèñêîâ ïî-
ñòîÿííîé òîëùèíû, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ÷àñòîòà âîçìóùàþùåé ñèëû èçìå-
íÿåòñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó. Â ìîíîãðàôèè [7] êîëåáàíèÿ êðóãëûõ äèñêîâ 
îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Êàðìàíà. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ êðóãëûõ ïëàñòèí 
÷àñòî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå âíóòðåííåãî ðåçîíàíñà. 

Â ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèÿõ ïî íåëèíåéíîé äèíàìèêå êðóãëûõ ïëàñ-
òèí, â îñíîâíîì, ðàññìàòðèâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ñîïðÿæåííûõ ôîðì 
êîëåáàíèé [8, 6].  

Â ýòîé ñòàòüå ìåòîä R-ôóíêöèé ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñò-
âåííûõ ôîðì êîëåáàíèé ïëàñòèíû ñ âûðåçàìè. Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ 
ïëàñòèíû ðàñêëàäûâàþòñÿ ïî íàéäåííûì ñîáñòâåííûì ôîðìàì, ñîäåðæà-
ùèì R-ôóíêöèè. Èññëåäóåòñÿ íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå ñîïðÿæåííûõ 
ìîä êîëåáàíèé è îñåñèììåòðè÷íîé ôîðìû ïëàñòèíû ñ âûðåçàìè. Äëÿ èñ-
ñëåäîâàíèÿ ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ.  

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì êîëå-
áàíèÿ êðóãëîé ïëàñòèíû ñ äâóìÿ âûðåçàìè 
(ðèñ. 1). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äåôîðìèðîâàíèå 
ïëàñòèíêè ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåé-
íûì. Êîëåáàíèÿ ðàññìîòðèì â öèëèíäðè÷åñ-
êîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ( , , )r zθ . Òîãäà ïåðå-
ìåùåíèÿ òî÷åê âäîëü îñåé , ,r zθ  îáîçíà÷èì, 

÷åðåç , ,r zu u uθ , ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ïîëó-

÷åíèÿ óðàâíåíèé êîëåáàíèé ïëàñòèíêè âîñ-
ïîëüçóåìñÿ îáùèìè óðàâíåíèÿìè ãåîìåòðè-
÷åñêè íåëèíåéíîé òåîðèè îáîëî÷åê ïðîèç-
âîëüíîé ôîðìû â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíà-
òàõ, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû â ìîíîãðàôèè [3]. 
Èç íèõ ñëåäóþò óðàâíåíèÿ íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé ïëàñòèí â ïîëÿðíûõ êî-
îðäèíàòàõ: 
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3. Ëèíåéíûå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû. Äëÿ äèñêðåòèçàöèè 
óðàâíåíèé êîëåáàíèé ïëàñòèíû (1) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Áóáíîâà – Ãà-
ëåðêèíà. Òîãäà íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû ñ âûðåçàìè ðàñêëàäûâà-
þòñÿ ïî ñîáñòâåííûì ôîðìàì ëèíåéíûõ êîëåáàíèé. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòèõ 
ñîáñòâåííûõ ôîðì êîëåáàíèé âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Ðåëåÿ – Ðèòöà, â êî-
òîðîì èñïîëüçóåòñÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ ïëàñòèíû Π . 
Ýòà ýíåðãèÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä: 
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ãäå Ω  – îáëàñòü íà ïëîñêîñòè ( , )r θ , êîòîðóþ çàíèìàåò ïëàñòèíà. Êèíåòè-
÷åñêóþ ýíåðãèþ ïëàñòèíû ïðåäñòàâèì òàê: 

 2 2 2( )
2 r zT u u u r dr dθ

Ω

µ= + + θ∫    , 

ãäå µ  – ìàññà åäèíèöû äëèíû.  
Ëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû ñ âûðåçàìè ïðåäñòàâèì òàê: 

 ( , , ), ( , , ), ( , , )r zu r t u r t u r tθθ θ θ =[ ]  

 ( , ), ( , ), ( , ) sin ( )r zu r u r u r ptθ= θ θ θ + α[ ] .  (2) 
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Ñîîòíîøåíèÿ (2) ââåäåì â äåéñòâèå ïî Ãàìèëüòîíó è ïðîèçâåäåì íåîá-
õîäèìîå èíòåãðèðîâàíèå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ôóíêöèîíàë: 
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Â äàëüíåéøåì ðàññìîòðèì çàùåìëåííóþ ïî âñåìó êîíòóðó ïëàñòèíó. 
Ãðàíèöó ïëàñòèíû ñ âûðåçàìè îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂ Ω . Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 
äëÿ çàùåìëåííîé ïëàñòèíû ïðåäñòàâèì òàê: 

 0z
z r

u
u u u

r θ ∂Ω∂Ω ∂Ω
∂Ω

∂
= = = =

∂
.  (4) 

 Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì çàïèøåì â àíàëèòè÷åñêîì 
âèäå óðàâíåíèå ãðàíèöû îáëàñòè ∂Ω  (ðèñ. 1). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåî-
ðèåé R-ôóíêöèé, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòàõ [4, 9]. R-ôóíêöèÿ âûáè-
ðàåòñÿ òàê: 

 ( , ) 0   ( , ) ,          ( , ) 0   ( , )r r r rω θ = ∀ θ ∈ ∂Ω ω θ > ∀ θ ∈ Ω .  

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ( , )rω θ  èñïîëüçóþòñÿ ïðàâèëà, ïðåäñòàâëåííûå â 
[4]. Äëÿ êðóãëîé ïëàñòèíû ñ âûðåçîì R-ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé 
âèä: 
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ãäå 0 0,∧ ∨  – áóëåâû îïåðàöèè êîíúþíêöèè è äèçúþíêöèè, êîòîðûå âûðà-

æàþòñÿ òàê [2]: 

 2 2
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 2 2
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ãäå 4 2 0 3η = η ∨ η . Ñîîòíîøåíèÿ (5) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè 

( , )x yω . Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ ( , )x yω  â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. 
Ôîðìû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé êðóãëîé ïëàñòèíû ñ âûðåçàìè, óäîâëå-

òâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (4), ïðåäñòàâèì â ñëåäóþùåì âèäå: 
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Ñîîòíîøåíèÿ (6), (7) ââîäèì â (3). Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïëîùàäè 
ïëàñòèíû Ω  ïðèõîäèì ê ôóíêöèîíàëó 

 0( , , ),           6( 1)( 1)S S a a M m= = + +   ,  (8) 

ãäå 0 , ,a a   – êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìîâ (7):  

 ( ) ( ) ( )
0 0,0 0,1 ,( , , ) , , ,c c s

m MX a a A A C= = ( ) .  

Ñëåäóÿ ìåòîäó Ðåëåÿ – Ðèòöà äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (8), ñîñòàâèì 
ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé  

 0,            0, ,
j

S j
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Èç ñîîòíîøåíèé (9) ïðèõîäèì ê ïðîáëåìå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êîòîðàÿ 
ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä: 
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.  

Êàê ñëåäóåò èç ôóíêöèîíàëà (3), èçãèáíûå ëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ïëàñ-
òèíêè zu  è êîëåáàíèÿ â ïëîñêîñòè ,ru uθ  ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ïîýòî-

ìó èõ ìîæíî èññëåäîâàòü îòäåëüíî. Ðàññìîòðèì ñòàëüíóþ ïëàñòèíêó ñî 
ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: 

 1 0.46a = ì,  1 0.02b = ì, 0.25R = ì, 112 10E = ⋅ Ïà, 

 0.3ν = , 7800ρ = êã/ì3, 35 10h −= ⋅ ì. 
 Таблица 1 

 Êðóãëàÿ ïëàñòèíà 5M =  8M =  
 
i  

Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ip , ðàä/ñ 

1 1252 1733 1841 
2 2606 2767 2772 
3 2606 3318 3350 
4 4878 4941 4869 

Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïðîèçâîäèëñÿ ðàñ÷åò ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è 
ôîðì êîëåáàíèé. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïðåäñòàâëåíû â 
òàáë. 1. Â ïåðâîì ñòîëáöå ïîêàçàíû ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé äëÿ 
èäåàëüíî êðóãëîé ïëàñòèíû. Âî âòîðîì ñòîëáöå ïîêàçàíû ñîáñòâåííûå ÷àñ-
òîòû, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïðîêñèìàöèè ôîðì êîëåáàíèé (6), (7) 
ïðè 5Ì = . Â òðåòüåì ñòîëáöå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñ àïïðîê-
ñèìàöèåé ôîðì ïðè 8M = . Îòìåòèì, ÷òî âòîðàÿ è òðåòüÿ ÷àñòîòû äëÿ 
êðóãëîé ïëàñòèíû ñîâïàäàþò, òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ êðàòíûìè. Îäíàêî, åñ-
ëè ôîðìà êîíòóðà ïëàñòèíû íå èäåàëüíî êðóãëàÿ, òî êðàòíûå ÷àñòîòû ðàñ-
ñëàèâàþòñÿ, ÷òî íàáëþäàåòñÿ â ðåøàåìîé íàìè çàäà÷å. Êàê âèäíî, êðàòíûå 
ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû äëÿ èäåàëüíî êðóãëîé ïëàñòèíû è äëÿ ïëàñòèíû ñ âû-
ðåçàìè çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ.  
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Ïåðâûå òðè ôîðìû êîëåáàíèé ïëàñòèíû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2. Íà 
ðèñ. 2à ïîêàçàíà ïåðâàÿ çîíòè÷íàÿ ôîðìà êîëåáàíèé. Âòîðàÿ ñîáñòâåííàÿ 
ôîðìà ïîêàçàíà íà ðèñ. 2á. Ïåðâûå òðè ôîðìû èçãèáíûõ êîëåáàíèé ïëàñòè-

íû îáîçíà÷èì ÷åðåç ( ) ( , ),  1,2,3i
zu r iθ = . Ýòè ôîðìû ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòîòàì 

,  1,2,3ip i = , êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1.  

  
Рис. 2  

Òåïåðü èññëåäóåì ëèíåéíûå êîëåáàíèÿ , ru uθ , ïðîèñõîäÿùèå â ïëîñ-

êîñòè ïëàñòèíû. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ëèíåéíûõ êîëåáà-
íèé ïðè ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêàõ ïîëèíîìà M  ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 2. Êàê 
ñëåäóåò èç òàáëèöû, ÷àñòîòû ïðè èçìåíåíèè ïîðÿäêîâ ïîëèíîìîâ áëèçêè. 
×àñòîòû ,  1, 2, 4, 5ip i = , ñîîòâåòñòâóþò äâóì ñîïðÿæåííûì ôîðìàì êîëå-
áàíèé. Â äàëüíåéøåì äëÿ ñîïðÿæåííûõ ôîðì êîëåáàíèé áóäåì èñïîëü-
çîâàòü ïîðÿäîê ïîëèíîìà 3M = .  
  Таблица 2 

 Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ip , ðàä/ñ 

    i  
   M  

1 2 3 4 5 

2M =  42503 42732 50581 66037 69460 
3M =  42325 42550 50083 64323 67498 

4. Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé. Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ 
ïëàñòèíû ïðåäñòàâèì òàê: 

 
3 3 3

( ) ( ) ( )

1 1 1

( ) ( , ),  ( ) ( , ),   ( ) ( , )i i i
z i z i r i r

i i i

u q t u r u t u r u t u rθ θ
= = =

= θ = ψ θ = ϕ θ∑ ∑ ∑ ,  (10) 

ãäå 1 2 3( ),  ( ), , ( )q t q t tϕ  – îáîáùåííûå êîîðäèíàòû. Ââåäåì ñîîòíîøåíèÿ (10) 
â ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1), îòáðàñûâàÿ èíåðöèîííûå ñëàãàåìûå. 
Ýòà îïåðàöèÿ âîçìîæíà, òàê êàê ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé ïëàñòèíû 
â ïëîñêîñòè çíà÷èòåëüíî âûøå èçãèáíûõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. Â ðåçóëüòàòå 
ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 

1 3( , , )ϕ ψ , êîòîðàÿ ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä: 

 1 2 3 1 2 3, , , , ,B ⋅ ϕ ϕ ϕ ψ ψ ψ =[ ] [ ]  

 
3 3

(1) (2) (3) (1) (2) (3)

1 1

, , , , ,q q A A A D D Dµ µ µ µ µ µ µ
= µ=

= ∑ ∑


[ ]      


.  (11) 

Ïàðàìåòðû ñèñòåìû (11) â ñòàòüå íå ïðèâîäèì äëÿ êðàòêîñòè. 

Ââåäåì ìàòðèöó 1, ,6 1
1, ,6( ) ,  i

ij jR r R B= −
== =

 . Òîãäà ïåðåìåùåíèÿ â ñðåäèí-

íîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíû ïðåäñòàâèì òàê: 

 
3 3 3 3 3 3

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1

( , ) ,     ( , )i i i i
r r

i i

u u r q q u u r q qθ µ θ µ µ µ
= = µ= = = µ=

= α θ = χ θ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑   
 

, (12) 
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ãäå ïàðàìåòðû ( )j
µχ , ( )j

µα  íå ïðåäñòàâëåíû äëÿ êðàòêîñòè. Ñîîòíîøåíèÿ (12) 

ââåäåì â òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1) è âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Áóáíîâà – 

Ãàëåðêèíà. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ ôîðì ( )i
zu , ïî-

ëó÷èì ñëåäóþùóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû: 

 
3 3 3

2 ( )

1 1 1

,         1,2,3k
k k k i i

i

q p q G q q q kµ µ
= = µ=

+ = =∑ ∑ ∑  


.  (13) 

Ïàðàìåòðû ( )k
iG µ  çäåñü íå ïðåäñòàâëåíû äëÿ êðàòêîñòè. Ïðèâåäåì ñèñòåìó 

(13) ê ñëåäóþùèì áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì è ïàðàìåòðàì: 

 
2

( ) ( )
1 2

1

,    ,    1,2,3,    ,    , 1,2,3k ki
i i i

q hp t i H G
h p

µ µτ = ξ = = ε = µ =   ,  

ãäå 0 1< ε  . Òîãäà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (13) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä: 

 2 ( )

, ,

,            1,2,3k
k k k i i

i

H kµ µ
µ

ξ + ω ξ = ε ξ ξ ξ =∑
 


.  (14) 

Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáë. 1, â ñèñòåìå 
(14) íàáëþäàåòñÿ äâà âíóòðåííèõ ðåçîíàíñà: 

 3 1 3 22 ,           ω = ω + εγ ω = ω + εσ ,  (15) 

ãäå ,γ σ  – ïàðàìåòðû ðàññòðîéêè.  
Èòàê, ñèñòåìà (14) îïèñûâàåò ñâîáîäíûå íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ êðóã-

ëîé ïëàñòèíû ñ âûðåçàìè â ïðèñóòñòâèè äâóõ âíóòðåííèõ ðåçîíàíñîâ (15). 
5. Àíàëèç íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ñèñòå-

ìû (14) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìíîãèõ ìàñøòàáîâ. Òîãäà ðåøåíèå ïðåäñòà-
âèì òàê:  
 ,0 0 1 ,1 0 1, , , ,k k kT T T Tξ = ξ + εξ +  ( ) ( ) ,  (16) 

ãäå 0 1,  T T= τ = ετ . Ââåäåì (16) â (14) è ïðèðàâíÿåì ñëàãàåìûå ïðè 0ε  è 1ε . 

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ: 

 ,0 0 0exp exp ,      1,2,3k k k k kA i T A i T kξ = ω + − ω =( ) ( ) ,  (17) 

 ( )
2 2 3

,1 ,02
,1 02

0 1 10

2 expk k
k k jk k j j k

j

R A A A i T
T TT =

∂ ξ ∂ ξ
+ ω ξ + = ω +

∂ ∂∂
∑  

 3 2 0exp ( )k k kG A A A iT+ ω + εσ +[ ]  

 3 2 0exp ( )k k kG A A A iT+ ω − εσ +[ ]  

 ( ) 2 2
0 2 3 23 exp exp ( )k

kkk k k k kH A A i T P A A i+ ω + ω − εσ +[ ]( )  

 2
3 2 0 3exp ( )kF A A iT+ ω + εσ +[ ] Í.Ñ.×,  1,2,3k = ,  (18) 

ãäå Í.Ñ.×.  – íåñóùåñòâåííûå äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ñëàãàåìûå. Ïàðà-
ìåòðû , ,jk k kR G P  íå ïðåäñòàâëåíû äëÿ êðàòêîñòè. Ââåäåì (17) â (18) è ïðè-

ðàâíÿåì íóëþ ñåêóëÿðíûå ÷ëåíû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòå-
ìó ìîäóëÿöèîííûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ 

1 2 3, ,A A A( ) : 

 
3

1
1 1 1 1 3 2 1 1

1 1

2 expj j j
j

A
i A R A A G A A A i T

T =

∂
ω = + σ +

∂ ∑ ( )  

 (1) 2
1 1 2 3 1 111 1 1exp 3G A A A i T H A A+ − σ +( ) , 



124 

 
3

2
2 2 2 2 3 2 2 1

1 1

2 expj j j
j

A
i A R A A G A A A i T

T =

∂
ω = + σ +

∂ ∑ ( )  

 2
2 2 3 1expG A A i T+ − σ +( )   

 2 2 (2) 2
2 2 3 1 2 3 2 1 222 2 2exp exp 2 3P A A i T F A A i T H A A+ − σ + σ +( ) ( ) , 

 
3

23
3 3 3 3 3 2 1

1 1

2 expj j j
j

A
i A R A A G A A i T

T =

∂
ω = + σ +

∂ ∑ ( )  

 2
3 2 3 3 1 3 2 3 1exp exp 2G A A A i T P A A i T+ − σ + − σ +( ) ( )  

 2 (3) 2
3 3 2 1 333 3 3exp 3F A A i T H A A+ σ +( ) . (19) 

Ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (19) ïðèìåíèì çàìåíó ïåðåìåííûõ 0.5 exp ( )j j jA a i= ψ , 

1,2,3j = . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó øåñòè ìîäóëÿöèîííûõ óðàâíåíèé 
îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ê ïîëó÷åííîé ñèñòåìå ïðèìå-
íèì ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ: 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3 3 2 1( , , , , , ) ( , , , ),       a a a a a a Tψ ψ ψ = γ γ = ψ − ψ + σ . 

Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà ìîäóëÿöèîííûõ óðàâíåíèé ïðèìåò âèä   

 2 22 2
1 2 2 3 3 2

2 2
0,       sin sin (2 )

8 8
P F

a a a a a a′ ′= = − γ + γ
ω ω

, 

 2 23 3
3 3 2 2 3

3 3
sin sin (2 )

8 8
F P

a a a a a′ = γ − γ
ω ω

, 

 2
2 3

2 3 2 3

1 cos
8 8j j

j

a a a∗δ′γ = σ + δ + γ +
ω ω ω ω∑  

 2 2 (2) 2 (3) 22 3
3 2 222 2 333 3

2 3 2 3

3 3cos (2 )
8 8 8 8
F P

a a H a H a + − γ + − ω ω ω ω 
, (20) 

ãäå 3 2 2 2 3 32 2G P G F∗δ = ω + − ω +( ) ( ) , 2 3 3 2 ,  1,2,3j j jR R jδ = ω − ω = . 

Íåïîäâèæíûå òî÷êè ñèñòåìû ìîäóëÿöèîííûõ óðàâíåíèé (20) îïèñûâà-
þò êîëåáàíèÿ ñèñòåìû (14): 

 cos ,         ,        1,2,3k k k k k ka t D kξ = Ω Ω = ω − ε =( ) , 

 
3

2 (1) 2 1
1 1 111 1 2 3

1 1 11

1 3 cos
8 8 4j j

j

G
D R a H a a a

=

= + + γ
ω ω ω∑ , 

 
3

2 2 (2) (2)2 2 2
2 2 2 3 3 222 2

2 2 2 21

21 3cos cos (2 )
8 8 8 8j j

j

G P F
D R a a a a H a

=

+
= + γ + γ +

ω ω ω ω∑ , 

 
3

2 2 (3) 23 3 3
3 3 3 2 2 333 3

3 3 3 31

21 3cos cos (2 )
8 8 8 8j j

j

G F P
D R a a a a H a

=

+
= + γ + γ +

ω ω ω ω∑ . 

Â ñèñòåìå àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé (20) ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå ãðóïïû 
íåïîäâèæíûõ òî÷åê: 

 1°) 1 1 2 3      0, 0,    0, 0      a a a= γ = ≠ ≠ ; 

 2°) 1 2 2 3      0,    ,      0,  0a a a= γ = π ≠ ≠ ; 

 3°) 1 2 3    0,  0,      0,      0a a a= = ≠ γ ≠ ; 

 4°) 1 3 2    0,  0,      0,      0a a a= = ≠ γ ≠ ; 

 5°) 1 2 30,     0,      0,      0a a a≠ ≠ ≠ γ ≠ .  
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïîäâèæíûì òî÷êàì 
ãðóïïû 1°), ïàðàìåòð 2a  çàäàåòñÿ ñ íåêîòîðûì øàãîì. Äëÿ êàæäîãî çíà÷å-

íèÿ 2a  ïàðàìåòð 3a  îïðåäåëÿåòñÿ èç ñëåäóþùåãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ: 

 2 (2)
2 3 2 2 3 2 3 2228 3a P Hω ω σ + δ − ω + ω +( )   

 2 (3)
3 3 2 3 2 333 2 33 0a F H a a∗+ δ + ω − ω + δ =( ) . 

Ýòè íåïîäâèæíûå òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò êîëåáàíèÿì ñèñòåìû (16), êîòîðûå 
îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè 1 2 30,  0,  0ξ = ξ ≠ ξ = . 

Åñëè ê ñèñòåìå óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé íåïîäâèæíûå òî÷êè ãðóïïû 
2°), ïðèìåíèòü çàìåíó ïåðåìåííûõ 3 3a a→ − , òî ïðèäåì ê ñèñòåìå óðàâíå-

íèé, îïèñûâàþùèõ íåïîäâèæíûå òî÷êè ãðóïïû 1°).  
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äâèæåíèé, îïèñûâàþùèõñÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè 

ãðóïïû 3°), ïåðåìåííàÿ 3a  çàäàåòñÿ ñ íåêîòîðûì øàãîì. Äëÿ êàæäîãî çíà-

÷åíèÿ 3a  ïàðàìåòð γ  íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ 

 (3)2 3
333 2

2 3 2 3 3

3 8cos (2 ) H
F a

ω δ σ γ = − − ω ω ω 
.  

Íåïîäâèæíûì òî÷êàì ãðóïïû 3°) îòâå÷àþò òàêèå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû (16): 

 
(3)

233 333
1 2 3 3 3 3 3 3

3

3
0,    cos ,    

8
R H

a t a
+

ξ = ξ = ξ = Ω Ω = ω − ε
ω

( ) . 

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïîäâèæíûì òî÷êàì 
ãðóïïû 4°), 2a  çàäàåòñÿ ñ íåêîòîðûì øàãîì. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ 2a  óãîë 
γ  íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ 

 (2)3 2
222 2

3 2 3 2 2

3 8cos (2 ) H
P a

ω δ σ γ = + + ω ω ω 
.  

Íåïîäâèæíûì òî÷êàì ãðóïïû 4°) ñîîòâåòñòâóþò òàêèå êîëåáàíèÿ ñèñ-
òåìû (16): 

 
(2)

222 222
1 3 2 2 2 2 2 2

2

3
0,    cos ,    

8
R H

a t a
+

ξ = ξ = ξ = Ω Ω = ω − ε
ω

( ) . 

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïîäâèæíûì òî÷êàì 
ãðóïïû 5°), âåëè÷èíà 2a  çàäàåòñÿ ñ íåêîòîðûì øàãîì. Äëÿ êàæäîãî çíà÷å-

íèÿ 2a  âåëè÷èíû 3 1, ,a aγ  íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé 

 2 2 2 3
3 2

2 3 2 3
cos ,           

2
P a P P

a a
F a F F

γ = = ,  

 2 1 2 (2) 2 (3)
1 1 2 3 2 2 3 222 3 2 333 38 3 3a a H a H−= δ − σω ω − δ + ω + ω − δ −( ) ( )[  

 2 2
2 3 2 3 3 3 2 2cos cos (2 )a a F a P a∗− δ γ − ω − ω γ( ) ] . 

 6. ×èñëåííûé àíàëèç êîëåáàíèé. Èññëåäóåì êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû ñ ïà-
ðàìåòðàìè, ïðåäñòàâëåííûìè â ï. 3. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 1°), êîòîðûé ñîîò-
âåòñòâóåò âîçáóæäåíèþ äâóõ ñîïðÿæåííûõ ôîðì êîëåáàíèé. Îñåñèììåò-
ðè÷íàÿ çîíòè÷íàÿ ôîðìà êîëåáàíèé â ýòîì ñëó÷àå íå âîçáóæäàåòñÿ. Ñêå-
ëåòíûå êðèâûå òàêèõ äâèæåíèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3, ãäå ïîêàçàíû çà-
âèñèìîñòè äâóõ ÷àñòîò êîëåáàíèé 2 3,Ω Ω  îò 3a . Ñêåëåòíûå êðèâûå, îïè-
ñûâàþùèå äâèæåíèÿ ïî äâóì ñîïðÿæåííûì ìîäàì êîëåáàíèé, ÿâëÿþòñÿ 
æåñòêèìè.  
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 à) á) 

Рис. 3 
 Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 5°), êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò âîçáóæäåíèþ êàê äâóõ 
ñîïðÿæåííûõ ôîðì, òàê è îñåñèììåòðè÷íîé çîíòè÷íîé ôîðìû êîëåáàíèé. 
Ñêåëåòíûå êðèâûå, îïèñûâàþùèå çàâèñèìîñòü ,  1,2j jΩ = , îò 2a , ïðåäñòàâ-

ëåíû íà ðèñ. 4. Ñêåëåòíàÿ êðèâàÿ, îïèñûâàþùàÿ êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû ïî 
îñåñèììåòðè÷íîé çîíòè÷íîé ôîðìå (ðèñ. 4à), ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé. Ñêåëåòíûå 
êðèâûå, îïèñûâàþùèå êîëåáàíèÿ ïî äâóì ñîïðÿæåííûì ôîðìàì (ðèñ. 4á), 
ÿâëÿþòñÿ ìÿãêèìè.  

  
 à) á) 

Рис. 4 
 7. Çàêëþ÷åíèå. Â ñòàòüå èññëåäîâàíû ðàçíûå ñëó÷àè íåëèíåéíîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ ìåæäó ôîðìàìè ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, 
êîãäà òîëüêî äâå ñîïðÿæåííûå ôîðìû êîëåáàíèé âîçáóæäàþòñÿ, à îñåñèì-
ìåòðè÷íàÿ çîíòè÷íàÿ ôîðìà íå âîçáóæäàåòñÿ, à òàêæå ñëó÷àè, êîãäà âîç-
áóæäàþòñÿ êàê çîíòè÷íàÿ, òàê è ñîïðÿæåííûå ôîðìû êîëåáàíèé. Ïðè âîç-
áóæäåíèè òîëüêî ñîïðÿæåííûõ ôîðì êîëåáàíèé ñêåëåòíûå êðèâûå ýòèõ 
ôîðì ÿâëÿþòñÿ æåñòêèìè. Îäíàêî ïðè ñîâìåñòíîì âîçáóæäåíèè è îñå-
ñèììåòðè÷íîé çîíòè÷íîé, è ñîïðÿæåííûõ ôîðì âèä ñêåëåòíûõ êðèâûõ 
ñîïðÿæåííûõ ôîðì êà÷åñòâåííî èçìåíÿåòñÿ è ïðåâðàùàåòñÿ èç æåñòêèõ â 
ìÿãêèå.  
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НЕЛІНІЙНІ КОЛИВАННЯ КРУГЛИХ ПЛАСТИН З ВИРІЗАМИ.  
МЕТОД R-ФУНКЦІЙ  
 
Äîñë³äæóþòüñÿ êîëèâàííÿ ãåîìåòðè÷íî íåë³í³éíèõ êðóãëèõ ïëàñòèí ç äâîìà âèð³-
çàìè. Äëÿ äîñë³äæåííÿ âëàñíèõ ÷àñòîò êîëèâàíü çàñòîñîâóºòüñÿ ìåòîä R-ôóíê-
ö³é. Íåë³í³éí³ êîëèâàííÿ ïëàñòèíè ðîçêëàäàþòüñÿ çà âëàñíèìè ôîðìàìè ë³í³éíèõ 
êîëèâàíü, ÿê³ ì³ñòÿòü R-ôóíêö³¿. Ó ðåçóëüòàò³ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó Áóáíîâà –
 Ãàëüîðê³íà îòðèìóºìî äèíàì³÷íó ñèñòåìó ç òðüîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³, ÿêà 
äîñë³äæóºòüñÿ ìåòîäîì áàãàòüîõ ìàñøòàá³â. 
 
NONLINEAR VIBRATIONS OF CIRCULAR PLATES WITH CUTS.  
R-FUNCTION METHOD 
 
The nonlinear vibrations of circular plates with two cuts are analyzed. R-function me-
thod is used to obtain the natural frequencies of vibrations. Nonlinear vibrations of the 
plate are expanded by using eigenmodes, which contain R-function. The dynamical 
system with three degrees of freedom is derived using the Bubnov – Galerkin procedure. 
This system is analyzed by multiple scales method.  
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