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ДОСЛІДЖЕННЯ МІЦНОСТІ ПРУЖНО-ПЛАСТИЧНОЇ ОРТОТРОПНОЇ 
ОБОЛОНКИ ДОВІЛЬНОЇ КРИВИНИ З ПОВЕРХНЕВОЮ ТРІЩИНОЮ 
 

²ç çàñòîñóâàííÿì àíàëîãà cδ -ìîäåë³ îòðèìàíî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî íàïðóæå-

íî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ïðóæíî-ïëàñòè÷íî¿ îðòîòðîïíî¿ îáîëîíêè äîâ³ëüíî¿ 
êðèâèíè ç ïîâåðõíåâîþ òð³ùèíîþ. Ïðè öüîìó äîäàòêîâ³ îáìåæåííÿ íà ïðóæ-
í³ ïàðàìåòðè ìàòåð³àëó íå íàêëàäàþòüñÿ. Äîñë³äæåíî çàëåæí³ñòü äîâæèíè 
ïëàñòè÷íî¿ çîíè ³ ðîçêðèòòÿ ïîâåðõíåâî¿ òð³ùèíè â³ä âåëè÷èíè íàâàíòà-
æåííÿ, ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòð³â òð³ùèíè òà îáîëîíêè ³ ìåõàí³÷íèõ âëàñ-
òèâîñòåé ìàòåð³àëó. 

 
Äîñë³äæåííþ íàïðóæåíîãî ñòàíó ïðóæíî-ïëàñòè÷íèõ îáîëîíîê ç ð³ç-

íèì òèïîì òð³ùèí (íàñêð³çíèõ ³ íåíàñêð³çíèõ) ïðèñâÿ÷åíî çíà÷íó ê³ëüê³ñòü 
ðîá³ò. Îñíîâí³ ðåçóëüòàòè îäåðæàíî çà äîïîìîãîþ cδ -ìîäåë³, ÿêà áóëà çà-
ñòîñîâàíà ïðè äîñë³äæåíí³ ³çîòðîïíèõ ³ îðòîòðîïíèõ öèë³íäðè÷íèõ, ñôå-
ðè÷íèõ îáîëîíîê [7–11] ç íàñêð³çíîþ, ïîâåðõíåâîþ ³ âíóòð³øíüîþ òð³ùèíà-
ìè, à òàêîæ ³çîòðîïíèõ îáîëîíîê äîâ³ëüíî¿ êðèâèíè [3–5]. Ó ðîáîò³ [2] âïåð-
øå áóëî äîñë³äæåíî îðòîòðîïíó îáîëîíêó äîâ³ëüíî¿ êðèâèíè ç íàñêð³çíîþ 
òð³ùèíîþ. 

Ìåòîþ ö³º¿ ðîáîòè º óçàãàëüíåííÿ ðîçðîáëåíî¿ ðàí³øå ìåòîäèêè äî-
ñë³äæåííÿ ïðóæíî-ïëàñòè÷íèõ ³çîòðîïíèõ îáîëîíîê äîâ³ëüíî¿ êðèâèíè [3–5] 
íà âèïàäîê ïðóæíî-ïëàñòè÷íèõ îðòîòðîïíèõ îáîëîíîê. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿäàºòüñÿ 
ïðóæíà-ïëàñòè÷íà îðòîòðîïíà îáî-
ëîíêà äîâ³ëüíî¿ êðèâèíè ñòàëî¿ òîâùè-
íè h . Ñèñòåìà êîîðäèíàò âèáðàíà òàê, 
ùî îñ³ ,x y  îð³ºíòîâàí³ âçäîâæ ë³í³é 
ãîëîâíèõ êðèâèí îáîëîíêè, à â³ñü z  
ñïðÿìîâàíà ïî íîðìàë³ äî íå¿. 

Îáîëîíêà ïîñëàáëåíà ïîâåðõíåâîþ 
òð³ùèíîþ äîâæèíè 2  (ðèñ. 1), îð³ºíòîâàíîþ óçäîâæ îäí³º¿ ç îñåé êîîðäè-
íàò. Ãëèáèíà òð³ùèíè ñòàëà ³ äîð³âíþº 1D h d= − . Îáîëîíêà çíàõîäèòüñÿ 

ï³ä ä³ºþ ðîçòÿãóâàëüíîãî çóñèëëÿ 2T∗  ³ çãèíàëüíîãî ìîìåíòó 2M∗ . 
Íà áåðåãàõ òð³ùèíè âèêîíóþòüñÿ ãðàíè÷í³ óìîâè 
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äå çóñèëëÿ 1T dτ= σ  ³ ìîìåíò 1 1( ) 2M d h dτ= − σ − /  ä³þòü ó ïðîøàðêó ìà-

òåð³àëó ï³ä ôðîíòîì ïîâåðõíåâî¿ òð³ùèíè, à íåâ³äîì³ çóñèëëÿ T  ³ çãè-
íàëüíèé ìîìåíò M  çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëüíåíó óìîâó ïëàñòè÷íîñò³ Òðåñêà 
äëÿ êîìïîçèòíèõ ìàòåð³àë³â [6]: 

 2 2 2 2 2 2
2 3 3 1 1 2( ) ( ) ( ) 0τ τ τσ − σ − σ σ − σ − σ σ − σ − σ =( )( )( ) , (2) 

äå iσ , 1, ,3i =  , – ãîëîâí³ çíà÷åííÿ òåíçîðà íàïðóæåíü, τσ  – ãðàíèöÿ òå-

êó÷îñò³ ìàòåð³àëó. 
Àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ ïðóæíî-ïëàñòè÷íî¿ ïëàñòèíè ³ç ïîâåðõ-

íåâîþ òð³ùèíîþ. Çã³äíî ç cδ -ìîäåëëþ ïîâåðõíåâó òð³ùèíó äîâæèíè 2  

çàì³íÿºìî íîâîþ ô³êòèâíîþ íàñêð³çíîþ òð³ùèíîþ çàâäîâæêè 12 , äå 

1 p= +   , p  – äîâæèíà ïëàñòè÷íî¿ çîíè òð³ùèíè.  
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Рис. 1 
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Äàë³ ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó, ùî îïèñóº íàïðóæåíèé ñòàí ïðóæíî¿ îðòî-
òðîïíî¿ ïëàñòèíè ç òð³ùèíîþ: 
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ds x i
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äå 1 2( ) ( )x T xΦ = , 2
3 2 2( ) ( )x c R M xΦ = , 
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dd v DEh R c
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, (4) 

1 2E E E= , 2
1 2E Eχ = / , 1 2 2 1E Eν = ν , 1 2ν = ν ν , 3 212(1 )D Eh= − ν/ , µ =  

121 2(1 )G E= − + ν / , 2 2a = − µ + µν , 4 2 2 2
212(1 )c R h= − ν / , 1 2,E E  – ìîäóë³ Þí-

ãà; 1 2,ν ν  – êîåô³ö³ºíòè Ïóàññîíà; 12G  – ìîäóëü çñóâó äëÿ ïëîùèí, ïàðà-

ëåëüíèõ ñåðåäèíí³é ïîâåðõí³ îáîëîíêè; 1 2,R R  – ðàä³óñè ãîëîâíèõ êðèâèí 
ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³. 

²ç ãðàíè÷íèõ óìîâ (1) âèïëèâàº, ùî ïðàâ³ ÷àñòèíè ñèñòåìè (3) ìàþòü 
ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó. Òîìó ïîäàìî íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ ó âèãëÿä³ 

 1 1 3 3,           g th g mhψ = + ψ = + ,  (5) 

äå t T T= −  , 2
2 ( )m c R M M= −  , à ôóíêö³ÿ h  – àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê ð³â-

íÿííÿ 
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. Ñòàëó a  âèçíà÷àºìî ç 

óìîâè ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (6) [1]: 

 2 arc cos ( )a ∗= τ
π

. (7) 

Âðàõîâóþ÷è (1) ³ âèðàçè (4), (5) äëÿ íåâ³äîìèõ ôóíêö³é, ³ç ñèñòåìè (3) 
îäåðæèìî ñèñòåìó ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (Ñ²Ð), ùî îïèñóº íà-
ïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ïëàñòèíè ³ç ïîâåðõíåâîþ òð³ùèíîþ: 
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−∫   . (8) 

Ï³ñëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè Ñ²Ð (8) îòðèìóºìî çàëåæí³ñòü T  ³ M  â³ä a . 
Ï³äñòàâèâøè ö³ çàëåæíîñò³ â óìîâó ïëàñòè÷íîñò³ Òðåñêà (2), çíàéäåìî çíà-
÷åííÿ a . 

Îäíàê, âðàõîâóþ÷è, ùî ïðè ä³¿ çàäàíîãî íàâàíòàæåííÿ âèíèêàº ò³ëüêè 

íàïðóæåííÿ 2 2
3

12
yy

T M
h h

∗ ∗

σ = + γ , à 0xx xyσ = τ = , òî óìîâà ïëàñòè÷íîñò³ 

Òðåñêà (2) íàáóâàº òàêîãî âèãëÿäó: 
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 (9) 

àáî â ³íøîìó ¿¿ âàð³àíò³ – ó âèãëÿä³ ïëàñòè÷íîãî øàðí³ðó [7] 
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Ç óìîâè ïëàñòè÷íîñò³ (9) äëÿ ñòàëî¿ a  îòðèìàºìî âèðàç 

 2 3

1 3

t m
a

t m

∗
τσ σ − +

=
− +

 

 

/
,  

äå 2
2

T
h

∗
∗σ = , Tt

h τ
=

σ


 , 

2
2Mm
h τ

=
σ


 . Ç óìîâè ïëàñòè÷íîñò³ (10) ôîðìóëà äëÿ 

âèçíà÷åííÿ a  áóäå òàêîþ: 
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Ïðè öüîìó ïîâèííà âèêîíóâàòèñÿ äîäàòêîâà óìîâà 2t ∗
τ< σ σ / . 

Çíà÷åííÿ cos ( 2)a∗τ = π /  º ðîçì³ðîì ïëàñòè÷íî¿ çîíè äëÿ ïëàñòèíè ç 

ïîâåðõíåâîþ òð³ùèíîþ. Ïðè öüîìó, ÿêùî òð³ùèíà íàñêð³çíà ( 0T M= =  ), 
îäåðæóºìî çíà÷åííÿ ðîçì³ðó ïëàñòè÷íî¿ çîíè äëÿ íàñêð³çíî¿ òð³ùèíè â 
ïëàñòèí³, ÿêå íàâåäåíî â ðîáîòàõ [3, 9]. 

Àíàë³òè÷íå çíà÷åííÿ âåëè÷èíè ðîçì³ðó ïëàñòè÷íî¿ çîíè ïîâåðõíåâî¿ 

òð³ùèíè â ïëàñòèí³ ∗τ  º íóëüîâèì íàáëèæåííÿì äëÿ îáîëîíêè ç ïîâåðõíå-
âîþ òð³ùèíîþ. 

Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³. Âèêîðèñòàºìî ñèñòåìó Ñ²Ð äëÿ îðòîòðîïíî¿ îáîëîíêè 
äîâ³ëüíî¿ êðèâèíè ç íàñêð³çíîþ òð³ùèíîþ [2]. Ç óðàõóâàííÿì ãðàíè÷íèõ 
óìîâ (1) ³ âèðàç³â (4), (5) äëÿ íåâ³äîìèõ ôóíêö³é ñèñòåìà Ñ²Ð äëÿ ïîñòàâëå-
íî¿ çàäà÷³ ìàº âèãëÿä 
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( ) ( )rm x s h s ds a c R M
−

 + − + π = − π 
 ∫ K  , (11) 

äå ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ ÿäåð ijK  íàâåäåíî â [2].  

Ñèñòåìó Ñ²Ð ðîçâ’ÿçóºìî ìåòîäîì ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð äëÿ ôóíêö³é, 
îáìåæåíèõ íà ê³íöÿõ â³äð³çêà ³íòåãðóâàííÿ.  

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü. ×èñëîâèé àíàë³ç áóëî ïðîâåäåíî äëÿ îðòîòðîï-
íèõ îáîëîíîê äîâ³ëüíî¿ êðèâèíè ç ïîçäîâæíüîþ ïîâåðõíåâîþ òð³ùèíîþ.  

Íà ïðèêëàä³ ³çîòðîïíî¿ ñôåðè÷íî¿ 
îáîëîíêè çðîáëåíî ïîð³âíÿííÿ îá÷èñ-
ëåíîãî â³äíîñíîãî ðîçêðèòòÿ ïîçäîâæ-

íüî¿ ïîâåðõíåâî¿ òð³ùèíè ∗δ  ç îòðè-
ìàíèì ó ðîáîò³ [7].  

Íà ðèñ. 2 íàâåäåíî çàëåæí³ñòü 

( ,  )h d∗ ∗δ τ −  â³ä â³äíîñíîãî íàâàíòà-

æåííÿ 2
∗

τσ σ/ . Øòðèõîâèìè ë³í³ÿìè 

çîáðàæåíî ðåçóëüòàòè, îäåðæàí³ âíà-
ñë³äîê ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè Ñ²Ð (11) ç 
âèêîðèñòàííÿì óìîâè ïëàñòè÷íîñò³ (9). 
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Рис. 2 
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Ñóö³ëüíèìè ë³í³ÿìè çîáðàæåíî ðåçóëüòàòè, îäåðæàí³ â [7, ñ. 196, 197]. Ðîç-
ðàõóíêè âèêîíàíî äëÿ 11 0.7d h d h= − =/ / , 0.3ν = . Êðèâ³ â³äïîâ³äàþòü çíà-

÷åííÿì 1 0.2, 0.5cβ = = . Â³äíîñíå ðîçêðèòòÿ îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ 

 ( , )x∗δ γ =  

 
2 2

2
1 3

1 1 1

4 12(1 )
( ) ( )

1 (1 )(3 2 )

x x
a t dt t dt

h

∗

τ − −

σχ γ − ν = ψ + ψ σ − µ − ν + ν − µ ∫ ∫

 , 

äå 12 ,  2h d hγ ∈ − +/ /[ ] . 
Íà ðèñ. 3–8 çîáðàæåíî ∗τ  òà (0,  2)h∗δ / , ïðè çíàõîäæåíí³ ÿêèõ âèêî-

ðèñòîâóâàëàñÿ óìîâà ïëàñòè÷íîñò³ (10). Îá÷èñëåííÿ âèêîíàíî äëÿ 

2 0.3∗
τσ σ =/ , 2 50R h =/ . 

Íà ðèñ. 3, 4 çîáðàæåíî çàëåæíîñò³ ∗τ  òà ∗δ  â³ä 2R/  äëÿ ïîâåðõíåâî¿ 
òð³ùèíè â ïñåâäîñôåðè÷í³é (ñóö³ëüí³ ë³í³¿) ³ öèë³íäðè÷í³é (ïóíêòèðí³ ë³í³¿) 
îáîëîíêàõ. Êðèâ³ 1 â³äïîâ³äàþòü ìàòåð³àëó ² (³çîòðîïíèé ìàòåð³àë, 0.3ν = ), 

êðèâ³ 2 – ìàòåð³àëó ²² ( 10
1 14.9 10E = ⋅ Ïà, 10

2 0.6 10E = ⋅ Ïà, 10
12 0.4 10G = ⋅ Ïà, 

0.31ν = ), êðèâ³ 3 – ìàòåð³àëó ²²² ( 10
1 6.25 10E = ⋅ Ïà, 10

2 2.12 10E = ⋅ Ïà, 
10

12 0.9 10G = ⋅ Ïà, 0.25ν = ). 
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 Рис. 3 Рис. 4 

Ïðè îá÷èñëåííÿõ êðèâèõ, íàâåäåíèõ íà ðèñ. 3–6, ïðèéìàëè, ùî 

1 0.3d h =/ . 

Çàëåæíîñò³ ∗τ  òà ∗δ  â³ä 2 1R Rλ = /  çîáðàæåíî íà ðèñ. 5 ³ ðèñ. 6 â³äïî-

â³äíî. Êðèâ³ 1–3 â³äïîâ³äàþòü çíà÷åííÿì 2 0.1, 0.2, 0.3R =/ . 

Â îðòîòðîïí³é îáîëîíö³ áóëî äîñë³äæåíî ∗τ  (ðèñ. 7) òà ∗δ  (ðèñ. 8) äëÿ 
ïîâåðõíåâî¿ òð³ùèíè â çàëåæíîñò³ â³ä êðèâèíè îáîëîíêè λ . Êðèâ³ 1–3 
â³äïîâ³äàþòü çíà÷åííÿì 1 0.1, 0.2, 0.3d h =/ , ïðè öüîìó 2 0.2R =/ . 

Íà ðèñ. 5–8 ñóö³ëüí³ êðèâ³ â³äïîâ³äàþòü ìàòåð³àëó ²², à øòðèõîâ³ – ìà-
òåð³àëó ²²².  
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   Рис. 5 Рис. 6 
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Âèñíîâêè: 
– ïðè çá³ëüøåíí³ äîâæèíè òð³ùèíè 2R/  â³äíîñíèé ðîçì³ð ïëàñòè÷íî¿ 

çîíè 1 ∗− τ  ìîíîòîííî çìåíøóºòüñÿ äëÿ îáîëîíîê áóäü-ÿêî¿ êðèâèíè òà ìà-

òåð³àëó. Â³äíîñíå ðîçêðèòòÿ òð³ùèíè ∗δ  ó ñôåðè÷íèõ ³ ïñåâäîñôåðè÷íèõ 
îáîëîíêàõ çìåíøóºòüñÿ, à â öèë³íäðè÷íèõ – çá³ëüøóºòüñÿ ç³ çá³ëüøåííÿì 
äîâæèíè òð³ùèíè; 

– îáèäâ³ õàðàêòåðèñòèêè 1 ∗− τ  ³ ∗δ  äîñÿãàþòü íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ â 
ïñåâäîñôåðè÷íèõ îáîëîíêàõ; 

– ñïîñòåð³ãàºòüñÿ çíà÷íèé âïëèâ îðòîòðîï³¿ ìàòåð³àëó: ç³ çá³ëüøåííÿì 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЧНОСТИ УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКОЙ ОРТОТРОПНОЙ ОБОЛОЧКИ 
ПРОИЗВОЛЬНОЙ КРИВИЗНЫ С ПОВЕРХНОСТНОЙ ТРЕЩИНОЙ 
 
Ñ ïðèìåíåíèåì àíàëîãà cδ -ìîäåëè ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è î íàïðÿæåííî-äåôîð-

ìîâàííîì ñîñòîÿíèè óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîé îðòîòðîïíîé îáîëî÷êè ïðîèçâîëüíîé 
êðèâèçíû ñ ïîâåðõíîñòíîé òðåùèíîé. Ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà 
óïðóãèå ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà íå íàêëàäûâàþòñÿ. Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü äëè-
íû ïëàñòè÷åñêîé çîíû è ðàñêðûòèÿ ïîâåðõíîñòíîé òðåùèíû îò âåëè÷èíû íà-
ãðóæåíèÿ, ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ òðåùèíû è îáîëî÷êè, à òàêæå ìåõàíè÷åñ-
êèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà. 
 
STUDY OF STRENGTH OF ELASTOPLASTIC ORTHOTROPIC SHELL OF ARBITRARY 
CURVATURE WITH SURFACE CRACK 
 
Using the analogue of cδ -model a solution to the problem on the stress-strain state of 

elastoplastic orthotropic shell of arbitrary curvature with surface crack is obtained. In 
this connection the additional constraints on elastic parameters of material are note 
imposed. The dependence of size of plastic zone and surface crack opening on the value 
of load, the shell and crack geometric parameters and material mechanical properties is 
studied. 
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