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РІВНОВАГА НЕСТИСЛИВОГО ПІВПРОСТОРУ, ПОСЛАБЛЕНОГО 
ВНУТРІШНЬОЮ V-ПОДІБНОЮ СИМЕТРИЧНОЮ ТРІЩИНОЮ, ВЕРШИНА 
ЯКОЇ ВИХОДИТЬ НА ПОВЕРХНЮ 
 

Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî ð³âíîâàãó íåñòèñëèâîãî ï³âïðîñòîðó ç âíóòð³øíüîþ 
ñèìåòðè÷íîþ V-ïîä³áíîþ òð³ùèíîþ, âåðøèíà ÿêî¿ âèõîäèòü íà ïîâåðõíþ 
ï³âïðîñòîðó. Íà áàç³ çíàéäåíèõ îäíîð³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â âèçíà÷åíî õàðàêòåð ïî-
âåä³íêè íàïðóæåíü ïðè ï³äõîä³ äî âåðøèíè òð³ùèíè. 

 
1. Âñòóï. Íà ñüîãîäí³øíüîìó åòàï³ ðîçâèòêó íàóêè ³ òåõí³êè íàêîïè÷å-

íî âåëè÷åçíèé äîñâ³ä, ïîâ’ÿçàíèé ³ç âèâ÷åííÿì íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî 
ñòàíó ó ò³ëàõ ð³çíîìàí³òíî¿ ôîðìè. Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè áóëè ïîêëàäåí³ â 
îñíîâó äëÿ ðîçðîáêè ñó÷àñíèõ ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â. Àëå â òîé æå ÷àñ áóëî 
âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ ðîçðîáêè åôåêòèâíèõ ìåòîä³â âàæëèâèì º çíàííÿ ïðî 
õàðàêòåð ðîçïîä³ëó äåôîðìàö³é ³ íàïðóæåíü âñåðåäèí³ ò³ëà. Îñîáëèâî öå 
ñòîñóºòüñÿ ò³ë ³ç òàê çâàíèìè íåðåãóëÿðíèìè òî÷êàìè, îñê³ëüêè â îêîëàõ 
òàêèõ òî÷îê íàïðóæåííÿ, ÿê ïðàâèëî, ìàþòü îñîáëèâîñò³. Ïðèêëàäàìè òà-
êèõ ò³ë ìîæíà íàçâàòè ò³ëà ³ç âíóòð³øí³ìè äåôåêòàìè òèïó òð³ùèí, æîðñò-
êèõ âêëþ÷åíü, ÿêùî êðèâà, ùî âèçíà÷àº êðîìêó äåôåêòó íå º ãëàäêîþ, òîá-
òî ìàº êóòîâó òî÷êó, àáî æ ò³ëà ³ç ïðèïîâåðõíåâèìè äåôåêòàìè, ðåáðà ÿêèõ 
âèõîäÿòü ï³ä ïåâíèìè êóòàìè íà ïîâåðõíþ ò³ëà, òîùî. Àíàë³çóþ÷è â³äîì³ 
ðåçóëüòàòè [1, 12, 16–18], áà÷èìî, ùî ïðè ï³äõîä³ äî ãëàäêî¿ òî÷êè ôðîíòó 
âíóòð³øíüî¿ òð³ùèíè íàïðóæåííÿ ìàþòü êëàñè÷íó êîðåíåâó îñîáëèâ³ñòü. 
ßêùî æ ðîçãëÿäàòè êóòîâó òî÷êó, òî ó âèïàäêó, êîëè ðåáðà òð³ùèíè óòâî-
ðþþòü êóò, ìåíøèé â³ä π , íàïðóæåííÿ â ö³é òî÷ö³ ìàþòü ñòåïåíåâó îñîá-
ëèâ³ñòü, ÿêà ñëàáøà â³ä êëàñè÷íî¿ êîðåíåâî¿, à ó âèïàäêó, êîëè ðåáðà óòâî-
ðþþòü êóò, á³ëüøèé í³æ π , òî â êóòîâ³é òî÷ö³ ôðîíòó òð³ùèíè îñîáëèâ³ñòü 
áóäå ñèëüí³øà â³ä êëàñè÷íî¿ êîðåíåâî¿. Àíàëîã³÷íà ñèòóàö³ÿ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ 
³ ó âèïàäêó, êîëè â ò³ë³ º äâ³ âíóòð³øí³ òð³ùèíè, ÿê³ âçàºìîä³þòü îäíà ç îä-
íîþ [7, 13, 14]. Äåùî ³íøà ñèòóàö³ÿ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ó âèïàäêó ò³ëà ³ç îäí³ºþ 
àáî äâîìà ïðèïîâåðõíåâèìè òð³ùèíàìè [3, 6, 8, 9, 16, 17]. Ó öüîìó âèïàäêó 
ìîæëèâ³ òàê³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ ãåîìåòðè÷íèìè ïàðàìåòðàìè òð³ùèí, ùî 
â òî÷ö³ âèõîäó ¿õ ôðîíò³â íà ïîâåðõíþ ò³ëà íàïðóæåííÿ çàëèøàþòüñÿ îá-
ìåæåíèìè, à ïðè ³íøèõ – ó òàê³é òî÷ö³ ðåàë³çóºòüñÿ ëîãàðèôì³÷íà àáî ñòå-
ïåíåâà îñîáëèâ³ñòü, ÿêà ìîæå áóòè ÿê ñëàáøîþ, òàê ³ ñèëüí³øîþ â³ä êëà-
ñè÷íî¿ êîðåíåâî¿ îñîáëèâîñò³. 
 Ïðîâåäåíèé àíàë³ç ðåçóëüòàò³â âêàçóº, ùî ëîêàëüíà ãåîìåòð³ÿ â îêîë³ 
íåðåãóëÿðíî¿ òî÷êè âíóòð³øíüîãî àáî ïðèïîâåðõíåâîãî äåôåêòó ìîæå ñóò-
òºâî âïëèâàòè íà õàðàêòåð ðîçïîä³ëó íàïðóæåíü â îêîë³ ö³º¿ òî÷êè. Òîìó 
íàâ³òü â³äíîñíî íåâåëèêà çì³íà ãåîìåòð³¿ äåôåêòó ìîæå ïðèçâåñòè ÿêùî íå 
äî ÿê³ñíèõ, òî äî ê³ëüê³ñíèõ çì³í ó õàðàêòåð³ ïîâåä³íêè ïîëÿ íàïðóæåíü ïî-
áëèçó äåôåêòó, ùî ìîæå çíà÷íî âïëèíóòè íà îòðèìàí³ ÷èñåëüí³ ðåçóëüòàòè. 
 Ó ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿäàºòüñÿ çàäà÷à 
ïðî ð³âíîâàãó ïðóæíîãî íåñòèñëèâîãî 
ï³âïðîñòîðó, ïîñëàáëåíîãî âíóòð³ø-
íüîþ V-ïîä³áíîþ òð³ùèíîþ, ÿêà ëå-
æèòü ó ïëîùèí³, ïåðïåíäèêóëÿðí³é äî 
ïîâåðõí³ ï³âïðîñòîðó, à ¿¿ âåðøèíà âè-
õîäèòü íà ïîâåðõíþ ï³âïðîñòîðó 
(ðèñ. 1). Îñíîâíîþ ìåòîþ ðîáîòè º âè-
çíà÷åííÿ õàðàêòåðó ïîâåä³íêè íàïðó-
æåíü ïðè ï³äõîä³ äî âåðøèíè òð³ùèíè. 
Çàïðîïîíîâàíó ðîáîòó ìîæíà ðîçãëÿ-
äàòè ÿê ïðîäîâæåííÿ ðîá³ò [6, 8, 9]. 
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 2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Íåõàé ïðóæíèé ï³âïðîñò³ð çàéìàº îáëàñòü 0x > , 
à òð³ùèíà ðîçòàøîâàíà ó ïëîùèí³ 0y =  ³ çàéìàº òàì äâîâèì³ðíó îáëàñòü 

Σ . Çàóâàæèìî, ùî â³ñü Ox  áóäå á³ñåêòðèñîþ êóòà, óòâîðåíîãî ðåáðàìè òð³-
ùèíè. Ïîçíà÷èìî öåé êóò ÷åðåç 02θ , äå 00 2< θ < π/  (äèâ. ðèñ. 1). Áóäåìî 

ââàæàòè, ùî ïîâåðõíÿ ï³âïðîñòîðó òà ñò³íêè òð³ùèíè â³ëüí³ â³ä íàïðóæåíü, 
à íà ñàì ï³âïðîñò³ð ä³þòü çîâí³øí³ ñèìåòðè÷í³ ðîçòÿãóâàëüí³ íàâàíòàæåííÿ, 
íàïðÿìëåí³ âçäîâæ îñ³ Oy . Î÷åâèäíî, ùî â òàêîìó âèïàäêó çàäà÷à áóäå ñè-
ìåòðè÷íîþ çà êîîðäèíàòîþ y , ³ ¿¿ ðîçâ’ÿçîê äîñèòü øóêàòè ó ÷âåðò³ ïðî-

ñòîðó 0, 0x yΩ = > >{ }  ïðè óìîâ³ ñèìåòðè÷íîñò³ ïîëÿ íàïðóæåíü çà êîîð-
äèíàòîþ y . Äëÿ äîñÿãíåííÿ ïîñòàâëåíî¿ ìåòè áóäåìî øóêàòè ò³ëüêè îäíî-
ð³äí³ ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³, ÿê³ º íåòðèâ³àëüíèìè ðîçâ’ÿçêàìè îäíîð³äíî¿ ñèñòå-
ìè ð³âíÿíü Ëÿìå òà çàäîâîëüíÿþòü òàê³ îäíîð³äí³ êðàéîâ³ óìîâè: 

– óìîâè íà â³ëüí³é ïîâåðõí³ ï³âïðîñòîðó 

 
0 00

0x xy xzx xx= ==
σ = τ = τ = ; (1) 

– óìîâè íà ñò³íö³ òð³ùèí³ 

 
0 0 0

0,      0,      ( , )y yx yzy y y
x z

= = =
σ = τ = τ = ∈ Σ ; (2) 

– óìîâè ñèìåòðè÷íîñò³ íàïðóæåíü çà êîîðäèíàòîþ y  

 
0 0 0

0,      0,      ( , )y yx yzy y y
u x z

= = =
= τ = τ = ∉ Σ . (3) 

Ïðè öüîìó óìîâè ðåãóëÿðíîñò³ íà íåñê³í÷åííîñò³ íå ñòàâèìî. 
 Ïîäàìî âåêòîð ïðóæíèõ çì³ùåíü ó ôîðì³ Ïàïêîâè÷à – Íåéáåðà [15] 

 1 2 1 22 4(1 ) gradG x y= − ν Φ + Φ − Φ + Φ + Φu i j( ) ( ) , (4) 

äå ν , G  – êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà òà ìîäóëü çñóâó ïðóæíîãî ìàòåð³àëó; i , j  

– îðòè îñåé Ox , Oy  äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò; 1 2(1 2 )( )∗ ∗Φ = − ν Φ + Φ , 

1,2
∗Φ , 1

1 x

∗∂Φ
Φ =

∂
, 2

2 y

∗∂Φ
Φ =

∂
 – íåâ³äîì³ ãàðìîí³÷í³ â îáëàñò³ Ω  ôóíêö³¿. 

 Ç óìîâè â³äñóòíîñò³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ïðè 0x =  òà ïðè 0y =  äëÿ 

íåâ³äîìèõ ãàðìîí³÷íèõ ôóíêö³¿ 1,2Φ  îòðèìàºìî 

 2 1

0 0

0,            0
x y

x y= =

∂Φ ∂Φ
= =

∂ ∂
, (5) 

ïðè öüîìó äëÿ íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü ³ çì³ùåíü ïðè 0x =  òà ïðè 0y =  
ìîæíà çàïèñàòè 

 
2

2 2
10 2

0 0

(1 2 )x x
x x

x z

∗

=
= =

∂Φ ∂ Φ∂  σ = Φ + + − ν ∂ ∂ϕ  ∂
, 

 
2

1 1
2 20

0 0

(1 2 )y y
y y

y z

∗

=
= =

∂Φ ∂ Φ∂  σ = Φ − + − ν ∂ ∂ϕ  ∂
, 

 2 00
2 2(1 )y yy
Gu ==

= − ν Φ , (6) 

äå ϕ  – ê³ëüöåâà êîîðäèíàòà, íàïðèêëàä, ñôåðè÷íî¿ àáî öèë³íäðè÷íî¿ ñèñ-
òåì êîîðäèíàò [4]. 
 Âðàõîâóþ÷è ãåîìåòð³þ çàäà÷³, äëÿ ¿¿ ðîçâ’ÿçàííÿ ââåäåìî ñôåðè÷í³ êî-
îðäèíàòè , ,ρ θ ϕ  [4], â ÿêèõ 

 0,  0 ,  0 2Ω = ρ > < θ < π < ϕ < π/{ } , 

 0 00,  ,  0Σ = ρ > α < θ < π − α ϕ ={ } , 

äå 0 02
πα = − θ , 00

2
π< α < . 
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 Ó âèïàäêó íåñòèñëèâîãî ìàòåð³àëó ( 1 2ν = / ) ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ çâî-

äèòüñÿ äî â³äøóêàííÿ ëèøå íåâ³äîìèõ ãàðìîí³÷íèõ ôóíêö³¿ 1,2Φ , ÿê³ ç óðà-

õóâàííÿì óìîâ (1)–(3), (5), ñï³ââ³äíîøåíü (6) ³ ïðàâèë îá÷èñëåííÿ ïîõ³äíèõ 
ó ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ çàäîâîëüíÿòèìóòü òàê³ çì³øàí³ êðàéîâ³ óìîâè: 

 1 2

0 2

0,           0
ϕ= ϕ=π

∂Φ ∂Φ
= =

∂ϕ ∂ϕ /
, (7) 

 
2

1 2
2 2

2

1 0
sinx ϕ=π

ϕ=π

∂Φ ∂ Φ σ = − + = ρ θ ∂ϕ ∂ϕ/
/

, (8) 

 
0

2
2 1

0 020

1 0,            
siny

ϕ=
ϕ=

∂Φ ∂ Φ σ = − = α < θ < π − α ρ θ ∂ϕ ∂ϕ
, (9) 

 2 00
2 0yGu ϕ=ϕ=

= Φ = , 00 ≤ θ ≤ α  àáî 0π − α ≤ θ ≤ π . (10) 

 3. Ïîáóäîâà ãàðìîí³÷íèõ ôóíêö³é. Àíàë³çóþ÷è óìîâè (7)–(10), áà÷èìî, 
ùî îòðèìàíà çàäà÷à º ñèìåòðè÷íîþ çà ñôåðè÷íîþ êîîðäèíàòîþ θ  â³äíîñíî 

2θ = π/ . Òîìó ôàêòè÷íî âèõ³äíà çàäà÷à ðîçïàäàºòüñÿ íà â³äøóêàííÿ ïàð-

íèõ ³ íåïàðíèõ çà θ  îäíîð³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â. Îáìåæèìîñü â³äøóêàííÿì ïàð-
íèõ, îñê³ëüêè ñàìå âîíè âèçíà÷àþòü õàðàêòåð îñîáëèâîñò³ íàïðóæåíü ó 
âåðøèí³ òð³ùèíè. Â ðåçóëüòàò³ øóêàòèìåìî íåâ³äîì³ ãàðìîí³÷í³ ôóíêö³¿ 

1,2Φ , ÿê³ çàäîâîëüíÿòèìóòü óìîâó ïàðíîñò³ çà êîîðäèíàòîþ θ : 

 1,2 1,2( , , ) ( , , )Φ ρ θ ϕ = Φ ρ π − θ ϕ . (11) 

 Ïîäàìî ôóíêö³¿ 1,2Φ  ó âèãëÿä³ ³íòåãðàë³â òèïó Ìåëåðà – Ôîêà çà 

ôóíêö³ÿìè Ëåæàíäðà [5], çàïèñàíèìè ó êîìïëåêñí³é ôîðì³: 

 1 2 (1)
1 1 2

1 ( ) cos ( ) ( ) (cos )
2

i
s

s s s
i

a G P d
i

∞
− −µ

−
− ∞

Φ = ρ µ µ µϕ µ θ µ
π ∫/

/ , 

 1 2 (2)
2 1 2

1 ( ) cos ( ) (cos )
2 2

i
s

s s s
i

a G P d
i

∞
− −µ

−
− ∞

π  Φ = ρ µ µ µ ϕ − µ θ µ  π   ∫/
/ , (12) 

äå (1,2) ( )sa µ  – íåâ³äîì³ ôóíêö³¿; s  – íåâ³äîìèé ïàðàìåòð, ÿêèé ïîêè ùî ââà-

æàºìî ÷èñòî óÿâíèì ÷èñëîì; 1 2 (cos )sP−µ
− θ/  – ôóíêö³ÿ Ëåæàíäðà [2]; ( )sG µ =  

1 1
2 2

s s   = Γ − + µ Γ + + µ   
   

, ( )Γ ξ  – ãàììà-ôóíêö³ÿ Åéëåðà [2, 4]. 

 Ïðè òàêîìó âèáîð³ íåâ³äîìèõ ãàðìîí³÷íèõ ôóíêö³é 1,2Φ  óìîâè (7) âæå 

âèêîíàí³. Ï³äñòàâèìî ïîäàííÿ (12) ó êðàéîâó óìîâó (8). Ï³ñëÿ çàñòîñóâàííÿ 
ôîðìóë ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ òèïó Ìåëåðà – Ôîêà [5] îòðèìàºìî 

 
(1)

(2) ( )
( ) sin

2
s

s

a
a

µ πµµ = −
µ

. (13) 

 Ï³äñòàâèâøè ðîçâèíåííÿ (12) ó çì³øàí³ êðàéîâ³ óìîâè (9), (10) òà ïðî-
äîâæèâøè îòðèìàí³ ð³âíîñò³ íà âåñü ïðîì³æîê 0 < θ < π  íåâ³äîìèìè ôóíê-
ö³ÿìè, ç óðàõóâàííÿì (13) òà óìîâè ïàðíîñò³ (11) ïðèéäåìî äî ñï³ââ³äíî-
øåíü: 

 2 2 (1)
1 2

1 sin ( ) ( ) (cos )
2 2

i

s s s
i

a G P d
i

∞
−µ
−

− ∞

πµ µ µ − µ µ θ µ =  π ∫ /  

 
0

0 0

0

     0 ,( ) sin ,
0,    ,

( ) sin , ,

 
 

s

s

< θ < ασ θ θ
= α < θ < π − α
 σ π − θ θ π − α < θ < π

 (14) 
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 (1)
1 2

1 ( ) sin ( ) ( ) (cos )
2

i

s s s
i

a G P d
i

∞
−µ
−

− ∞

µ πµ µ θ µ =
π ∫ /  

 
0

0 0

0

0,       0 ,
( ),   ,

0, ,
  su

≤ θ ≤ α
= θ α ≤ θ ≤ π − α
 π − α ≤ θ ≤ π

 (15) 

äå ( )sσ θ  – íåâ³äîìà ôóíêö³ÿ, ÿêà â³äïîâ³äàº çà ðîçïîä³ë íîðìàëüíèõ íàïðó-

æåíü ó ïëîùèí³ ðîçòàøóâàííÿ òð³ùèíè, à ( )su θ  – íåâ³äîìà ôóíêö³ÿ, ÿêà 

â³äïîâ³äàº çà íîðìàëüí³ çì³ùåííÿ ñò³íîê òð³ùèíè, ïðè öüîìó ( )sσ θ  òà ( )su θ  
ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè òàê³ óìîâè: 

 1 2
0 0 0(0 ),      ( ) ~ const sin ( ),    0s sC −σ ∈ ≤ θ < α σ θ ⋅ α − θ θ → α −/ , (16) 

 0 0( ),          ( ) ( )s s su C u u∈ α ≤ θ ≤ π − α θ = π − θ , 

 1 2
0 0( ) ~ const sin ( ),          0su θ ⋅ θ − α θ → α +/ . (17) 

 ßêùî çàñòîñóâàòè äî ð³âíîñòåé (14), (15) ôîðìóëè ³íòåãðàëüíîãî ïåðå-
òâîðåííÿ òèïó Ìåëåðà – Ôîêà [5], òî, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè äëÿ ôóíê-
ö³é Ëåæàíäðà â³ä’ºìíîãî àðãóìåíòó, à òàêîæ òðèãîíîìåòðè÷í³ ðîçâèíåííÿ 
äëÿ öèõ ôóíêö³é [2], ä³ñòàíåìî òàê³ ñï³ââ³äíîøåííÿ: 

 2 2 (1)sin ( )
2 sa

πµ µ − µ =  
 

 
( ) ( )

0
0

( ) ( )cos ( )
1

sin ( ) (1 ) sin ( ) ( ) (1 )
s s

s

dY Ys
d

G

−µ+ +
µ µ − µπ π = − +  πµ Γ + µ πµ µ Γ − µ

, 

 
( )

(1)
0

( )sin ( )
( )

(1 )
s

s

X
a d

+
−µ µπµ

µ =
µ Γ + µ

, (18) 

äå 0
0 tg

2
d

α =  
 

, ïðè÷îìó 00 1d< < , îñê³ëüêè 00
2
π< α < , 

 
0

( ) 2

00

tg
2 1 1( ) ( ) ; ;1 ; sin

2 2 2
tg

2

s s

t
tY t F s s dt

µ

α
+

       µ = σ − + + µ   α      
  

∫ , 

 
0

0

( ) 2

0

tg
( ) 2 1 1( ) ; ;1 ; sin

sin 2 2 2
ctg

2

s
s

t
u t tX F s s dt

t

µ

π−α
+

α

       µ = − + + µ   α      
  

∫ , 

– íåâ³äîì³ ôóíêö³¿, ÿê³ ³ç óðàõóâàííÿì îáìåæåíü (16), (17), íàêëàäåíèõ íà 

sσ  ³ su , âëàñòèâîñòåé ã³ïåðãåîìåòðè÷íî¿ ôóíêö³¿ ( ; ; ; )F a b c ξ  [2] òà ëåìè Âàò-

ñîíà [11] áóäóòü àíàë³òè÷íèìè ïðè 1Re
2

µ > −  ³ ïðè µ → ∞  ïîâîäÿòü ñåáå, 

ÿê 1 2C −⋅ µ /  òà 3 2C −⋅ µ /  ( constC = ) â³äïîâ³äíî. Çàóâàæèìî, ùî ð³âíîñò³ (18) 
ìàþòü âèêîíóâàòèñü ïðè ÷èñòî óÿâíèõ çíà÷åííÿõ µ . 

 Âèëó÷àºìî â ð³âíîñòÿõ (18) ç ðîçãëÿäó íåâ³äîìó ôóíêö³þ (1) ( )sa µ . Â ðå-
çóëüòàò³ îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ òèïó Â³íåðà – Ãîïôà [10]  
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( ) ( )

2
0

2 2

( ) ( )cos ( ) sin ( )
(1 ) (1 )

sin
2

s sX Ys
d

+ +
µµ µπ − πµ

− µ + =
Γ + µ Γ + µπµ  − µ 

 

 

 
( )

2 2

( )1
( ) (1 )

sin
2

s

s

Y
G

+ −µπ=
µ Γ − µπµ  − µ 

 

, (19) 

ÿêå ç óðàõóâàííÿì àíàë³òè÷íèõ âëàñòèâîñòåé íåâ³äîìèõ ôóíêö³é ( ) ( )sX + µ , 
( ) ( )sY + µ  òà êîåô³ö³ºíò³â ð³âíÿííÿ ìîæíà àíàë³òè÷íî ïðîäîâæèòè íà ñìóãó 

1Re
2

µ < . 

 Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ð³âíÿííÿ (19) çàñòîñóºìî òîé ñàìèé ï³äõ³ä, ùî çàñòî-
ñîâóâàâñÿ ó ðîáîòàõ [6, 8, 9]. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ áàçóºòüñÿ íà ôàêòîðèçàö³¿ 

ôóíêö³¿ 2 2( ) sin
2

g
πµ µ = − µ 

 
, ÿêå ìîæíà çä³éñíèòè øëÿõîì ¿¿ ðîçâèíåííÿ ó 

íåñê³í÷åííèé äîáóòîê çà íóëÿìè [10]. Ôóíêö³ÿ ( )g µ  ìàº â êîìïëåêñí³é ïëî-

ùèí³ òðè ä³éñíèõ íóë³: íóëü äðóãîãî ïîðÿäêó â òî÷ö³ 0µ = , äâà ïðîñòèõ 

íóë³ â òî÷êàõ 1µ = ± , à òàêîæ çë³÷åííó ê³ëüê³ñòü ïðîñòèõ êîìïëåêñíèõ 

íóë³â ó òî÷êàõ jµ = ± β , jµ = ± β , 1,2,j =  , ÿê³ ìîæíà çíàéòè ëèøå çà 

äîïîìîãîþ ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â. Ïðè öüîìó Re 1jβ > , Im 0jβ > , ~ 2 1j jβ + +  

2 ln 2(2 1)i j+ +
π

( ) , j → ∞ . Â ðåçóëüòàò³ ìîæåìî çàïèñàòè 

 2 2sin
2

πµ
− µ =  

 
( ) ( )2

2
1 1

2 2( ) ( )
1

4 4 (1 ) (1 ) 3 3
2 2 2 2

L L+ +
µ µ   Γ + Γ −   µ −µπ π     = − µ  Γ + µ Γ − µ µ µ     Γ + Γ −   

   

, (20) 

äå 

 ( )
2

1

1 1

( )

1
(2 1)

j j

j

L

j

∞
+

=

µ µ   + +   β   β
µ =

µ + + 

∏ . 

 Ç óðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòåé âåëè÷èí jβ  òà àñèìïòîòè÷íèõ âëàñòèâîñ-

òåé íåñê³í÷åííèõ äîáóòê³â [10] ìîæíà âñòàíîâèòè, ùî ( ) ( )L + µ  áóäå àíàë³òè÷-

íîþ ôóíêö³ºþ ïðè Re 1µ > − , à ïðè µ → ∞  ïîâîäèòü ñåáå, ÿê êîíñòàíòà. 
 Âèêîðèñòîâóþ÷è ôàêòîðèçàö³þ (20), ïåðåïèøåìî ð³âíÿííÿ (19): 

 
( )

( ) 2 ( )( )
( ) ( )s s

K
Y X

+
+ +−µ

− µ = − µ µ +
µ

   

 2 ( )
0

2 2

cos ( ) sin ( ) 1( ),          Re
2

sin
2

s
s

d Yµ +π − πµ
+ µ µ µ <

πµ  − µ 
 

 . (21) 

Òóò äëÿ çðó÷íîñò³ ââåäåíî íîâ³ íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ 

 
( ) ( )

( )
( ) ( )2

1
( )( ) ( )2

( )
3( ) ( )(1 )
2 2

ss s

s s

GX X
L

Y Y

+ +
+

+ +

µ Γ +    µµ µ = µ   µ µ µΓ + µ   Γ + 
 


 , (22) 
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ÿê³ ç óðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòåé ôóíêö³¿ ( ) ( )L + µ , ãàììà-ôóíêö³¿ [2, 4] ³ íåâ³-

äîìèõ ôóíêö³é ( ) ( )sX + µ , ( ) ( )sY + µ  áóäóòü àíàë³òè÷íèìè ïðè 1Re
2

µ > − , à ïðè 

µ → ∞  áóäóòü ïîâîäèòè ñåáå, ÿê 3C −⋅ µ  òà 2C −⋅ µ  ( constC = ) â³äïîâ³äíî, à 
òàêîæ êîåô³ö³ºíò 

 

2
2

( )
2 ( ) 2

2

3
2 2 (1 )6 1( )

( )4 ( ) 1
2

s
s

K
GL

+
+

µ Γ +  Γ + µ1  µ =
µµ π − µ Γ + 

 
( )

, 

ÿêèé áóäå àíàë³òè÷íèì ïðè 1Re
2

µ > − , à íà íåñê³í÷åííîñò³ ïîâîäèòü ñåáå, 

ÿê 2C ⋅ µ . 
 Ïðîàíàë³çóºìî îòðèìàíó ð³âí³ñòü (21). Ç óðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòåé íå-

â³äîìî¿ ôóíêö³¿ ( ) ( )sY + µ , ôóíêö³¿ ( ) ( )K + µ  òà ãàììà-ôóíêö³¿ [2, 4] ë³âà ÷àñòè-

íà ö³º¿ ð³âíîñò³ º àíàë³òè÷íîþ ôóíêö³ºþ ó ï³âïëîùèí³ 1Re
2

µ < , çà âèíÿò-

êîì ïðîñòîãî ïîëþñà â òî÷ö³ 0µ = . Ïðàâà ÷àñòèíà (21), ÿêùî âðàõóâàòè 

âëàñòèâîñò³ îáîõ íåâ³äîìèõ ôóíêö³é ( ) ( )sX + µ  òà ( ) ( )sY + µ , áóäå àíàë³òè÷íîþ 

ïðè 1Re
2

µ > − , çà âèíÿòêîì ïðîñòèõ ïîëþñ³â ó òî÷êàõ 0µ = , 1µ = , jµ = β , 

jµ = β  (íóë³ çíàìåííèêà äðóãîãî äîäàíêà). Ïîçáàâèâøèñü â³ä îñîáëèâîñòåé ó 

ïðàâ³é ÷àñòèí³ (21) ó òî÷êàõ 1µ = , jµ = β , jµ = β , 1,2,j =  , ð³âíÿííÿ (21) 

ïåðåïèøåìî ó òàêîìó âèãëÿä³: 

 
2( )

( ) 0

1

cos ( ) sin ( )( )
( )

sin ( ) 2
2

k
ks

s k
kk k k

dsK
Y y

λ+ ∞
+

=

π − πλ−µ
− µ − =

µ π µ − λπλ − λ
∑  

 2 ( ) 2 ( )
0

2 2

cos ( ) sin ( )
( ) ( )

sin
2

s s
s

X d Y+ µ +π − πµ
= − µ µ + µ µ −

πµ  − µ 
 

   

 
2
0

1

cos ( ) sin ( ) 1,         Re
2sin ( ) 2

2

k
k

k
kk k k

ds
y

λ∞

=

π − πλ
− µ <

π µ − λπλ − λ
∑ , (23) 

äå äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñ³â âèêîðèñòàíî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: 1 1λ = , 2 1λ = β , 

3 1,λ = β  , 2j jλ = β , 2 1j j+λ = β , 1,2,j =  , à òàêîæ ââåäåíî íåâ³äîì³ âåëè-

÷èíè ( )( ) ( )k k k s ky y s Y += = λ λ , 1,2,k =  . Çàóâàæèìî, ùî âðàõîâóþ÷è ïîâå-

ä³íêó íåâ³äîìî¿ ôóíêö³¿ ( ) ( )sY + µ  íà íåñê³í÷åííîñò³, äëÿ ââåäåíèõ íåâ³äîìèõ 
âåëè÷èí ìîæíà çàïèñàòè àñèìïòîòè÷íó ð³âí³ñòü  

 1( )
( ) ~ O( ),           k k

k

C s
y y s k k−= = → ∞

λ
. 

 Çàçíà÷èìî, ùî ðÿäè, ÿê³ âõîäÿòü ó ïðàâó òà ë³âó ÷àñòèíè îòðèìàíî¿ 
ð³âíîñò³ (23), áóäóòü àáñîëþòíî çá³æíèìè, öå âèïëèâàº ç ïîâåä³íêè âåëè÷èí 

kλ  ³ ky  ïðè k → ∞  òà òîãî, ùî 00 1d< < . 

 Äîäàòêîâ³ äîäàíêè ð³âíîñò³ (23) ï³ä³áðàí³ òàê, ùî ë³âà ¿¿ ÷àñòèíà àíàë³-

òè÷íà ó ï³âïëîùèí³ 1Re
2

µ < , çà âèíÿòêîì ïðîñòîãî ïîëþñà â òî÷ö³ 0µ = , à 
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ïðàâà – ó ï³âïëîùèí³ 1Re
2

µ > −  ç ïðîñòèì ïîëþñîì ó ò³é ñàì³é òî÷ö³. Ïðè 

öüîìó, âðàõîâóþ÷è ïîâåä³íêó îêðåìèõ ñêëàäîâèõ ð³âíîñò³ (23) ïðè µ → ∞ , 
ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî ë³âà é ïðàâà ÷àñòèíè ð³âíîñò³ ïîâîäÿòü ñåáå, ÿê 

1C −⋅ µ  ïðè µ → ∞  â îáëàñòÿõ ¿õ àíàë³òè÷íîñò³. Òîä³, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèí-
öèï àíàë³òè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ òà óçàãàëüíåíó òåîðåìó Ë³óâ³ëëÿ [10], îòðè-

ìàºìî äâ³ ð³âíîñò³, ùî âèçíà÷àþòü íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ ( ) ( )sX + µ  òà ( ) ( )sY + µ : 

 
2( )

( ) 0 0

1

cos ( ) sin ( )( )
( )

sin ( ) 2
2

k
ks

s k
kk k k

d ysK
Y y

λ+ ∞
+

=

π − πλµ
µ − =

µ π µ + λ µπλ − λ
∑ , (24) 

 2 ( ) 2 ( )
0

2 2

cos ( ) sin ( )
( ) ( )

sin
2

s s
s

X d Y+ µ +π − πµ
− µ µ + µ µ −

πµ  − µ 
 

   

 
2
0 0

1

cos ( ) sin ( )

sin ( ) 2
2

k
k

k
kk k k

d ys
y

λ∞

=

π − πλ
− =

π µ − λ µπλ − λ
∑ , (25) 

äå 0 0 ( )y y s=  – äåÿêà íåâ³äîìà âåëè÷èíà, ÿêà ïîÿâëÿºòüñÿ âíàñë³äîê çàñòî-

ñóâàííÿ óçàãàëüíåíî¿ òåîðåìè Ë³óâ³ëëÿ. Îòðèìàí³ ð³âíîñò³ (24) ³ (25) ñïðàâ-

äæóþòüñÿ ó ï³âïëîùèí³ 1Re
2

µ > − . 

 Äëÿ ïîâíîãî âèçíà÷åííÿ ôóíêö³é ( ) ( )sX + µ  òà ( ) ( )sY + µ  ç ð³âíîñòåé (24), 

(25) íåîáõ³äíî çíàéòè íåâ³äîì³ âåëè÷èíè 0y , ky , 1,2,k =  . Âðàõîâóþ÷è 

ïðàâèëî, çà ÿêèì ââåäåíî âåëè÷èíè ky , 1,2,k =  , äëÿ ¿õ âèçíà÷åííÿ ïîñë³-

äîâíî ïîêëàäåìî â ð³âíîñò³ (24) mµ = λ , 1,2,m =  . Â ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî 

çë³÷åííèé íàá³ð ð³âíÿíü 

 
2( )

0 0
2

1

( ) cos ( ) sin ( )
0

sin ( ) 2
2

k
s m k

m k
m m kkm k k

y dK s
y y

λ+ ∞

=

λ π − πλ
− − =

λ π λ + λλ πλ − λ
∑ , 

 1,2,m =  . (26) 

 Çàóâàæèìî, ùî îòðèìàí³ ð³âíÿííÿ (26) íå óòâîðþþòü çàìêíåíî¿ íåñê³í-
÷åííî¿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî óñ³õ íåâ³äîìèõ 0y , 

ky , 1,2,k =  , îñê³ëüêè íå ì³ñòèòü ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ 0y . Äëÿ îòðè-

ìàííÿ öüîãî îñòàííüîãî ð³âíÿííÿ, ÿêå çàìêíå íåñê³í÷åííó ñèñòåìó, âèçíà-

÷èìî ç ð³âíîñò³ (24) ôóíêö³þ ( ) ( )sY + µ . Ï³äñòàâèìî îòðèìàíèé âèðàç ó ð³â-

í³ñòü (25) ³ ï³ñëÿ öüîãî ñïðÿìóºìî 0µ → . Â ðåçóëüòàò³ ä³ñòàíåìî øóêàíå 
ð³âíÿííÿ 

 2
0

1

1 1 3 1ln 4 Re (1)
2 1 2 2jj

d s
j

∞

=

      + − − ψ − ψ + ψ + −      λ +     
∑  

 
2
0

0
1

cos ( ) sin ( )1 sin ( )
2 0

cos ( ) sin ( ) 2
2

k
k

k
kk k k

dss
y y

s

λ∞

=

π − πλ+ π 
− π + =π π λ πλ − λ

∑ , (27) 

äå ( )ψ ξ  – ëîãàðèôì³÷íà ïîõ³äíà â³ä ãàììà-ôóíêö³¿ [2, 4]. 
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 Çàçíà÷èìî, ùî îòðèìàíà íåñê³í÷åííà ñèñòåìà ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ 
ð³âíÿíü (26), (27) áóäå êâàç³ö³ëêîì ðåãóëÿðíîþ ïðè êîæíîìó ô³êñîâàíîìó 
çíà÷åíí³ ïàðàìåòðà s . 
 Äî öüîãî ÷àñó ïðèéìàëè, ùî ïàðàìåòð s  ïðèéìàº ëèøå ÷èñòî óÿâí³ 
çíà÷åííÿ. Âèâåäåìî äëÿ øóêàíèõ ãàðìîí³÷íèõ ôóíêö³é 1,2Φ  ïîäàííÿ ÷åðåç 

ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè (26), (27), ÿêå ìîæíà áóäå àíàë³òè÷íî ïðîäîâæèòè ç óÿâ-
íî¿ îñ³ íà âñþ êîìïëåêñíó ïëîùèíó s . Äëÿ öüîãî ó ñï³ââ³äíîøåííÿõ (12) çà-

ì³ñòü ôóíêö³é (1,2) ( )sa µ  ñë³ä ï³äñòàâèòè ¿õ âèðàçè ÷åðåç ôóíêö³¿ ( ) ( )sX + µ  òà 
( ) ( )sY + µ  ³ç óðàõóâàííÿì ð³âíîñòåé (13), (18) ³ (22). Âèêîðèñòîâóþ÷è äðóãó ç 

ð³âíîñòåé (18), çàïèøåìî ôóíêö³¿ 1,2Φ  ó âèãëÿä³ 
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 

∫ 
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/ , 

 
1 2

( )
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3cos
2 (1 ) 2 2

( ) (cos )
2 ( )cos 1

2 2

is

s s
i

X d P d
i L

∞−
−µ+ −µ
−+

− ∞

µπ  µ ϕ − Γ +   Γ + µρ    Φ = µ µ θ µ
π πµ µ   µ Γ +   

   

∫ 
/

/ . 

 Ïðè 00 < θ < α  ³íòåãðàëè â îòðèìàíèõ ð³âíîñòÿõ ìîæíà ïîðàõóâàòè 

øëÿõîì çàìèêàííÿ êîíòóðó ³íòåãðóâàííÿ ó ï³âïëîùèí³ Re 0µ >  òà îá÷èñ-
ëåííÿ ñóìè ëèøê³â çà óñ³ìà îñîáëèâèìè òî÷êàìè, ÿê³ ëåæàòü ó ö³é ï³âïëî-
ùèí³. Â ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî 

 
1 2

( )
1

1

( 1) ( ) cos ( )
s

k
s

k

X k k
− ∞

+

=

ρΦ = − − ϕ ×
π ∑ 

/
 

 
2

0 1 2( )

3
2 2(1 )

(cos )
( ) 1

2

k k
s

k
k k

d P
kL k

− −
−+

 Γ + Γ +  × θ
 Γ + 
 

/ , 

 
1 2

( )
2

0

(2 1) sin (2 1)
s

s
k

X k k
− ∞

+

=

ρΦ = − + + ϕ ×
π ∑ 

/
( )  

 2 1 2 1
0 1 2( )

(2 1) (2 2) ( 2)
(cos )

3(2 1)
2

k k
s

k k k
d P

L k k

− − − −
−+

+ Γ + Γ +× θ
 + Γ + 
 

/ . (28) 

 Âèêîðèñòîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (24), (25), âåëè÷èíè ( ) ( ),   sX m m+ =  

1,2,=  , âèçíà÷àºìî ÷åðåç ë³í³éí³ êîìá³íàö³¿ âåëè÷èí 0y , ky , 1,2,k =  , ÿê³ 

º ðîçâ’ÿçêàìè ñèñòåìè (26), (27). Ïðè öüîìó ( )( ) ~ ( )sX m C s m+ / , m → + ∞ . 
Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåãóëÿðí³ñòü ñèñòåìè (26), (27), ïîäàííÿ (28) ìîæåìî ðîç-
ãëÿäàòè íå ëèøå ïðè óÿâíèõ s , àëå é ïðè äîâ³ëüíèõ çíà÷åííÿõ öüîãî ïà-
ðàìåòðà. 
 Äëÿ îòðèìàííÿ ïîäàííÿ ãàðìîí³÷íèõ ôóíêö³é 1,2Φ  íà ïðîì³æêó 

0π − α < θ < π  ó ð³âíîñòÿõ (28) äîñèòü ïîì³íÿòè θ  íà π − θ , îñê³ëüêè äëÿ 

öèõ ôóíêö³é âèêîíóºòüñÿ óìîâà ïàðíîñò³ (11). Íà ïðîì³æêó 0 0α ≤ θ ≤ π − α  

òàêîæ ìîæíà îòðèìàòè ïîäàííÿ, àíàëîã³÷í³ äî (28), àëå â öüîìó âèïàäêó 
çàì³ñòü äðóãî¿ ç ð³âíîñòåé (18) ñë³ä âèêîðèñòîâóâàòè ïåðøó. 
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 Àíàë³çóþ÷è ïîäàííÿ (28), ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ãàðìîí³÷í³ 
ôóíêö³¿ 1,2Φ  áóäóòü â³äì³ííèìè â³ä òðèâ³àëüíèõ ëèøå ó òîìó âèïàäêó, êîëè 

íåñê³í÷åííà ñèñòåìà (26), (27) áóäå ìàòè íåòðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê. Îñê³ëüêè 
ñèñòåìà (26), (27) îäíîð³äíà, òî âîíà ìàòèìå òàêèé ðîçâ’ÿçîê ëèøå ó âèïàä-
êó, êîëè ¿¿ îñíîâíèé âèçíà÷íèê ïåðåòâîðþºòüñÿ â íóëü. Öå äîçâîëÿº çíàéòè 
ìîæëèâ³ çíà÷åííÿ íåâ³äîìîãî ïàðàìåòðà s . Â³äøóêàííÿ íóë³â âèçíà÷íèêà 
ñèñòåìè (26), (27) âèêîíóâàëè ÷èñåëüíî øëÿõîì ðåäóêö³¿ ñèñòåìè äî ñê³í-
÷åííî¿. 
 4. Àíàë³ç ðîçïîä³ëó íàïðóæåíü. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (6), 
ïðàâèëî îá÷èñëåííÿ ïîõ³äíèõ ó ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ ³ ïîäàííÿ (28) äëÿ 
ãàðìîí³÷íèõ ôóíêö³¿ 1,2Φ , äëÿ íîðìàëüíèõ (ðîçðèâàþ÷èõ) íàïðóæåíü ó 

ïëîùèí³ ðîçòàøóâàííÿ òð³ùèíè ìîæåìî çàïèñàòè 

 
2

2 1
20 0

0

1
siny yy= ϕ=

ϕ=

∂Φ ∂ Φ σ = σ = − = ρ θ ∂ϕ ∂ϕ
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=

ρ π = − − − × π θ  ∑ 
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2

0 1 2 0( )

3
2 2! (cos ),    0,   0

( ) 1
2

k k
s

k
k k d P

kL k
− −

−+

 Γ + 
 × θ ρ > < θ < α
 Γ + 
 

/ . (29) 

 Àíàë³çóþ÷è îòðèìàíå ïîäàííÿ (29), ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî 
õàðàêòåð ïîâåä³íêè íàïðóæåíü â îêîë³ âåðøèíè òð³ùèíè ( 0ρ → + ) âè-
çíà÷àºòüñÿ íóëÿìè âèçíà÷íèêà ñèñòåìè (26), (27), ÿê³ ëåæàòü ó ï³âïëîùèí³ 
Re 0s > . Ó ðîáîò³ øóêàëè ëèøå ä³éñí³ äîäàòí³ íóë³ öüîãî âèçíà÷íèêà. ×è-
ñåëüíèé àíàë³ç ïîêàçàâ, ùî ¿õ ðîçòàøóâàííÿ çàëåæèòü â³ä âåëè÷èíè êóòà 

0θ , óòâîðåíîãî ðåáðàìè òð³ùèíè. Ç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â âèïëèâàº, ùî â 

çàëåæíîñò³ â³ä êóòà 0θ  ìîæëèâ³ ÿê³ñíî ð³çí³ êàðòèíè ïîâåä³íêè íàïðóæåíü 

â îêîë³ âåðøèíè òð³ùèíè. 

 1°). ßêùî 0 00 0.2262∗< θ < θ ≈ π , òî íàéìåíøèìè äîäàòíèìè íóëÿìè âè-

çíà÷íèêà ñèñòåìè (26), (27) áóäóòü 0
3
2

s s= =  òà 1
3
2

s s= >  (íàáëèæåí³ çíà-

÷åííÿ íàâåäåíî ó òàáë. 1). Îáèäâà íóë³ ïðîñò³. Â öüîìó âèïàäêó, ïîäàâøè 
ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ îäíîð³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â, îòðèìàºìî, 
ùî ïðè ï³äõîä³ äî âåðøèíè òð³ùèíè äëÿ íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü ñïðàâä-
æóºòüñÿ òàêà àñèìïòîòè÷íà ïîâåä³íêà: 

 0 10
~ ( ) ( ) ,    0y K K γ

ϕ=
σ θ + θ ρ ρ → + , 0(0, )θ ∈ α  – ô³êñîâàíå, (30) 

äå 1
3
2

sγ = − , 0,1K  – äåÿê³ íåïåðåðâí³ ôóíêö³¿ â³ä θ . Âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòà-

òè, íàâåäåí³ ó òàáë. 1, áà÷èìî, ùî ó öüîìó âèïàäêó ïîêàçíèê 0γ >  ³ íàïðó-
æåííÿ çàëèøàþòüñÿ îáìåæåíèìè ïðè ï³äõîä³ äî âåðøèíè òð³ùèíè. 

 2°). ßêùî 0 0
∗θ = θ , òî íàéìåíøèì äîäàòíèì íóëåì âèçíà÷íèêà ñèñòåìè 

(26), (27) áóäå 0 1
3
2

s s s= = = , àëå, íà â³äì³íó â³ä ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó, öå 

áóäå íóëü äðóãîãî ïîðÿäêó. Ñóïåðïîçèö³ÿ îäíîð³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â ó öüîìó 
âèïàäêó âèçíà÷àº äëÿ íàïðóæåíü òàêó ïîâåä³íêó ïðè ï³äõîä³ äî âåðøèíè 
òð³ùèíè: 

 0 10
~ ( ) ( ) ln ,     0y K K

ϕ=
σ θ + θ ρ ρ → + , 0(0, )θ ∈ α  – ô³êñîâàíå. 
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 Ç îòðèìàíîãî çîáðàæåííÿ áà÷èìî, ùî íàïðóæåííÿ ìàþòü ó òî÷ö³ O  
ëîãàðèôì³÷íó îñîáëèâ³ñòü, ÿêà çíà÷íî ñëàáøà â³ä êëàñè÷íî¿ êîðåíåâî¿ îñîá-
ëèâîñò³, ùî ìàº ì³ñöå íà ðåáðàõ òð³ùèíè. 

Таблиця 1 

0θ π  1s  γ  
0θ π  1s  γ  

0θ π  1s  γ  

0 2.5 1.0 0.25 1.4138 –0.0862 0.46 0.8333 –0.6667 

0.05 2.3041 0.8041 0.3 1.2531 –0.2469 0.47 0.8034 –0.6966 

0.1 2.0695 0.5695 0.35 1.1138 –0.3862 0.48 0.7694 –0.7306 

0.15 1.8251 0.3251 0.3949 1.0 –0.5 0.49 0.7262 –0.7738 

0.2 1.6033 0.1033 0.4 0.9872 –0.5128 0.4999 0.6101 –0.8899 

0.2262 1.5 0.0 0.45 0.8610 –0.6390 0.5 0.5 –1.0 

 3°). ßêùî æ 0 0 2
∗ πθ < θ < , òî íàéìåíøèìè äîäàòíèìè íóëÿìè âèçíà÷-

íèêà ñèñòåìè (26), (27) áóäóòü íóë³ ó òî÷êàõ 1
3
2

s s= <  (íàáëèæåí³ çíà÷åííÿ 

íàâåäåí³ ó òàáë. 1) òà 0
3
2

s s= = , ÿê³ áóäóòü ïðîñòèìè íóëÿìè. Òîä³ àíàëî-

ã³÷íî, ÿê ó âèïàäêó 1°), ïîâåä³íêà íàïðóæåíü ïðè ï³äõîä³ äî âåðøèíè òð³-
ùèíè áóäå îïèñóâàòèñü àñèìïòîòè÷íîþ ð³âí³ñòþ (30), àëå ïîêàçíèê 

1
3 0
2

sγ = − <  (äèâ. òàáë. 1). Ó öüîìó âèïàäêó íàïðóæåííÿ ó òî÷ö³ O  ìàòè-

ìóòü ëîêàëüíó ñòåïåíåâó îñîáëèâ³ñòü. Ïðè öüîìó, ÿê âèïëèâàº ³ç ðåçóëü-

òàò³â, íàâåäåíèõ ó òàáëèö³, ïðè 0 0 0 0.3949∗ ∗∗θ < θ < θ ≈ π  ñòåïåíåâà îñîáëè-

â³ñòü ó âåðøèí³ òð³ùèíè áóäå ñëàáøîþ â³ä êëàñè÷íî¿ êîðåíåâî¿, ùî ìàº 
ì³ñöå íà ðåáðàõ, òîáòî êîíöåíòðàö³ÿ íàïðóæåíü íà ðåáðàõ òð³ùèíè áóäå 

ñèëüí³øîþ, í³æ ó âåðøèí³. Ïðè 0 0
∗∗θ = θ  ó âåðøèí³ òð³ùèíè íàïðóæåííÿ 

ìàòèìóòü êëàñè÷íó êîðåíåâó îñîáëèâ³ñòü, òàêó ñàìó, ÿê ³ íà ðåáðàõ, òîáòî 
êîíöåíòðàö³ÿ íàïðóæåíü íà ðåáðàõ òð³ùèíè òà ó ¿¿ âåðøèí³ áóäå ïðè-
áëèçíî îäíàêîâîþ (êîíêðåòí³ çíà÷åííÿ çàëåæàòèìóòü â³ä ïðèêëàäåíèõ äî 

ò³ëà íàâàíòàæåíü). Íàðåøò³, ïðè 0 0 2
∗∗ πθ < θ <  ñòåïåíåâà îñîáëèâ³ñòü íàïðó-

æåíü ó âåðøèí³ òð³ùèíè áóäå ñèëüí³øîþ â³ä êëàñè÷íî¿ êîðåíåâî¿, ÿêà ìàº 
ì³ñöå íà ðåáðàõ, òîáòî ó âåðøèí³ íàïðóæåííÿ êîíöåíòðóâàòèìóòüñÿ ñèëü-
í³øå, í³æ íà ðåáðàõ. 
 Ïðîâåäåíèé ÿê³ñíèé àíàë³ç ðîçïîä³ëó íàïðóæåíü äîçâîëÿº ñïðîãíîçó-
âàòè ïðîöåñ ðîçïîâñþäæåííÿ â ò³ë³ âíóòð³øíüî¿ ñèìåòðè÷íî¿ V-ïîä³áíî¿ 
òð³ùèíè, âåðøèíà ÿêî¿ âèõîäèòü íà éîãî ïîâåðõíþ. 
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РАВНОВЕСИЕ НЕСЖИМАЕМОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА,  
ОСЛАБЛЕННОГО ВНУТРЕННЕЙ V-ОБРАЗНОЙ СИММЕТРИЧНОЙ ТРЕЩИНОЙ, 
ВЕРШИНА КОТОРОЙ ВЫХОДИТ НА ПОВЕРХНОСТЬ 
 
Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ðàâíîâåñèè íåñæèìàåìîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé 
ñèììåòðè÷íîé V-îáðàçíîé òðåùèíîé, âåðøèíà êîòîðîé âûõîäèò íà ïîâåðõíîñòü 
ïîëóïðîñòðàíñòâà. Íà îñíîâàíèè íàéäåííûõ îäíîðîäíûõ ðåøåíèé îïðåäåëåí õà-
ðàêòåð ïîâåäåíèÿ íàïðÿæåíèé ïðè ïîäõîäå ê âåðøèíå òðåùèíû. 
 
EQUILIBRIUM OF INCOMPRESSIBLE HALF-SPACE 
WEAKENED BY THE INTERNAL SYMMETRICAL V-SHAPED CRACK  
WITH VERTEX WHICH LIES ON THE SURFACE 
 
This paper deals with the problem on equilibrium of an incompressible half-space with 
the internal symmetrical V-shaped crack vertex of which lies on the half-space surface. 
Using the determined homogeneous solutions of the problem the stress behavior in the 
neighborhood of the crack vertex is defined. 
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