
ISSN 0130–9420. Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. 2009. – 52, ¹ 2. – Ñ. 81-91. 81 

ÓÄÊ 539.3 
 
С. В. Козінов, В. В. Лобода 
 
ПЕРІОДИЧНА СИСТЕМА ЕЛЕКТРОПРОНИКНИХ ТРІЩИН 
НА МЕЖІ ДВОХ П’ЄЗОЕЛЕКТРИЧНИХ МАТЕРІАЛІВ 
 

Ïîáóäîâàíî çàìêíåíèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ á³ìàòåð³àëüíî¿ ïëîùèíè, ùî ñêëàäàºòü-
ñÿ ç äâîõ ð³çíîð³äíèõ ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ ï³âïëîùèí, ³ç ïåð³îäè÷íîþ ñèñòåìîþ 
åëåêòðîïðîíèêíèõ òð³ùèí íà ë³í³¿ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â (³íòåðôåéñ³). Ïðèéìà-
ºòüñÿ äî óâàãè íàÿâí³ñòü çîí ãëàäêîãî êîíòàêòó áåðåã³â á³ëÿ âåðøèí òð³-
ùèí. Øëÿõîì ïîäàííÿ õàðàêòåðèñòèê åëåêòðîìåõàí³÷íèõ ïîë³â ÷åðåç êóñêî-
âî-àíàë³òè÷í³ ôóíêö³¿ çàäà÷ó çâåäåíî äî ïåð³îäè÷íî¿ çàäà÷³ Ä³ð³õëå – Ð³ìàíà, 
ÿêó ðîçâ’ÿçàíî òî÷íî. Â ðåçóëüòàò³ ÷èñåëüíîãî àíàë³çó îäåðæàíîãî ðîçâ’ÿçêó 
äëÿ ð³çíèõ êîìá³íàö³é ï’åçîåëåêòðèê³â äîñë³äæåíî çàëåæí³ñòü â³äíîñíî¿ äîâ-
æèíè çîí êîíòàêòó òà êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü â³ä â³äíîøåí-
íÿ äîâæèíè òð³ùèí äî âåëè÷èíè ïåð³îäó. 

 
Âñòóï. Çàâäÿêè çâ’ÿçàíîñò³ åëåêòðîìåõàí³÷íèõ ïîë³â, ïðèòàìàíí³é ï’º-

çîåëåêòðè÷íèì ìàòåð³àëàì, âîíè øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ³íæåíåðí³é 
ïðàêòèö³ ÿê ñåíñîðè, äàò÷èêè òà ïåðåìèêà÷³. Àëå ï’ºçîêåðàì³êà ÷àñòî ì³ñ-
òèòü ì³êðîäåôåêòè, òàê³ ÿê òð³ùèíè, ùî çìåíøóþòü ¿¿ ì³öí³ñòü. Çàäà÷àì 
ïðî òð³ùèíó â îäíîð³äíîìó ï’ºçîåëåêòðè÷íîìó ìàòåð³àë³ ïðèä³ëÿºòüñÿ 
çíà÷íà óâàãà â ë³òåðàòóð³. Âîäíî÷àñ ì³æôàçíèì òð³ùèíàì, íåçâàæàþ÷è íà 
¿õ âàæëèâ³ñòü, ïðèñâÿ÷åíî ìåíøå äîñë³äæåíü ÷åðåç ñêëàäí³ñòü çàäà÷. Ó 
ñòàòò³ [4] àíàë³òè÷íî ðîçâ’ÿçàíà çàäà÷à äëÿ îäí³º¿ òð³ùèíè ç åëåêòðîïðî-
íèêíèìè áåðåãàìè íà ìåæ³ ïîä³ëó äâîõ ï’ºçîåëåêòðèê³â. Ñèíãóëÿðí³ñòü íà-
ïðóæåíü ì³æôàçíèõ òð³ùèí â çàëåæíîñò³ â³ä ð³çíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà áå-
ðåãàõ òð³ùèíè äîñë³äæåíà â ðîáîò³ [17]. Íåîáõ³äíî çàçíà÷èòè, ùî ö³ äîñë³ä-
æåííÿ âèêîíàí³ â ðàìêàõ êëàñè÷íî¿ ìîäåë³ ì³æôàçíî¿ òð³ùèíè, ùî ïðè-
çâîäèòü äî îñöèëþþ÷î¿ îñîáëèâîñò³ â îêîë³ ¿¿ âåðøèí ³ äî ô³çè÷íî íåðåàëü-
íîãî âçàºìîïðîíèêíåííÿ ìàòåð³àë³â. 

Ç ìåòîþ óñóíåííÿ âêàçàíî¿ îñöèëþþ÷î¿ îñîáëèâîñò³ áóëî çàïðîïîíîâà-
íî ìîäåëü ì³æôàçíî¿ òð³ùèíè, â ÿê³é âðàõîâóºòüñÿ êîíòàêò áåðåã³â á³ëÿ ¿¿ 
âåðøèí [11]. Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ö³º¿ ìîäåë³ îòðèìàíî â [9, 10], äå â³äïî-
â³äíî äëÿ ãëàäêîãî òà ôðèêö³éíîãî êîíòàêòó ïîáóäîâàíî àíàë³òè÷í³ ðîçâ’ÿç-
êè ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³. ²íøèé ñïîñ³á ìîäåëþâàííÿ ïðèâåðøèííèõ çîí ì³æ-
ôàçíî¿ òð³ùèíè ðåàë³çîâàíî ó [2, 6] øëÿõîì ââåäåííÿ çîí ïîñëàáëåíèõ ì³æ-
÷àñòèíêîâèõ çâ’ÿçê³â íà ïðîäîâæåíí³ òð³ùèíè. Ó âèïàäêó, êîëè ðîçãëÿäà-
ºòüñÿ ï’ºçîåëåêòðè÷íèé á³ìàòåð³àë, çàäà÷à óñêëàäíþºòüñÿ çà ðàõóíîê âçàº-
ìîçâ’ÿçêó ìåõàí³÷íèõ ïîë³â ç åëåêòðè÷íèìè. Êîíòàêòíà ìîäåëü åëåêòðîïðî-
íèêíî¿ òð³ùèíè äëÿ òàêèõ ìàòåð³àë³â ðîçãëÿäàëàñü ó [14].  

Ïåð³îäè÷íà ñèñòåìà òð³ùèí, ðîçì³ùåíèõ íà ë³í³¿ ïîä³ëó äâîõ ï’ºçî-
åëåêòðèê³â, ó ðàìêàõ «êëàñè÷íî¿» ìîäåë³ äîñë³äæóâàëàñÿ â ðîáîòàõ [5, 12, 
13]. Ó ðàìêàõ «êîíòàêòíî¿» ìîäåë³ ïåð³îäè÷íà ñèñòåìà ì³æôàçíèõ òð³ùèí 
ì³æ ³çîòðîïíèìè ìàòåð³àëàìè âèâ÷àëàñü ó ðîáîò³ [16] øëÿõîì ÷èñåëüíîãî 
ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü òà àíàë³òè÷íî – ó 
ðîáîò³ [3]; çàäà÷à äëÿ ïåð³îäè÷íî¿ ñèñòåìè ì³æôàçíèõ òð³ùèí ì³æ àí³çî-
òðîïíèìè ìàòåð³àëàìè ðîçâ’ÿçàíà â [15] ìåòîäàìè òåîð³¿ ôóíêö³¿ êîìïëåêñ-
íî¿ çì³ííî¿. Äëÿ âèïàäêó æ ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ ìàòåð³àë³â àíàëîã³÷íà çàäà÷à 
ùå íå áóëà ðîçãëÿíóòà. Ó ïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ ïîáóäîâàíî àíàë³òè÷íèé ðîç-
â’ÿçîê çàäà÷³ äëÿ ïåð³îäè÷íî¿ ñèñòåìè òð³ùèí ³ç çîíàìè êîíòàêòó ì³æ äâî-
ìà ï’ºçîåëåêòðè÷íèìè ìàòåð³àëàìè òà îòðèìàíî ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ 
â³äíîñíèõ äîâæèí çîí êîíòàêòó ³ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü 
(Ê²Í). ßê ÷àñòêîâèé âèïàäîê îäåðæàíîãî ðîçâ’ÿçêó äîñë³äæåíî ïåð³îäè÷íó 
ñèñòåìó åëåêòðîïðîíèêíèõ òð³ùèí ó ðàìêàõ «îñöèëÿö³éíî¿» ìîäåë³. Ïðîâå-
äåíî ïîð³âíÿííÿ ïîâåä³íêè ïîë³â íàïðóæåíü íà ïðîäîâæåíí³ òð³ùèíè äëÿ 
îáîõ ìîäåëåé. Äëÿ âèïàäêó òð³ùèíè ìàëî¿ (â³äíîñíî ïåð³îäó) äîâæèíè ðå-
çóëüòàòè ïîð³âíþþòüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè äëÿ îäí³º¿ òð³ùèíè. 
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Ôîðìóëþâàííÿ òà ðîçâ’ÿçóâàííÿ îñíîâíèõ ð³âíÿíü. Âèçíà÷àëüí³ ð³â-
íÿííÿ äëÿ ï’ºçîåëåêòðè÷íîãî ìàòåð³àëó ìàþòü âèãëÿä 
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Òóò , , ,k ij iu Dϕ σ  – ïåðåì³ùåííÿ, åëåêòðè÷íèé ïîòåíö³àë, íàïðóæåííÿ òà 

åëåêòðè÷íà ³íäóêö³ÿ â³äïîâ³äíî. Ó ð³âíÿííÿõ (1)–(5) íèæí³ ³íäåêñè, çàïèñàí³ 
ìàëèìè ë³òåðàìè, çì³íþþòüñÿ â³ä 1 äî 3, âåëèêèìè – â³ä 1 äî 4. 

Ââàæàºìî, ùî âñ³ ïîëÿ º íåçàëåæíèìè â³ä êîîðäèíàòè 2x . Òîä³ ðîçâ’ÿ-
çîê ð³âíÿíü (1), (2) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 

 ( )z=V af , 

äå 1 3z x px= + , 1 2 3, , ,u u u= ϕV { } , 1 1 2 2 3 3 4 4( ) ( ), ( ), ( ), ( )z f z f z f z f z=f { }  – äî-
â³ëüíà àíàë³òè÷íà âåêòîð-ôóíêö³ÿ, ÿêó ïîòð³áíî âèçíà÷èòè, âåêòîð 

1 2 3 4, , ,a a a a=a { }  çíàõîäèìî ç íàñòóïíîãî ð³âíÿííÿ: 

 2 0p p+ + + =Q R R T a[ ]( ) . (6) 

Åëåìåíòè ìàòðèöü ,Q R  ³ T  ðîçì³ðó 4 4×  âèçíà÷àþòüñÿ ÿê 

 1 1 1 3 3 3,          ,          JK JK JK JK JK JKQ E R E T E= = = . 

Íåòðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (6) ³ñíóº, ÿêùî p  º êîðåíåì ð³âíÿí-
íÿ 

 2det 0p p+ + + =Q R R T( )[ ] . (7) 

Îñê³ëüêè ð³âíÿííÿ (7) íå ìàº ä³éñíèõ êîðåí³â [17], ïîçíà÷èìî êîðåí³ ð³âíÿí-
íÿ (7) ç äîäàòíèìè óÿâíèìè ÷àñòèíàìè ÷åðåç pα , à â³äïîâ³äí³ ¿ì âëàñí³ âåê-

òîðè ð³âíÿííÿ (6) – ÷åðåç αa  (³íäåêñ α  ïðèéìàº çíà÷åííÿ 1, 2, 3, 4). Çàãàëü-

íèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿíü (1), (2) ìîæíà ïîäàòè ó òàêîìó âèãëÿä³ [17]: 

 ( ) ( )z z= +V Af Af , (8) 

äå 1 2 3 4[ , , , ]=A a a a a  – ìàòðèöÿ, ñêëàäåíà ç âëàñíèõ âåêòîð³â, 1 3z x p xα α= + . 

Ââåäåìî âåêòîð  

 13 23 33 3, , ,D= σ σ σt { } . 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ð³âíÿííÿ (1) ³ çàëåæí³ñòü (8), öåé âåêòîð ïîäàìî ó ôîðì³ 

 ( ) ( )z z′ ′= +t Bf Bf , (9) 

äå ìàòðèöÿ B  ðîçì³ðó 4 4×  òà âåêòîð ( )z′f  ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä: 
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Рис.1 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî ïåð³îäè÷íó ñèñòåìó òð³ùèí, ðîçì³ùå-
íèõ íà ë³í³¿ ñòèêó äâîõ ð³çíîð³äíèõ ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ ï³âïëîùèí (ðèñ. 1). 

Õàðàêòåðèñòèêè ìàòåð³àë³â çàäàíî ïðóæíèìè ìîäóëÿìè ( )m
ijkC  , ï’ºçîåëåêò-

ðè÷íèìè êîíñòàíòàìè ( )m
ike   òà ä³åëåêòðè÷íèìè êîíñòàíòàìè ( )m

iε  . ²íäåêñ 

1m =  ( 2m = ) â³äïîâ³äàº «âåðõí³é» («íèæí³é») ï³âïëîùèí³.  
Ââàæàºìî, ùî íà íåñê³í÷åííîñò³ ä³þòü ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåí³ ðîçòÿãó-

âàëüí³ σ  òà çñóâí³ τ  íà-
âàíòàæåííÿ, à òàêîæ çà-
äàíî ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëå-
íå åëåêòðè÷íå çì³ùåííÿ 
D . Ï³ä ä³ºþ öèõ ÷èííèê³â 
òð³ùèíè ÷àñòêîâî ðîçêðè-
âàþòüñÿ, à á³ëÿ ¿õí³õ âåð-
øèí âèíèêàº êîíòàêò áå-
ðåã³â. Ö³ çîíè êîíòàêòó 
äëÿ ðåàëüíèõ êîìá³íàö³é 
ï’ºçîåëåêòðèê³â º ìàëèìè, 
îñê³ëüêè ïàðàìåòðè, ùî 
õàðàêòåðèçóþòü â³äì³í-
í³ñòü åëåêòðîìåõàí³÷íèõ 
âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àë³â, çàçâè÷àé â³äð³çíÿþòüñÿ íåñóòòºâî. Êîîðäèíàòè 
âåðøèí òð³ùèíè ó ôóíäàìåíòàëüí³é ñòð³÷ö³ [1] ïîçíà÷èìî ÷åðåç c  òà a , à 
ïåð³îä ââàæàºìî ð³âíèì d . Êð³ì òîãî, ñóêóïí³ñòü â³äêðèòèõ ä³ëÿíîê ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç M , çîíó êîíòàêòó – ÷åðåç L , ä³ëÿíêè æîðñòêîãî ç÷åïëåííÿ – 
÷åðåç U . Çîíè êîíòàêòó ââîäèìî ëèøå á³ëÿ ïðàâèõ âåðøèí òð³ùèí. Öå 
ñïðîùóº çàäà÷ó ³ º âèïðàâäàíèì äëÿ íóëüîâèõ ³ â³ä’ºìíèõ çñóâíèõ íàâàí-
òàæåíü, îñê³ëüêè â öüîìó âèïàäêó ë³â³ çîíè êîíòàêòó º äóæå ìàëèìè ³ ¿õ 
âðàõóâàííÿ íå âïëèâàº íà ðåçóëüòàòè. ßêùî çñóâí³ íàâàíòàæåííÿ äîäàòí³, 
òî àíàëîã³÷íèì ÷èíîì çîíè êîíòàêòó ìîæóòü áóòè âðàõîâàí³ á³ëÿ ë³âèõ âåð-
øèí òð³ùèí. Çàçíà÷èìî, ùî íà ðèñ. 1 ñòð³ëêàìè ïîêàçàíî íàïðÿì ä³¿ äîäàò-
íèõ çñóâíèõ íàâàíòàæåíü τ  íà íåñê³í÷åííîñò³. 

Ââàæàþ÷è çîíè êîíòàêòó ãëàäêèìè, â³äêðèò³ ÷àñòèíè òð³ùèí íåíàâàí-
òàæåíèìè, à áåðåãè òð³ùèí åëåêòðîïðîíèêíèìè, óìîâè ñïðÿæåííÿ òà ãðà-
íè÷í³ óìîâè äëÿ çáóðåíèõ òð³ùèíàìè åëåêòðîìåõàí³÷íèõ ïîë³â ìîæíà çà-
ïèñàòè ó âèãëÿä³  

     10,       0,       x= = ∈V t U , (10) 

        13 33 3 3 10,   0,   0,   0,   0,      u D x±σ = σ = = ϕ = = ∈ L , (11) 

    13 33 3 1   0,    0,  0,    0,        D x± ±σ = σ = ϕ = = ∈ M , (12) 

äå  ⋅  îçíà÷àº ñòðèáîê ôóíêö³¿ ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç ³íòåðôåéñ. 

Çàãàëüíèé àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê. Íà îñíîâ³ ïîäàíü (8), (9) àíàëîã³÷íî, 
ÿê ó [14], îòðèìóºìî òàê³ âèðàçè äëÿ ñòðèáêà ïåðåì³ùåíü òà åëåêòðè÷íîãî 
ïîòåíö³àëó, à òàêîæ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðóæåíü ³ âåêòîðà åëåêòðè÷íî¿ 
³íäóêö³¿ íà ìåæ³ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â: 

   (1)
1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ),    ( ) ( ) ( )x x x x x x+ − + −′ = − = −V W W t GW GW , (13) 

äå 

 (1) 1 (1) (2) (2) 1 (1),       − −= = −G B D D A A B B( ) , 

( )zW  – ôóíêö³ÿ, àíàë³òè÷íà ó âñ³é ïëîùèí³, çà âèíÿòêîì îáëàñò³ òð³ùèí.  
Ïðèïóñòèìî, ùî ñêëàäîâ³ á³ìàòåð³àëó º ìàòåð³àëàìè êëàñó 6mm [8], ïî-

ëÿðèçîâàíèìè â íàïðÿìêó îñ³ 3Ox . Òîä³ äëÿ ðîçãëÿäóâàíîãî íàâàíòàæåííÿ 

ðåàë³çóºòüñÿ ïëîñêà äåôîðìàö³ÿ ³ ìàòðèöÿ G  áåç äðóãèõ ðÿäêà ³ ñòîâïöÿ 
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ìàº òàêó ñòðóêòóðó: 

 
11 13 14

31 33 34

41 43 44

ig g g
g ig ig
g ig ig

=G , 

ïðè÷îìó óñ³ , , 1,3,4 ijg i j = , º ä³éñíèìè òà âèçíà÷àþòüñÿ åëåêòðîìåõàí³÷-

íèìè êîíñòàíòàìè ï’ºçîåëåêòðè÷íîãî êîìïîçèòà. 
Ââîäÿ÷è íîâó ôóíêö³þ 

 0
1 2( ) ( ) ( ) ,    1,2

1j j j
j

F z t W z is W z j
σ

= + + =
+ γ

( ) , 

ÿêà º àíàë³òè÷íîþ âñþäè, çà âèíÿòêîì ä³ëÿíêè L M , òà êîìá³íóþ÷è ñï³â-
â³äíîøåííÿ (13), îòðèìóºìî òàê³ âèðàçè äëÿ íàïðóæåíü ³ ñòðèáêà ïåðåì³-
ùåíü íà ë³í³¿ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â: 

 (1) (1)
33 1 13 1 1 1( ,0) ( ,0) ( ) ( )j j j jx im x F x F x+ −σ − σ = + γ , 

    1 1 3 1 1 1
1( ,0) ( ,0) ( ) ( )j j j
j

u x is u x F x F x
t

+ −′ ′+ = −( ) , (14) 

äå 

 
33 1333 31

1,2 31 11
11 13 31 11

,      ,      
j

j j j
j

g m gg g
m s t g m g

g g g m g

+
= ± = = +

−
, 

 31 11 34
0 43 33

11 31 33 44 34 43
,      j

j
j

g m g g
g g D

m g g g g g g

− +
γ = σ = − σ −

+ −
( ) , 

ïðè÷îìó 

 ( ) ,            1,2
1

j
j z i

j

im
F z j

→± ∞

σ − τ
= =

+ γ
. (15) 

Çà äîïîìîãîþ ñï³ââ³äíîøåíü (14) ìîæíà ñôîðìóëþâàòè øèðîêå êîëî 
çàäà÷ åëåêòðîïðóæíîñò³ äëÿ á³ìàòåð³àëüíèõ ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ îáëàñòåé ç 
òð³ùèíàìè. 

Çàäîâîëüíÿþ÷è ãðàíè÷í³ óìîâè (11) ³ (12) ç óðàõóâàííÿì (14), îòðè-
ìóºìî íàñòóïíó êðàéîâó çàäà÷ó: 

 1 1 1( ) ( ) 0,              j jF x F x x+ −+ γ = ∈ M , 

 1 1Im ( ) 0,                       jF x x± = ∈ L . (16) 

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âñ³õ íåîáõ³äíèõ åëåêòðîìåõàí³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê 
äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè çàäà÷ó (16) ëèøå ïðè 1j = . Òîìó â ïîäàëüøîìó ³í-

äåêñ j  îïóñêàºìî, ïðèïóñêàþ÷è, ùî ðîçâ’ÿçîê áóäóºòüñÿ äëÿ 1j = . 
Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à çâåëàñÿ äî âèçíà÷åííÿ ò³ëüêè îäí³º¿ ôóíêö³¿ ( )F z , 

àíàë³òè÷íî¿ ó âñ³é ïëîùèí³, çà âèíÿòêîì â³äð³çê³â L M , äå ïîâèíí³ âèêî-
íóâàòèñÿ ð³âíîñò³ (16). 

Çàäà÷à (16) º ïåð³îäè÷íîþ îäíîð³äíîþ êîìá³íîâàíîþ êðàéîâîþ çàäà÷åþ 
Ä³ð³õëå – Ð³ìàíà. Çã³äíî ç [7] ¿¿ ðîçâ’ÿçîê áóäåìî øóêàòè ó ôîðì³ 

 ( )( ) ( ) sin ( )i zS z Z z e z aψ −α= − , (17) 

äå 
1 2sin ( )

( )
sin ( )

iz b
Z z

z c

− ε− =  − 

/

 – â³äîìèé êàíîí³÷íèé ðîçâ’ÿçîê ïåð³îäè÷íî¿ çàäà-

÷³ Ð³ìàíà; α  – ö³ëå ÷èñëî; ln 2ε = γ π/ ; ( )zψ  – ðîçâ’ÿçîê ïåð³îäè÷íî¿ çàäà÷³ 
Ä³ð³õëå 
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 Re ( ) ( ),                  x h x x± ±ψ = ∈ L , (18) 

 ( ) arg ( ) arg sin ( )h x n Z x x a± ± ± ±= π − + α −[ ] , 

îáìåæåíèé ó âóçëàõ òà íà íåñê³í÷åííîñò³, n±  – ö³ë³ ÷èñëà. 
Çã³äíî ç [1] ðîçâ’ÿçîê (18) ìîæíà çàïèñàòè ó ôîðì³ 

 
( ) ( ) ( ) 1( ) ( ) ( ) ctg ( )

4 4( ) sin ( )

Y z h t h t
z dt h t h t t z dt

i iY t t z

+ −
+ −

+
+ψ = + − −

π π−∫ ∫
L L

( ) , 

äå ( ) sin ( ) sin ( )Y z z b z a= − − . 

Íàäàþ÷è n±  òà α  óñ³ ìîæëèâ³ çíà÷åííÿ, îòðèìóºìî ìíîæèíó êàíîí³÷-
íèõ ðîçâ’ÿçê³â, äâà ç ÿêèõ 

 
( ) ( )

1 2( ) ,      ( )
sin ( ) sin ( ) sin ( ) sin ( )

i z i ze ieS z S z
z c z b z c z a

ϕ ϕ
= =

− − − −
 (19) 

º ë³í³éíî íåçàëåæíèìè. Òóò 

 
( )

( )
2 ( ) sin ( )

M

Y z dtz
Y t t z

εϕ = −
−∫ . 

Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ (16) ìîæíà çàïèñàòè ÿê 

 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )iz izF z S z P e S z Q e= + , (20) 

äå ( ), ( )iz izP e Q e  – äîâ³ëüí³ ïîë³íîìè. Äëÿ òîãî ùîá çàäîâîëüíÿëèñÿ óìîâè 
íà íåñê³í÷åííîñò³, âîíè ïîâèíí³ ìàòè òàêó ôîðìó: 

 1 2( ) cos ( ) sin ( ),      
2

c bP z C z a C z a a∗ ∗ ∗
+= − + − = , 

 1 2( ) cos ( ) sin ( ),      
2

c aQ z D z b D z b b∗ ∗ ∗
+= − + − = , 

1 2 1 2, , ,C C D D  – äîâ³ëüí³ ä³éñí³ ñòàë³. 
Ï³äñòàâëÿþ÷è (19) ó (20), çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ïåð³îäè÷íî¿ îäíîð³äíî¿ 

êîìá³íîâàíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ Ä³ð³õëå – Ð³ìàíà (16) çàïèøåìî ó ôîðì³ 

 
exp( ( )) ( ) ( )

( )
sin ( ) sin ( ) sin ( )

i z P z Q z
F z i

z c z b z a

ϕ  = + 
 − − −

, (21) 

äå 
sin ( ) sin ( )

( ) 2 ln
sin ( ) sin ( ) sin ( ) sin ( )

a b z c
z

a c z b b c z a

− − ϕ = ε  
 − − + − −

. 

Ä³éñí³ ñòàë³ 1 2 1 2, , ,C C D D  ìàþòü áóòè âèçíà÷åí³ ç ïîâåä³íêè ôóíêö³¿ íà 

íåñê³í÷åííîñò³ (ïðè z i→ ± ∞ ), ÿêà ïðèâîäèòü äî ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà-
¿÷íèõ ð³âíÿíü 

 2 1 1 2
1(cos sin ) ( )

1
e i C iC D iD imχ ζ − ζ − + + = σ − τ

+ γ
[ ] , 

 2 1 1 2
1(cos sin ) ( )

1
e i C iC D iD im− χ ζ − ζ + − + = σ − τ

+ γ
[ ] . 

Òóò 

 
sin ( ) sin sin ( ) sin

2 22 arc tan
sin ( ) cos sin ( ) cos

2 2

b c a ca c b c

b c a ca c b c

− −− + −
χ = ε

− −− + −
, 

 

2sin sin ( ) sin ( )
2ln

sin
2

a b c a c b c

a b

+ − + − −
ζ = ε

−
. (22) 
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Ðîçâ’ÿçêàìè îòðèìàíî¿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü º 

 1
1sinh ( cos sin )

1
C m= χ − τ ζ + σ ζ

+ γ
, 

 2
1cosh ( cos sin )

1
C m= χ σ ζ + τ ζ

+ γ
, 

 1
1sinh ( cos sin )

1
D m= − χ σ ζ + τ ζ

+ γ
, 

 2
1cosh ( cos sin )

1
D m= χ − τ ζ + σ ζ

+ γ
. (23) 

Çíàéäåíèé ó ðàìêàõ «êîíòàêòíî¿» ìîäåë³ ðîçâ’ÿçîê ìîæíà çâåñòè àíà-
ë³òè÷íî äî îñöèëÿö³éíîãî ó ïðèïóùåíí³, ùî çîíà êîíòàêòó ïðÿìóº äî íóëÿ: 

 ( ) b aF z → =  

 
1 1 2 2

sin( ) sin( )
2 ln

2 sin( ) sin( )
cos sin

2 2

sin ( ) sin ( )

a b z c
i

a c z a

b a

c a c aC iD z C iD z

z c z a
e

− −ε
− −

→

+ ++ − + + −

− −

      
   =

[ ] [ ]
. 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (23), îòðèìóºìî  

 
sin( ) sin( )

ln
4 sin( ) sin( )( )

a b z c
i

a c z a
b aF z e

− −ε − −
→ = ×  

cos sin sinh cos cos sin cosh sin
2 2

1sin ( ) sin ( )
b a

c a c ai z i z
im

z c z a
→

   + +− ζ + ζ χ − + ζ + ζ χ −    σ − τ   ×
+ γ− −

[ ] [ ]
.  

Ï³ñëÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ìàºìî 

 
sin( ) sin( )

ln
4 sin( ) sin( )( )

a b z c
i

ia c z a
b a

F z e e
− −ε ζ− −

→
= ×  

 
sinh cos cosh sin

2 2

1sin ( ) sin ( )

b a

c a c ai z z
im

z c z a

→

+ +− χ − + χ −
σ − τ

+ γ− −

      
   × . 

Äàë³, çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëè (22) ³ âðàõîâóþ÷è ïîâåä³íêó ôóíêö³é ζ  òà 

χ  ïðè b a→ , ïðèõîäèìî äî ôîðìóëè  

 
sin ( )

( )
sin ( )

i

b a

z c
F z

z a

ε

→

− = × − 
 

 
sin ( ) cos cos ( ) sin

2 2

sin ( ) sin ( ) 1

c a c ai a c z i a c z

z c z a

im
+ +− ε − − + ε − −

− −

       σ − τ   ×
+ γ

[ ] [ ]
, 

³, îñòàòî÷íî, 

 
sin ( )

sin ( )2
( )

sin ( ) 1sin ( ) sin ( )

i

b a

c az i a c
z c imF z
z az c z a

ε

→

 +− − ε −  − σ − τ   =  − + γ − −
. 

Îäåðæàíèé âèðàç äëÿ ôóíêö³¿ ( )F z  ñï³âïàäàº ç â³äïîâ³äíèì âèðàçîì 
äëÿ êëàñè÷íî¿ ìîäåë³, ÿêèé îòðèìàíèé íà îñíîâ³ ðîçâ’ÿçêó [4]. 

Âèçíà÷åííÿ çîí êîíòàêòó òà Ê²Í. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîäàííÿ (14) ³ ðîç-
â’ÿçîê (21), ïðèõîäèìî äî íàñòóïíèõ âèðàç³â äëÿ íàïðóæåíü òà ïîõ³äíî¿ â³ä 
ñòðèáêà ïåðåì³ùåíü íà ìåæ³ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â: 
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 (1) 1
33 1 1

1 1

( )2 exp( )
( ) ch ( ( ) )

sin ( ) sin ( )

P xg
x x

x c x b

πε σ = ϕ − πε +
− −

  

 1
1 1

1

( )
sh( ( ) ) ,         

sin ( )

Q x
x x

a x
+ ϕ − πε ∈
−

L , (24) 

 (1) (1) 1 1
33 1 13 1

1 1

(1 )exp( ( )) ( )
( ) ( )

sin ( ) sin ( )

g i x P x
x im x

x c x b

+ γ ϕ σ − σ = +
− −

 

 1
1

1

( )
,                        

sin ( )

Q x
i x

x a
+ ∈
−

U , (25) 

   1
3 1 1

1 1 1 1

( )2ch ( )
( ) cos ( )

sin ( ) sin ( )

P x
u x x

s t x c b x
∗πε ′ = ϕ −

− −
 

 1
1 1

1

( )
sin ( ) ,              

sin ( )

Q x
x x

a x
∗ − ϕ ∈

−
M , (26) 

äå 

 1
1 1

1

sin ( ) sin ( )
( ) 2 arc tan ,        

sin ( ) sin ( )
b c a x

x x
a c x b

− −
ϕ = ε ∈

− −
L , 

 1( )x∗ϕ =  

 1
1

1 1

sin ( ) sin ( )
2 ln ,     

sin ( ) sin ( ) sin ( ) sin ( )

a b x c
x

a c b x b c a x

− −
= ε ∈

− − + − −
M . 

Ðîçâ’ÿçîê (21)–(23) ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé äëÿ áóäü-ÿêîãî ïîëîæåííÿ 
òî÷êè b , àëå â³í áóäå ô³çè÷íî îá´ðóíòîâàíèì çà óìîâè, ùî â çîí³ êîíòàêòó 
ä³þòü íàïðóæåííÿ ñòèñêó, à áåðåãè òð³ùèí º âçàºìîíåïðîíèêíèìè ³ ïëàâ-
íî çìèêàþòüñÿ ó òî÷ö³ b . Ìàòåìàòè÷íî ö³ óìîâè ìîæíà çàïèñàòè òàêèì 
÷èíîì: 

   (1)
3 33 1 1( ) 0,         ( ,0) 0,        u b x x′ = σ ≤ ∈ L , 

  3 1 1( ) 0,        u x x≥ ∈ M . (27) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó (271) òà ðîçêëàäàþ÷è ð³âíÿííÿ (26) â ðÿä Òåé-
ëîðà â îêîë³ b , îòðèìóºìî òðàíñöåíäåíòíå ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ äîâ-
æèíè çîíè êîíòàêòó: 

 ( ) 0P b = . (28) 

Ïðàâèëüíèé âèá³ð êîðåíÿ çàáåçïå÷óºòüñÿ âèêîíàííÿì óìîâ (272) òà 
(273). Ð³âíÿííÿ (28) ìîæíà çàïèñàòè òàê: 

 
cos sin

tan tanh
2 cos sin

mb c
m

− τ ζ + σ ζ− = − χ
σ ζ + τ ζ

. (29) 

Ê²Í ó âåðøèí³ òð³ùèíè a  ââîäèìî çà ôîðìóëîþ 

 
1

1 2 33 1 13 1 1lim ( ,0) ( ,0) sin ( )
x a

K iK x i x x a
→

− = σ − σ −( ) . 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ð³âíÿííÿ (25), îòðèìóºìî  

 1 0K = , 

 2 1 2
1

cos sin
2 2sin ( )

a c a cK D D
m a c

+ γ  − −= − + = 
 −

 

 
( cos sin ) sinh cos ( cos sin ) cosh sin

2 2
sin ( )

a c a c

m a c

− −− σ ζ + τ ζ χ + − τ ζ + σ ζ χ
= −

−
. (30) 
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Àíàë³ç ðåçóëüòàò³â. Äëÿ äîñë³äæåííÿ ïåð³îäè÷íî¿ ñèñòåìè ì³æôàçíèõ 
òð³ùèí âñòàíîâèìî çàëåæí³ñòü â³äíîñíî¿ äîâæèíè çîíè êîíòàêòó λ =  

( )a b= − /  òà Ê²Í ó âåðøèí³ a  òð³ùèíè â³ä äîâæèíè   òð³ùèíè òà êóòà β  

íàõèëó âåêòîðà ðåçóëüòóþ÷îãî íàâàíòàæåííÿ 2 2p = σ + τ  äî îñ³ Oy  

( tanβ = τ σ/ ). Ïàðàìåòð β  çì³íþºòüñÿ ó ìåæàõ 2 2− π ≤ β ≤ π/ / . Äîäàòí³ 

(â³ä’ºìí³) çíà÷åííÿ ε  ( ln 2ε = γ π/ ) âêàçóþòü íà òå, ùî «íèæí³é» («âåðõí³é») 
ìàòåð³àë á³ëüø æîðñòêèé. 

Äëÿ ÷èñåëüíîãî àíàë³çó ðîçãëÿíåìî á³ìàòåð³àëè, ñêëàäåí³ ç ï’ºçîåëåêò-
ðèê³â êëàñó 6mm, ÿê³ ïîëÿðèçîâàí³ çà íàïðÿìêîì 3x . Â³äïîâ³äí³ ãðàô³êè 
äëÿ êîìïîçèòà, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç ñóëüô³äó êàäì³þ («âåðõí³é» ìàòåð³àë) òà 
í³îáàòó áàð³þ-íàòð³þ («íèæí³é») ( 0.976m = , 0.0158ε = ) ìàþòü ïîçíà÷êó I, 
PZT-5 òà PZT-4 ( 0.905m = , 0.0102ε = ) – II. 

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî çàëåæí³ñòü â³äíîñíî¿ äîâæèíè çîíè êîíòàêòó λ  â³ä 
â³äñòàí³ ì³æ òð³ùèíàìè ïðè â³ääàëåíîìó êîìá³íîâàíîìó ( 1σ = ÌÏà, τ =  

5= − ÌÏà) íàâàíòàæåíí³. Â³äïîâ³äí³ ðåçóëüòàòè çàëåæíîñò³ áåçðîçì³ðíîãî 

Ê²Í 2 ( )K mK p∗ = /   â³ä â³äíîñíî¿ â³äñòàí³ ì³æ òð³ùèíàìè ïðè òàêîìó æ 
íàâàíòàæåíí³ íàâåäåíî íà ðèñ. 3. ßê ³ áóëî î÷³êóâàíî, çìåíøåííÿ â³äñòàí³ 
ì³æ òð³ùèíàìè ñóòòºâî âïëèâàº íà äîâæèíó çîíè êîíòàêòó ò³ëüêè äëÿ d/ , 
áëèçüêèõ äî 1, ³ ïðèçâîäèòü äî ñóòòºâîãî ðîñòó Ê²Í.  

   
 Рис. 2 Рис. 3 

Íà ðèñ. 4 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè 
äëÿ â³äíîñíî¿ äîâæèíè çîíè êîíòàêòó 
ïðè á³ëüøîìó, í³æ äëÿ ðèñ. 2, çñóâíî-
ìó íàâàíòàæåíí³ ( 1σ = ÌÏà, τ =  

10= − ÌÏà). Ïîð³âíþþ÷è ç ðèñ. 2, áà-
÷èìî, ùî çá³ëüøåííÿ âåëè÷èíè çñóâ-
íîãî íàâàíòàæåííÿ ïðèâîäèòü äî 
çðîñòàííÿ çîíè êîíòàêòó. Öå ïîÿñíþ-
ºòüñÿ òèì, ùî âåðõí³é ìàòåð³àë ìåíø 
æîðñòêèé, í³æ íèæí³é. Ñë³ä òàêîæ 
â³äì³òèòè, ùî ïðè òàêîìó íàïðÿìêó 
ïðèêëàäàííÿ çñóâíîãî íàâàíòàæåííÿ 
â îêîë³ äîñë³äæóâàíî¿ âåðøèíè òð³ùèíè ôîðìóºòüñÿ á³ëüøà çîíà êîíòàêòó, 
í³æ á³ëÿ ë³âî¿ âåðøèíè. 

Íà ðèñ. 5 íàâåäåíî ïîð³âíÿííÿ ïîë³â íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü íà ïðîäîâ-
æåíí³ òð³ùèíè ïî ë³í³¿ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â, îòðèìàíèõ â ðàìêàõ îñöèëÿö³éíî¿ 
òà êîíòàêòíî¿ ìîäåëåé äëÿ êîìá³íîâàíîãî íàâàíòàæåííÿ. Êîìïîçèò ñêëàäà-
ºòüñÿ ç ñóëüô³äó êàäì³þ (âåðõí³é ìàòåð³àë) ³ í³îáàòó áàð³þ-íàòð³þ (íèæ-
í³é), â³äíîøåííÿ çñóâíîãî íàâàíòàæåííÿ äî ðîçòÿãóþ÷îãî äîð³âíþº 10− , 
äîâæèíà òð³ùèíè ñòàíîâèòü ïîëîâèíó ïåð³îäó, â³äíîñíà äîâæèíà çîíè êîí-

òàêòó äîð³âíþº -30.827962 10⋅ , 1 1( )x x a′ = − / . Ç ðåçóëüòàò³â âèäíî, ùî, 

 
Рис. 4 
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ïî÷èíàþ÷è ç â³äñòàí³, ùî äîð³âíþº 5 äîâæèíàì çîí êîíòàêòó, íàïðóæåííÿ 
ïðàêòè÷íî ñï³âïàäàþòü. 

Íà ðèñ. 6 íàâåäåíî ïîð³âíÿííÿ ñòðèáêà íîðìàëüíèõ ïåðåì³ùåíü â ðàì-
êàõ îñöèëÿö³éíî¿ òà êîíòàêòíî¿ ìîäåëåé ïðè íàáëèæåíí³ äî ïðàâî¿ âåðøèíè 
òð³ùèíè. Òóò ïîêàçàíèé ëèøå ìàëèé îê³ë âåðøèíè òð³ùèíè, äå ïîâåä³íêà 
ïåðåì³ùåíü â³äð³çíÿºòüñÿ, àëå âæå íà ìàë³é â³äñòàí³ â³ä âåðøèíè ïîëÿ 
ïåðåì³ùåíü äëÿ îáîõ ìîäåëåé ïî÷èíàþòü ñï³âïàäàòè. 
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Íà ðèñ. 7, 8 äëÿ öèõ ìîäåëåé íàâåäåíî ïîð³âíÿííÿ ïîë³â â³äïîâ³äíî 
íîðìàëüíèõ ³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü äëÿ êîìïîçèòà, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç 
ï’ºçîåëåêòðèêà (PZT-PIC 151) òà ä³åëåêòðèêà (êàðá³äó êðåìí³þ). Ïðè òàê³é 
êîìá³íàö³¿ ìàòåð³àë³â â³äíîñíà äîâæèíà çîíè êîíòàêòó çíà÷íî á³ëüøà, í³æ ó 
âèïàäêó ç’ºäíàííÿ äâîõ ï’ºçîåëåêòðèê³â. 
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  Рис. 7 Рис. 8 

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïîâåä³íêó â³äíîñíî¿ äîâæèíè çîíè êîíòàêòó äëÿ ìà-
ëîãî â³äíîøåííÿ d/  ³ ïîð³âíÿºìî ¿¿ ç ðåçóëüòàòàìè äëÿ îäí³º¿ òð³ùèíè. Ó 

ðîáîò³ [14] âèâåäåíî òàêå òðàíñöåíäåíòíå ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ λ  ó âè-
ïàäêó îäí³º¿ òð³ùèíè: 

 1 2 1 1arc tan log
2 1 1 1

m
m

− λσ + ε τ − − λ   = ε   
   εσ − − λ τ + − λ

. (31) 

Ó òàáë. 1 íàâåäåíî ïîð³âíÿííÿ ç ðåçóëüòàòàìè äëÿ îäí³º¿ òð³ùèíè îá-
÷èñëåíèõ â³äíîñíèõ äîâæèí çîíè êîíòàêòó äëÿ êîìïîçèòà ç PZT-5 («âåðõ-
í³é» ìàòåð³àë) ³ PZT-4 («íèæí³é») ïðè ïåâíèõ êóòàõ íàõèëó çîâí³øíüîãî íà-
âàíòàæåííÿ òà äëÿ äåÿêèõ â³äíîøåíü äîâæèíè òð³ùèíè äî ïåð³îäó. 

 Таблиця 1 

/σ τ  
[14] 1 20d =/ /  1 5d =/ /  1 2d =/ /  3 4d =/ /  

1−  -362.024382 10⋅  -362.024378 10⋅  -362.023468 10⋅  -361.979564 10⋅  -361.691503 10⋅  

1 2− /  -222.114394 10⋅  -222.114390 10⋅  -222.113439 10⋅  -222.067583 10⋅  -221.766714 10⋅  

1 5− /  -103.227956 10⋅  
-103.227950 10⋅  -103.226499 10⋅  -103.156492 10⋅  -102.697168 10⋅  

1 10− /  -51.164344 10⋅  -51.164396 10⋅  -51.163818 10⋅  -51.138564 10⋅  -50.972887 10⋅  
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Áà÷èìî, ùî ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ d/  çíà÷åííÿ â³äíîñíî¿ äîâæèíè çî-
íè êîíòàêòó ñï³âïàäàþòü ç ðåçóëüòàòàìè äëÿ îäí³º¿ òð³ùèíè. Òàê, äëÿ â³ä-
íîøåííÿ 1 5d ≤/ /  ð³çíèöÿ ì³æ äîâæèíàìè çîí êîíòàêòó çíà÷íî ìåíøà 1% , 

äëÿ 1 2d =/ /  âîíà ñòàíîâèòü 2.2% , à äëÿ 3 4d =/ /  – 16.4%  (äèâ. ðèñ. 2, 
ðèñ. 4 ³ òàáë. 1).  

Âèñíîâêè. Îäåðæàíî çàìêíóòèé àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê ïðóæíî¿ ïëîñ-
êî¿ çàäà÷³ äëÿ ïåð³îäè÷íî¿ ñèñòåìè òð³ùèí, ùî çíàõîäÿòüñÿ íà ë³í³¿ ïîä³ëó 
äâîõ ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ ìàòåð³àë³â, ç çîíàìè ãëàäêîãî êîíòàêòó ¿õ áåðåã³â. Ó 
ðåçóëüòàò³ ÷èñåëüíîãî àíàë³çó öüîãî ðîçâ’ÿçêó ïðî³ëþñòðîâàíî çì³íó çîí 
êîíòàêòó ³ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü â çàëåæíîñò³ â³ä â³äñòàí³ 
ì³æ òð³ùèíàìè òà êóòà íàõèëó çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ. Íà îñíîâ³ îäåð-
æàíèõ ðåçóëüòàò³â ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê ïðî ñòóï³íü çìåíøåííÿ òð³ùè-
íîñò³éêîñò³ á³ìàòåð³àëó ïðè çáëèæåíí³ òð³ùèí. Äëÿ âèïàäêó òð³ùèíè ìàëî¿ 
(â³äíîñíî ïåð³îäó) äîâæèíè ðåçóëüòàòè áëèçüê³ äî ðåçóëüòàò³â äëÿ îäí³º¿ 
òð³ùèíè. Òàêîæ ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê îäåðæàíîãî ðîçâ’ÿçêó äîñë³äæåíî 
ïåð³îäè÷íó ñèñòåìó åëåêòðîïðîíèêíèõ òð³ùèí â ðàìêàõ «îñöèëÿö³éíî¿» 
ìîäåë³. Ïðîâåäåíî ïîð³âíÿííÿ ïîë³â íîðìàëüíèõ ³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íà 
ïðîäîâæåíí³ òð³ùèíè, ùî áóëè îòðèìàí³ â ðàìêàõ êëàñè÷íî¿ òà êîíòàêòíî¿ 
ìîäåëåé. 
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ПЕРИОДИЧЕСКАЯ СИСТЕМА ЭЛЕКТРОПРОНИЦАЕМЫХ МЕЖФАЗНЫХ ТРЕЩИН 
НА ГРАНИЦЕ ДВУХ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ МАТЕРИАЛОВ  
 
Ïîñòðîåíî çàìêíóòîå ðåøåíèå äëÿ áèìàòåðèàëüíîé ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ñîñòî-
èò èç äâóõ ðàçëè÷íûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïîëóïëîñêîñòåé, ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñèñ-
òåìîé ýëåêòðîïðîíèöàåìûõ òðåùèí íà ëèíèè ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ (èíòåðôåéñå). 
Ïðèíèìàåòñÿ âî âíèìàíèå íàëè÷èå çîí ãëàäêîãî êîíòàêòà áåðåãîâ âáëèçè âåðøèí 
òðåùèí. Ïóòåì ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ÷åðåç êó-
ñî÷íî-àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè çàäà÷à ñâåäåíà ê ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷å Äèðèõëå – 
Ðèìàíà, êîòîðàÿ ðåøåíà òî÷íî. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî àíàëèçà ïîëó÷åííîãî 
ðåøåíèÿ äëÿ ðàçíûõ êîìáèíàöèé ïüåçîýëåêòðèêîâ èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå îòíîñè-
òåëüíîé äëèíû çîí êîíòàêòà è êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â 
çàâèñèìîñòè îò îòíîøåíèÿ äëèíû òðåùèíû ê âåëè÷èíå ïåðèîäà.  
 
PERIODIC SET OF ELECTRICALLY PERMEABLE INTERFACE CRACKS BETWEEN 
TWO PIEZOELECTRIC MATERIALS 
 
A closed form solution for a bimaterial plane which consists of two different piezoelect-
ric half-plane with a periodic set of electrically permeable interface cracks was obta-
ined. The presence of the zones of smooth contact of edges near the crack tips was ta-
ken into account. By means of the electromechanical factors presentation via the piece-
wise analytic functions the problem was reduced to the periodic Dirichlet – Riemann 
problem which was solved exactly. As a result of numerical analysis of the derived so-
lution the behavior of the relative contact zone length and the stress intensity factors vs. 
the ratio of the length of the cracks and the period magnitude was investigated for dif-
ferent piezoelectric material combinations. 
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