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ÓÄÊ 539.3 
 
В. І. Острик1, А. Ф. Улітко2 
 
ПРО ОДНУ ВЛАСТИВІСТЬ РОЗВ’ЯЗКІВ ЗАДАЧ ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ 
ДЛЯ ДВОХ ПІВПЛОЩИН АБО ПІВПРОСТОРІВ 
 

Ïîêàçàíî, ùî ðîçâ’ÿçîê áóäü-ÿêî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ äâîõ ñïðÿæåíèõ ï³âïëî-
ùèí ç ð³çíèìè ïðóæíèìè ñòàëèìè ó âèïàäêó, êîëè íàïðóæåííÿ íåïåðåðâíî 
ïðîäîâæóâàí³ ÷åðåç ìåæó ï³âïëîùèí, âèðàæàºòüñÿ ÷åðåç îäíó ñóêóïíó ïðóæ-
íó ñòàëó, ÿêùî íàïðóæåííÿ, à òàêîæ çîâí³øí³ ñèëîâ³ ôàêòîðè â³äíåñòè äî 
çâåäåíîãî ìîäóëÿ ïðóæíîñò³. Çàâäÿêè öüîìó ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ äëÿ äâîõ ñïðÿ-
æåíèõ ï³âïëîùèí ìîæíà îòðèìàòè áåçïîñåðåäíüî ³ç ðîçâ’ÿçêó â³äïîâ³äíî¿ çà-
äà÷³ äëÿ îäí³º¿ ïðóæíî¿ ï³âïëîùèíè. Âêàçàíà âëàñòèâ³ñòü ñïðàâåäëèâà òà-
êîæ ³ äëÿ îñåñèìåòðè÷íèõ çàäà÷, ÿê³ ôîðìóëþþòüñÿ äëÿ äâîõ ñïðÿæåíèõ 
ï³âïðîñòîð³â. 

 
²ñíóº øèðîêèé êëàñ êðàéîâèõ çàäà÷ ë³í³éíî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³, ÿê³ ôîð-

ìóëþþòüñÿ äëÿ äâîõ ð³çíîð³äíèõ ï³âïëîùèí àáî ï³âïðîñòîð³â, ïðè÷îìó ïðè 
ïåðåõîä³ ÷åðåç ìåæó ïîä³ëó ìàòåð³àë³â íàïðóæåííÿ çì³íþþòüñÿ íåïåðåðâ-
íèì ÷èíîì. Äî öüîãî êëàñó ñë³ä â³äíåñòè çàäà÷³ êîíòàêòíî¿ âçàºìîä³¿ ïðóæ-
íèõ ò³ë çà ð³çíèõ óìîâ êîíòàêòó (ãëàäêèé êîíòàêò, êîâçíèé êîíòàêò, êîí-
òàêò ³ç ïîâíèì ç÷åïëåííÿì, êîíòàêò ç³ ç÷åïëåííÿì ³ ïðîêîâçóâàííÿì), à òà-
êîæ çàäà÷³ ïðî ì³æôàçí³ òð³ùèíè íà ìåæ³ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â. Äëÿ ôîðìó-
ëþâàííÿ îñòàííüî¿ ãðóïè çàäà÷ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ð³çí³ ìîäåë³: ìîäåëü â³ä-
êðèòî¿ òð³ùèíè ç ïðèòàìàííèìè ¿é îñöèëÿö³ÿìè íàïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü â 
îêîëàõ âåðøèí ì³æôàçíî¿ òð³ùèíè; ìîäåëü Êîìí³íîó çà íàÿâíîñò³ êîíòàêòó 
áåðåã³â òð³ùèíè ïîáëèçó ¿¿ âåðøèí ÿê áåç óðàõóâàííÿ, òàê ³ ç óðàõóâàííÿì 
òåðòÿ. 

Óñ³ ö³ çàäà÷³ º çì³øàíèìè çàäà÷àìè äëÿ äâîõ ïðóæíèõ ï³âïëîùèí àáî 
ï³âïðîñòîð³â, âçàãàë³ êàæó÷è, ç ä³ëÿíêàìè òðüîõ òèï³â êðàéîâèõ óìîâ íà 
ìåæ³ ïîä³ëó ð³çíîð³äíèõ ìàòåð³àë³â. Òàê, ó çîíàõ ç÷åïëåííÿ (ä³ëÿíêè ïåð-
øîãî òèïó) çàäàþòüñÿ ð³çíèö³ íîðìàëüíèõ ³ òàíãåíö³àëüíèõ ïåðåì³ùåíü, íà 
ä³ëÿíêàõ äðóãîãî òèïó – íîðìàëüí³ òà äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ, ó çîíàõ ïðîêîâ-
çóâàííÿ (ä³ëÿíêè òðåòüîãî òèïó) – ð³çíèöÿ íîðìàëüíèõ ïåðåì³ùåíü ³ ë³í³é-
íà êîìá³íàö³ÿ íîðìàëüíèõ ³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü (àáî â³äñóòí³ñòü äîòè÷íèõ 
íàïðóæåíü ó âèïàäêó ãëàäêîãî êîíòàêòó). Ó ïåâíèõ âèïàäêàõ ïðè ôîðìó-
ëþâàíí³ êðàéîâèõ óìîâ âèíèêàþòü ä³ëÿíêè ò³ëüêè äâîõ òèï³â: äðóãîãî ³ òðå-
òüîãî – â çàäà÷àõ ãëàäêîãî êîíòàêòó ïðóæíèõ ò³ë; ïåðøîãî ³ äðóãîãî – â çà-
äà÷àõ êîíòàêòó ç ïîâíèì ç÷åïëåííÿì ³ â çàäà÷àõ äëÿ â³äêðèòèõ ì³æôàçíèõ 
òð³ùèí. 

Íà ìåæ³ 0y =  ïðóæíî¿ ï³âïëîùèíè x− ∞ < < ∞ , 0 y≤ < ∞  ç ìîäóëåì 

çñóâó G  ³ êîåô³ö³ºíòîì Ïóàññîíà ν  ïîõ³äí³ óçäîâæ ìåæ³ â³ä ïåðåì³ùåíü 
âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç íàïðóæåííÿ çà äîïîìîãîþ ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ 
ñï³ââ³äíîøåíü [2] 
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Ñï³ââ³äíîøåííÿ (1), (2) âèïëèâàþòü ³ç ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ Ôëàìàíà ïðî ä³þ 
íîðìàëüíî¿ çîñåðåäæåíî¿ ñèëè íà ìåæ³ ïðóæíî¿ ï³âïëîùèíè òà ðîçâ’ÿçêó 
àíàëîã³÷íî¿ çàäà÷³ äëÿ äîòè÷íî¿ çîñåðåäæåíî¿ ñèëè [16]. 
 Ðîçãëÿíåìî äâ³ ñïðÿæåí³ ïðóæí³ ï³âïëîùèíè 0y ≥  ³ 0y ≤  ç ìîäóëÿìè 

çñóâó 1G  ³ 2G  òà êîåô³ö³ºíòàìè Ïóàññîíà 1ν  ³ 2ν  â³äïîâ³äíî, äëÿ ÿêèõ ãðà-
íè÷í³ çíà÷åííÿ íàïðóæåíü ñï³âïàäàþòü: 
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 Çàïèñàâøè ñï³ââ³äíîøåííÿ (2) äëÿ êîæíî¿ ç ï³âïëîùèí, 1, 2j = , 
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îòðèìóºìî ïîõ³äí³ â³ä ð³çíèö³ ïåðåì³ùåíü 
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íà ìåæ³ ïîä³ëó ï³âïëîùèí ó êîìïëåêñíîìó âèãëÿä³: 
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äå E∗  – çâåäåíèé ìîäóëü ïðóæíîñò³, θ  – ñóêóïíà ïðóæíà ñòàëà, ÿê³ âèçíà-
÷àþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè 
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Ó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó àáñîëþòíî æîðñòêî¿ ï³âïëîùèíè 0y ≤  ñï³ââ³äíî-
øåííÿ (6) ïåðåõîäèòü ó ð³âí³ñòü (2), â ÿê³é 

 
2(1 )1 1 21 1,   ln (3 4 ),   ch ,   sh

2 2 3 4 3 4GE∗
− ν− ν − ν= θ = − ν πθ = πθ =

π − ν − ν
, 

 1 1 2,      ,      G G G= ν = ν = ∞ . (8) 

 Ç îãëÿäó íà òå, ùî ïðè ôîðìóëþâàíí³ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ äâîõ ñïðÿ-
æåíèõ ï³âïëîùèí ïåðåì³ùåííÿ âõîäÿòü äî êðàéîâèõ óìîâ ó âèãëÿä³ ð³çíèöü 
(5), ðîçâ’ÿçêè òàêèõ çàäà÷ çà óìîâè (3) íåïåðåðâíîñò³ íàïðóæåíü ìàþòü íà-
ñòóïíó 
 Âëàñòèâ³ñòü. ßêùî íàïðóæåííÿ â³äíåñòè äî çâåäåíîãî ìîäóëÿ ïðóæ-

íîñò³ E∗ , òî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ äëÿ äâîõ ð³çíîð³äíèõ ï³âïëîùèí âèðàæà-
ºòüñÿ ÷åðåç îäíó ñóêóïíó ïðóæíó ñòàëó θ  ³ â³äòâîðþºòüñÿ ÷åðåç ðîçâ’ÿ-
çîê â³äïîâ³äíî¿ çàäà÷³ äëÿ îäí³º¿ ïðóæíî¿ ï³âïëîùèíè ( 2G = ∞ ) çà äîïîìî-

ãîþ ïåðåõîäó â³ä ïðóæíèõ ñòàëèõ G , ν  äî ïðóæíèõ ñòàëèõ 1G , 1ν , 2G , 

2ν  â³äïîâ³äíî ç ôîðìóëàìè (7), (8). 
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 Öÿ âëàñòèâ³ñòü äîçâîëÿº ñïðîñòèòè ðîçâ’ÿçàííÿ çì³øàíèõ çàäà÷ äëÿ 
êóñêîâî-îäíîð³äíî¿ ïëîùèíè ç ïðÿìîë³í³éíîþ ìåæåþ ³ îáìåæèòèñü ðîçãëÿ-
äîì îäí³º¿ ïðóæíî¿ ï³âïëîùèíè, ââàæàþ÷è ³íøó àáñîëþòíî æîðñòêîþ. 
 Ó çàäà÷àõ ãëàäêîãî êîíòàêòó ïðóæíèõ ò³ë, äî ÿêèõ â³äíîñèòüñÿ çàäà÷à 
Ãåðöà [2, 31] òà ¿¿ óçàãàëüíåííÿ íà âèïàäîê äîòèêó âèùîãî ïîðÿäêó [22], íà-
ïðóæåíèé ñòàí ï³âïëîùèí çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä çâåäåíîãî ìîäóëÿ ïðóæíîñò³ 

E∗  ³ íå çàëåæèòü â³ä ñòàëî¿ θ . ßêùî æ óñ³ ñèëîâ³ ôàêòîðè, òîáòî íàïðó-

æåííÿ ³ çîâí³øí³ ñòèñêóâàëüí³ ñèëè, â³äíåñòè äî E∗ , òî ðîçâ’ÿçîê (âèçíà÷åí³ 
ðîçì³ðè îáëàñò³ êîíòàêòó, ðîçïîä³ë êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü, íàïðóæåííÿ 
âñåðåäèí³ ïðóæíèõ ò³ë) ñòàº íåçàëåæíèì â³ä ïðóæíèõ ñòàëèõ ìàòåð³àë³â 

êîíòàêòóþ÷èõ ò³ë. Äî ðå÷³, ïîíÿòòÿ çâåäåíîãî ìîäóëÿ ïðóæíîñò³ E∗  âïåðøå 
ââåäåíî ó òåîð³¿ Ãåðöà êîíòàêòíî¿ âçàºìîä³¿ ïðóæíèõ ò³ë [31]. 
 Ó ë³òåðàòóð³ çóñòð³÷àºòüñÿ âèêîðèñòàííÿ îáãîâîðþâàíî¿ òóò âëàñòèâîñ-
ò³. Íàì â³äîìèé ò³ëüêè îäèí ïîä³áíèé ïðèêëàä. Òàê, íàáëèæåíå âèçíà÷åííÿ 
Ä. À. Ñïåíñîì [34] â³äíîñíîãî ðîçì³ðó çîíè ç÷åïëåííÿ ó çàäà÷³ ïðî êîíòàêò 
ç³ ç÷åïëåííÿì ³ ïðîêîâçóâàííÿì øòàìïó ç ïðóæíîþ ï³âïëîùèíîþ ïåðåíî-
ñèòüñÿ Ê. Äæîíñîíîì [2] íà àíàëîã³÷íó çàäà÷ó ôðèêö³éíîãî êîíòàêòó äâîõ 
ð³çíîð³äíèõ ïðóæíèõ ò³ë. Ï³çí³øå â [4] äëÿ ïàðàáîë³÷íîãî øòàìïó ³ â [18] 
äëÿ äâîõ ïðóæíèõ ò³ë çíàéäåíî òî÷í³ ðîçâ’ÿçêè öèõ çàäà÷, äëÿ ÿêèõ âèêî-
íóºòüñÿ äàíà âëàñòèâ³ñòü. Òàê ñàìî öÿ âëàñòèâ³ñòü ìàº ì³ñöå ³ â çàäà÷³ ïðî 
ôðèêö³éíèé êîíòàêò ç³ ç÷åïëåííÿì ³ ïðîêîâçóâàííÿì äâîõ ð³çíîð³äíèõ äèñ-
ê³â, ùî îáåðòàþòüñÿ [11], ³ ôàêòè÷íî çâîäèòü ¿¿ äî çàäà÷³ ïðî íåâ³ëüíå îáåð-
òàííÿ æîðñòêîãî ³ ïðóæíîãî äèñê³â [10, 35]. Íàðåøò³, àíàë³ç ðîçâ’ÿçê³â çà-
äà÷ ïðî ì³æôàçí³ òð³ùèíè [1, 3, 6, 12–15, 17, 18, 20, 21, 23–30, 32, 33, 36] 
òàêîæ ïðèâîäèòü äî äàíî¿ âëàñòèâîñò³. Îäíàê ó ïåðåë³÷åíèõ ðîáîòàõ ïðè 
ðîçâ’ÿçàíí³ â³äïîâ³äíèõ çàäà÷ öÿ âëàñòèâ³ñòü íå âèêîðèñòîâóºòüñÿ, à ïðî òå, 
ùî âîíà ìàº ì³ñöå, âêàçàíî ëèøå ó [18]. 
 Äàë³ â³äñë³äêóºìî âèÿâëåíó âëàñòèâ³ñòü íà ðîçâ’ÿçêàõ çì³øàíèõ çàäà÷ 
äëÿ äâîõ ð³çíîð³äíèõ ïðóæíèõ ï³âïëîùèí. 
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íà ìåæ³ ï³âïëîùèíè çàïèñóºòüñÿ ó âèãëÿä³ [7] 
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ó òî÷êàõ ka , kb , 1,2, ,k n=  , ìåæ³ ï³âïëîùèíè. 

 Ó ðîçâ’ÿçêó (11) â³ä ôóíêö³¿ ( )X x  ïåðåéäåìî äî ôóíêö³¿ 

 1 2 1 2
1 1

1

( ) ( 1) ,      
n

i in m
k k m m

k

X x x a x b x L L− − θ − + θ−
+

=

′ ′′= − − − ∈∏ / / , 

 1
3 4 ( ), ,

( )
( ), .

i X x x L
X x

X x x L

′ − ν ∈=  ′′∈
 (12) 

 Òîä³ áóäåìî ìàòè 

 1 2
1 2( ) 2 ( ) ( )
3 4y xy L

i G g x ig x′
− ν ′ ′σ − τ = − + +
− ν

[ ]  

 1 1 2

1

( ) ( ) ( )4(1 )
3 4 ( )( )

L

X x g s ig sG
ds

i X s s x
′

′ ′+− ν+ −
− ν π −∫  

 1 3 4
1 1

1

( ) ( ) ( )2(1 )
( ) ( )

( )( )3 4 3 4
n

L

X x g s ig s ids P x X x
X s s x −

′′

−− ν− −
π −− ν − ν∫ , 

 3 4
1 2 ( ) ( )
2

yx

L

uu
i g x ig x

x x G
′′

∂∂  − ν+ = − + ∂ ∂ 
[ ]  

 1 1 2

1

( ) ( ) ( )2(1 )
( )( )3 4 L

X x g s ig s
ds

X s s x
′

′ ′+− ν+ +
π −− ν ∫  

 1 3 4
1 1

1

( ) ( ) ( )1 1 ( ) ( )
( )( ) 2 n

L

X x g s ig s
ds P x X x

G i X s s x G −
′′

−− ν+ +
π −∫ . (13) 

 Äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (9) â ³íøîìó âèïàäêó, â³äñóòíüîìó â [7], 
êîëè ìíîæèíà L′  ç çàäàíèìè íà í³é ïåðåì³ùåííÿìè âêëþ÷àº íàï³âíåñê³í-
÷åíí³ ïðîì³æêè, à ìíîæèíà L′′  ç çàäàíèìè íàïðóæåííÿìè ñêëàäàºòüñÿ ³ç 
ñê³í÷åííèõ ïðîì³æê³â, ïîâòîðèìî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ çà ìåòîäèêîþ [7] òàê, 
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ùîá ó çàäà÷³ ñïðÿæåííÿ øóêàíà ôóíêö³ÿ áóëà íåïåðåðâíî ïðîäîâæóâàíà 
÷åðåç L′ . Â ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî ðîçâ’ÿçîê ó ôîðì³ (11), â ÿêîìó ó âèðàç³ 
äëÿ ôóíêö³¿ ( )X z  çíà÷åííÿ ka  ³ kb  ïîì³íÿþòüñÿ ì³ñöÿìè. Òîìó, ùîá çàëè-

øèòè ³ â öüîìó âèïàäêó ðîçâ’ÿçîê ó ôîðì³ (11) ³ íå çì³íþâàòè âèðàç äëÿ 
ôóíêö³¿ ( )X z , íåîáõ³äíî ââàæàòè, ùî 1 1 2 nb a b a− ∞ < < < < < < ∞  ³ 

1 1( , ]L b′ = − ∞ , 1 1,k k kL a b+ +
′ = [ ] , 1,2, , 1k n= − , 1 [ , )n nL a+

′ = ∞ , ( , )k k kL b a′′ = , 

1,2, ,k n=   (ðèñ. 1á). Òîáòî, ÿê ³ ðàí³øå, òî÷êè ka  º òî÷êàìè ïåðåõîäó (çë³-

âà íàïðàâî) â³ä ïðîì³æê³â ìíîæèíè L′′  äî ïðîì³æê³â ìíîæèíè L′ , à òî÷êè 

kb  – â³ä L′  äî L′′ , 1,2, ,k n=  . Òîä³ ðîçâ’ÿçîê òàêîæ ìîæíà ïîäàòè ó ôîð-

ì³ (13) ç ò³ºþ â³äì³íí³ñòþ, ùî ó âèçíà÷åíí³ ôóíêö³¿ 1( )X x  ³ç (12) çíà÷åííþ 

m  â³äïîâ³äàº m mx L L′ ′′∈  . 

 Â îñíîâí³é çì³øàí³é çàäà÷³ äëÿ äâîõ ñïðÿæåíèõ ï³âïëîùèí íàïðóæåí-
íÿ ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç ìåæó 0y =  íåïåðåðâí³, íà ÷àñòèí³ ìåæ³ L′  çàäàíî 

ð³çíèö³ ïåðåì³ùåíü, à íà ³íø³é ÷àñòèí³ L′′  – íàïðóæåííÿ (ðèñ. 1), òîáòî: 

 (1) (2) (1) (2),                    y y xy xyL L L L
σ = σ τ = τ , 

 (1) (2) (1) (2)
1 2( ),           ( )x x y yL L

u u g x u u g x
′ ′

− = − =( ) ( ) , 

 (1) (1)
3 4( ),                     ( )y xyL L

g x g x
′′ ′′

σ = τ = . (14) 

 Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (14) ó âèïàäêó îäíîãî â³äð³çêà ìíîæèíè L′  ³ äâîõ íà-
ï³âíåñê³í÷åííèõ ³íòåðâàë³â ìíîæèíè L′′  ( 1n = , ðèñ. 1à), à òàêîæ ó âèïàäêó 

1n =  ³ç ðèñ. 1á, 1( ) 0g x ≡ , 2 ( ) 0g x ≡ , ïîáóäîâàíî ó á³ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ 
ç âèêîðèñòàííÿì ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º â ðîáîòàõ [18] ³ [9] â³ä-
ïîâ³äíî, à äëÿ áóäü-ÿêîãî n  äëÿ âèïàäêó, çîáðàæåíîãî íà ðèñ. 1á ( 1( ) 0g x ≡ , 

2 ( ) 0g x ≡ ) – ó ðîáîò³ [21] ìåòîäîì Ìóñõåë³øâ³ë³. 
 Çàñòîñóâàâøè ï³äõ³ä, ðîçâèíóòèé ó [21], îòðèìàºìî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 
(14). Çîêðåìà, íà çàãàëüí³é ìåæ³ ï³âïëîùèí ìàºìî 

 (1) (1)
1 2sh2 ( ) ( )

4y xy L

Ei g x ig x
∗

′
′ ′σ − τ = − πθ ⋅ + +[ ]( )  

 2 1 1 2

1

( ) ( ) ( )
ch

2 ( )( )
L

X x g s ig s
E ds

i X s s x
∗

′

′ ′+
+ πθ −

π −∫  

  1 3 4
1 1

1

( ) ( ) ( )
ch ( ) ( )

( )( ) n
L

X x g s ig s
ds ie P x X x

X s s x
− πθ

−
′′

−
− πθ −

π −∫ , 

 3 4
2 th ( ) ( )

yx

L

uu
i g x ig x

x x E∗
′′

∂∆∂∆ + = πθ ⋅ − + ∂ ∂ 
[ ]  

 1 1 2

1

( ) ( ) ( )
ch

( )( )
L

X x g s ig s
ds

X s s x
′

′ ′+
+ πθ +

π −∫  

  1 3 4
1 1

1

( ) ( ) ( )2 2 ( ) ( )
( )( ) ch

n
L

X x g s ig s eds P x X x
i X s s xE E

− πθ

−∗ ∗
′′

−
+ +

π − πθ∫ . (15) 

 Íà îñíîâ³ ñï³ââ³äíîøåíü (7), (8) ïåðåêîíóºìîñÿ, ùî âèðàçè (13) ³ (15) 
ñï³âïàäàþòü, òîáòî ³ç ðîçâ’ÿçêó (15) îñíîâíî¿ çì³øàíî¿ çàäà÷³ äëÿ äâîõ ï³â-
ïëîùèí ïðè 2G → ∞  îòðèìóºìî ðîçâ’ÿçîê (13) äëÿ îäí³º¿ ï³âïëîùèíè. Êî-
ðèñòóþ÷èñü ð³âíîñòÿìè (7), (8), ìîæíà òàêîæ çðîáèòè çâîðîòíèé ïåðåõ³ä ³ 



77 

ðîçâ’ÿçîê (15) â³äòâîðèòè çà ðîçâ’ÿçêîì (13). Îêð³ì òîãî, ï³ñëÿ â³äíåñåííÿ 

íàïðóæåíü äî çâåäåíîãî ìîäóëÿ ïðóæíîñò³ E∗  çàëåæí³ñòü â³ä ïðóæíèõ 
êîíñòàíò çâîäèòüñÿ äî îäí³º¿ ñòàëî¿ θ . Îòæå, ó âèïàäêó îñíîâíî¿ çì³øàíî¿ 
çàäà÷³ ñôîðìóëüîâàíà âèùå âëàñòèâ³ñòü âèêîíóºòüñÿ. 

 Çì³øàíà çàäà÷à ç ä³ëÿíêàìè òðüîõ òèï³â êðàéîâèõ óìîâ. Íåõàé ì³æ 
ïðîì³æêàìè L′  ³ L′′  ì³ñòÿòüñÿ 2n  ïðîì³æê³â ìíîæèíè L′′′  (äèâ. ðèñ. 2).  

 
 
 

)a

)á

1c 1a 1b na nb1d  x

1L′
2L′ nL′

2c 2a 2b 2d

′′′
22L

ndnc

1b 1d 1c nd nc1a  x

2L′
1nL +′

1L′

2b 2d 2c 2a nanb

′′′
21L′′′

12L′′′
11L ′′′

1nL ′′′
2nL′′

1L ′′
2L +

′′
1nL

′′′
22L′′′

21L′′′
12L′′′

11L ′′′
1nL ′′′

2nL′′
1L ′′

2L ′′
nL

 
Рис. 2 

Íà çàãàëüí³é ìåæ³ L L L L′ ′′ ′′′=    ( x− ∞ < < ∞ , 0y = ) ð³çíîð³äíèõ ï³âïëî-
ùèí ìàºìî êðàéîâ³ óìîâè, ÿê³ ñêëàäàþòüñÿ ³ç óìîâ (14) ³ íàñòóïíèõ: 

 (1) (2)
2 ( )y y L

u u g x
′′′

− =( ) , 

 (1) (1)
0( 1) ,    ,    1,2, , ,    1,2m

xy y kmL L
x L k n m

′′′ ′′′
′′′τ = − µ σ ∈ = = . (16) 

Êðàéîâ³ óìîâè (16), äå 0µ  – êîåô³ö³ºíò òåðòÿ, º óìîâàìè êîâçíîãî ( 0 0µ > ) 

àáî ãëàäêîãî ( 0 0µ = ) êîíòàêòó. 

 Ââåäåìî íåâ³äîìó ôóíêö³þ 

 (1)
3 ( ) y L

g x
′′′

= σ  (17) 

³ ñêîðèñòàºìîñÿ ðîçâ’ÿçêîì (15) îñíîâíî¿ çì³øàíî¿ çàäà÷³ (14) (ïîøèðèâøè 
ìíîæèíó L′′  íà ìíîæèíó L L′′ ′′′ ), ó ÿê³é äëÿ âèêîíàííÿ äðóãî¿ ç óìîâ (16) 

ïîêëàäåìî 4 0 3( ) ( 1) ( )mg x g x= − µ , x L′′′∈ . Âèä³ëèâøè ó äðóãîìó âèðàç³ (15) 

óÿâíó ÷àñòèíó ³ ï³äñòàâèâøè ¿¿ ó ïðîäèôåðåíö³éîâàíó ïåðøó ç êðàéîâèõ 
óìîâ (16), îòðèìàºìî ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìî¿ ôóíê-
ö³¿ 3 ( )g x  íà ñèñòåì³ ïðîì³æê³â L′′′ . 
 Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à (14), (16) çà äîïîìîãîþ òî÷íîãî ðîçâ’ÿçêó (15) îñ-
íîâíî¿ çì³øàíî¿ çàäà÷³ (14) çâîäèòüñÿ äî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ, ùî äàº 
çìîãó ïåðåíåñòè ñôîðìóëüîâàíó âèùå âëàñòèâ³ñòü íà çì³øàí³ çàäà÷³ äëÿ 
äâîõ ð³çíîð³äíèõ ï³âïëîùèí ç ä³ëÿíêàìè òðüîõ òèï³â êðàéîâèõ óìîâ. 
 Çàóâàæèìî, ùî çì³øàíà çàäà÷à (14), (16) ó âèïàäêó ä³ëÿíîê ãëàäêîãî 
êîíòàêòó, ðîçòàøîâàíèõ ò³ëüêè ç îäíîãî áîêó ä³ëÿíîê ç÷åïëåííÿ ( 0 0µ = , 

k kd b= , 1,2, ,k n=  ), ìàº òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê, îòðèìàíèé ó ðîáîò³ [8] äëÿ 

îäí³º¿ ï³âïëîùèíè ³ â [20] äëÿ äâîõ ï³âïëîùèí ( 1( ) 0g x ≡ , 2 ( ) 0g x ≡ ) øëÿõîì 
çâåäåííÿ äî êîìá³íîâàíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ Ä³ð³õëå – Ð³ìàíà äëÿ àíàë³òè÷íèõ 
ôóíêö³é, à òàêîæ ó ðîáîò³ [15] äëÿ äâîõ ï³âïëîùèí çâåäåííÿì äî âåêòîðíî¿ 
çàäà÷³ Ð³ìàíà – Ã³ëüáåðòà ñïåö³àëüíîãî âèãëÿäó. 

 Îñåñèìåòðè÷íà äåôîðìàö³ÿ ïðóæíèõ ï³âïðîñòîð³â. Çà óìîâè îñåñè-
ìåòðè÷íî¿ äåôîðìàö³¿ ï³âïðîñòîðó 0z ≥  çâ’ÿçîê ì³æ ïåðåì³ùåííÿìè ³ íà-
ïðóæåííÿìè íà ìåæ³ 0z = , 0 r≤ < ∞ , 0 2≤ ϑ < π  ìîæíà ïîäàòè íàñòóïíèì 
÷èíîì: 
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 1

0

( )1 2 11 1( ) ( )
2 2 ( )

i
s

r
z

i

s
ru r r ds

r r G G i g s

∞
− −

=
− ∞

τ∂ − ν − ν= σ −
∂ π ∫ , 

 1

0

1 1 21 ( ) ( ) ( )
2 2

i
sz

z i

u
g s s r ds r

r G i G

∞
− −

= − ∞

∂ − ν − ν= σ − τ
∂ π ∫ ,  

 

11
2 2 2

( )
1 1
2 2 2

s s

g s
s s

   Γ + Γ −   
   =
   Γ + Γ −   
   

, (18) 

äå ( )sσ  ³ ( )sτ  – òðàíñôîðìàíòè Ìåëë³íà ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü íîðìàëüíèõ ³ 
äîòè÷íèõ íàïðóæåíü (ïîìíîæåíèõ íà r ): 

 
0 0

( ) ( ) ,           ( ) ( )s ss r r dr s r r dr
∞ ∞

σ = σ τ = τ∫ ∫ ,  

 
0 0

( ) ,                ( )z rz z
r r ϑ= =σ = σ τ = τ . (19) 

Ñï³ââ³äíîøåííÿ (18), (19) âèïëèâàþòü ³ç ðîçâ’ÿçêó ïåðøî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ êîíóñà [9], ÿêùî ïîêëàñòè êóò ï³âðîçõèëó â îñüîâîìó 
ïåðåð³ç³ êîíóñà ð³âíèì 2π/ . 
 Ï³äñòàíîâêîþ (19) ó (18) ³ çì³íîþ ïîðÿäêó ³íòåãðóâàííÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ 
(18) ìîæóòü áóòè ïåðåòâîðåí³ äî âèãëÿäó [2] 

 
0

0

( )1 2 1 21 1( ) ( )
2r

z

s s srd s rru r r
r r G G r dr s r r s s r

∞

=

τ    ∂ − ν − ν= σ − + −   ∂ π + +   ∫ K  

 22 srs r ds
r s s r

   − + +   +   
E , 

 
0 0

2 ( )1 1 22 ( )
2

z

z

u s s srd ds r
r G dr s r s r G

∞

=

∂ σ  − ν − ν= − − τ ∂ π + + ∫ K , (20) 

äå ( )xK  ³ ( )xE  – ïîâí³ åë³ïòè÷í³ ³íòåãðàëè ïåðøîãî ³ äðóãîãî ðîäó. 

 Äëÿ äâîõ ïðóæíèõ ï³âïðîñòîð³â 0z ≥  ³ 0z ≤  ç ïðóæíèìè ñòàëèìè 1G , 

1ν  ³ 2G , 2ν  â³äïîâ³äíî, ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç çàãàëüíó ìåæó 0z =  ÿêèõ íà-
ïðóæåííÿ íåïåðåðâí³  

 (1) (2) (1) (2)

0 0 0 0
( ),      ( )z z rz rzz z z z
r r

= = = =
σ = σ = σ τ = τ = τ , (21) 

³ç (18) îòðèìóºìî 

 (1) (2) 1

0

( )1 2 2 1( ) th ( )
2 ( )

i
s

r r
z

i

s
r u u r r ds

r r i g sE E

∞
− −

∗ ∗=
− ∞

τ∂ − = πθ ⋅ σ −
∂ π ∫( ) , 

 (1) (2) 1

0

2 1 2( ) ( ) th ( )
2

i
s

z z
z

i

u u g s s r ds r
r iE E

∞
− −

∗ ∗=
− ∞

∂ − = σ − πθ ⋅ τ
∂ π ∫( )  (22) 

ç³ çíà÷åííÿìè ñòàëèõ E∗  ³ θ  ³ç (7). 
 Àíàë³ç ñï³ââ³äíîøåíü (18), (22), òàêèé ñàìèé, ÿê ³ äëÿ ï³âïëîùèí â³ä-
íîñíî ð³âíîñòåé (2), (6), ïðèâîäèòü äî âèñíîâêó, ùî ³ äëÿ äâîõ ïðóæíèõ ï³â-
ïðîñòîð³â ó âèïàäêó îñåñèìåòðè÷íî¿ äåôîðìàö³¿ òà óìîâ íåïåðåðâíîñò³ íà-
ïðóæåíü (21) ìàº ì³ñöå âëàñòèâ³ñòü, ñôîðìóëüîâàíà ó ïåðø³é ÷àñòèí³ 
ñòàòò³. 
 Âêàæåìî íà ðîáîòè, â ÿêèõ îòðèìàíî ðîçâ’ÿçêè îñåñèìåòðè÷íèõ çàäà÷ 
òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ äâîõ ñïðÿæåíèõ ï³âïðîñòîð³â. Â³äêðèòà ì³æôàçíà òð³-
ùèíà âèâ÷àëàñÿ â [6], â ðàìêàõ êîíòàêòíî¿ ìîäåë³ Êîìí³íîó – â [24, 33] ÷è-
ñåëüíî, â [14] àíàë³òè÷íî. Êð³ì òîãî, â [23] ðîçãëÿíóòà çîâí³øíÿ ì³æôàçíà 
òð³ùèíà ì³æ ç÷åïëåíèìè óçäîâæ êðóãîâî¿ îáëàñò³ ï³âïðîñòîðàìè. Ðîçâ’ÿçîê 
îñíîâíî¿ çì³øàíî¿ çàäà÷³, êîëè ó êðóãîâ³é îáëàñò³ ìåæ³ ï³âïðîñòîð³â çàäàí³ 
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íàïðóæåííÿ, à ïîçà ö³ºþ îáëàñòþ ïåðåì³ùåííÿ ³ íàïðóæåííÿ íåïåðåðâí³, 
ïîáóäîâàíî ó [9]. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó äëÿ îäíîãî ï³âïðîñòîðó, êîëè ó 
êðóãîâ³é îáëàñò³ ìåæ³ çàäàíî ïåðåì³ùåííÿ, à ïîçà íåþ â³äñóòí³ íàïðóæåí-
íÿ, ìàºìî â³äîìó çàäà÷ó ïðî êðóãîâèé øòàìï, ç÷åïëåíèé ç ïðóæíèì ï³â-
ïðîñòîðîì, ðîçâ’ÿçàíó íåçàëåæíî Â. ². Ìîññàêîâñüêèì [5] ³ ß. Ñ. Óôëÿíäîì 
[19]. Çà äîïîìîãîþ ðîçãëÿíóòî¿ íàìè âëàñòèâîñò³ ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³ áåç-
ïîñåðåäíüî ïåðåíîñèòüñÿ íà âèïàäîê ð³çíîð³äíèõ ï³âïðîñòîð³â, ç÷åïëåíèõ 
óçäîâæ êðóãîâî¿ îáëàñò³. 
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ОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ ДВУХ 
ПОЛУПЛОСКОСТЕЙ ИЛИ ПОЛУПРОСТРАНСТВ 
 
Ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå ëþáîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëÿ äâóõ ñîïðÿæåííûõ ïîëóïëîñ-
êîñòåé ñ ðàçíûìè óïðóãèìè ïîñòîÿííûìè â ñëó÷àå, êîãäà íàïðÿæåíèÿ íåïðåðûâ-
íî ïðîäîëæèìû ÷åðåç ãðàíèöó ïîëóïëîñêîñòåé, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îäíó ñîâîêóï-
íóþ óïðóãóþ ïîñòîÿííóþ, åñëè íàïðÿæåíèÿ, à òàêæå âíåøíèå ñèëîâûå ôàêòîðû 
îòíåñòè ê ïðèâåäåííîìó ìîäóëþ óïðóãîñòè. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ðåøåíèå çàäà÷è 
äëÿ äâóõ ñîïðÿæåííûõ ïîëóïëîñêîñòåé ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç ðå-
øåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è äëÿ îäíîé óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè. Óêàçàííîå 
ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî òàêæå è äëÿ îñåñèììåòðè÷íûõ çàäà÷, êîòîðûå ôîðìóëèðó-
þòñÿ äëÿ äâóõ ñîïðÿæåííûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ. 
 
ON ONE PROPERTY OF SOLUTION OF ELASTICITY THEORY PROBLEMS 
FOR TWO HALF-SPACES OR HALF-PLANES 
 
It has been shown that solution of any boundary-value problem for two conjugated 
half-planes with different elastic constants in the case when the stresses are continuable 
through the border of half-planes can be expressed via one cumulative elastic constant 
if to express both the stresses and external loads by a reduced module of elasticity. 
Hence, it is possible to obtain the solution of the problem for two conjugated half planes 
directly from the solution of the corresponding problem for one elastic half-plane. The 
specified property holds true for axisymmetric problems about contact interaction of 
two conjugated half-spaces. 
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