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Ïîêàçàíî, ùî ì³ðè äåôîðìàö³¿ òà ïî÷àòêîâ³ çíà÷åííÿ âåêòîðíèõ ³ òåíçîð-
íèõ ïàðàìåòð³â ñòàíó ïîä³ëÿþòüñÿ íà ñóá’ºêòèâí³ íåîáåðòîâ³ òà îá’ºêòèâ-
í³ îáåðòîâ³. Â³äïîâ³äíî ïîä³ëÿþòüñÿ é ïîäàííÿ ôóíêö³é ñòàíó, ç ÿêèõ ëèøå 
îá’ºêòèâí³ ÿâíî íå çàëåæèòü â³ä ì³ðè ïîâîðîòó îñåé ìàòåð³àëó. Ïîáóäîâàíî 
ôîðìóëè çâåäåííÿ áåçîáåðòîâèõ äèôåðåíö³àë³â ôóíêö³é ñòàíó äî âèðàç³â ÷åðåç 
òåíçîðè áåçìåæíî ìàëèõ äåôîðìàö³¿ ³ ïîâîðîòó. Íà ö³é ï³äñòàâ³ îòðèìàíî 
îá’ºêòèâí³ ïîäàííÿ äëÿ òåíçîðà íàïðóæåíü ÷åðåç ïîõ³äí³ â³ä ïîòåíö³àëó 
ñòàíó àí³çîòðîïíîãî ìàòåð³àëó. Ðåçóëüòàòè ñòîñóþòüñÿ íåë³í³éíî¿ ìåõàí³-
êè ò³ë ç ïî÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè.  

 
Ïèòàííÿ çàëåæíîñò³ ôóíêö³é ñòàíó äåôîðì³âíîãî ò³ëà â³ä éîãî îáåðòàí-

íÿ äîêëàäíî íå ðîçãëÿäàþòü, òîìó ùî ââàæàºòüñÿ, ùî çâ’ÿçêè ì³æ ïàðàìåò-
ðàìè ñòàíó íå çàëåæàòü â³ä ì³ðè ïîâîðîòó. Òîìó é çà ïàðàìåòð íàïðóæåíî-
äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ïðèéìàþòü ò³ ÷è ³íø³ ñèìåòðè÷í³ òåíçîðí³ ì³ðè äå-
ôîðìàö³¿, íåçàëåæí³ â³ä ì³ðè ïîâîðîòó. Ïðîòå, ç ³íøîãî áîêó, òåíçîðí³ é 
âåêòîðí³ ïàðàìåòðè ñòàíó, âêëþ÷íî ç òåíçîðàìè äåôîðìàö³¿, à òàêîæ ïàðà-
ìåòðè àí³çîòðîï³¿ ìàòåð³àëó çàëåæàòü â³ä îáåðòàííÿ. Çàãàëüíîïðèéíÿòî 
ââàæàòè, ùî ³ç çàñòîñóâàííÿì ñèìåòðè÷íèõ òåíçîð³â äåôîðìàö³¿ öÿ ïðîáëå-
ìà âèð³øóºòüñÿ ñàìà ñîáîþ. Ä³éñíî, â ë³í³éí³é òåîð³¿, êîëè ´ðàä³ºíò ïîëÿ ïå-
ðåì³ùåíü, à, îòæå, ³ äåôîðìàö³¿, ³ ïîâîðîòè ïîêëàäàþòü ìàëèìè, òî âïëèâîì 
ïîâîðîò³â íà çíà÷åííÿ òåíçîðíèõ ôóíêö³é ñòàíó ìîæíà çíåõòóâàòè. ²íøà 
ð³÷, êîëè éäåòüñÿ ïðî íåë³í³éí³ ê³íåìàòè÷í³ åôåêòè, çîêðåìà ïðî íåîäíîð³ä-
íå ïîëå ïîâîðîò³â, çóìîâëåíå òàêèì æå ïîëåì äåôîðìàö³é. Òîä³ ó ôóíêö³ÿõ 
ñòàíó íåîáõ³äíî âðàõîâóâàòè çàëåæí³ñòü òåíçîðíèõ ïàðàìåòð³â â³ä îáåð-
òàííÿ.  

Ó äåÿêèõ ìîíîãðàô³ÿõ ç íåë³í³éíî¿ ìåõàí³êè [4, 7] îïèñàíî äîñë³äæåííÿ 
îñîáëèâîñòåé çàëåæíîñò³ â³ä ì³ðè ïîâîðîòó äëÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ ïðóæíîñò³ 
(âèðàç äëÿ íàïðóæåíü ÷åðåç ì³ðó ÷è òåíçîð äåôîðìàö³¿). Îòðèìàí³ âèñíîâ-
êè í³áèòî äîâîäÿòü çàãàëüíîâ³äîì³ òâåðäæåííÿ êëàñè÷íî¿ íåë³í³éíî¿ òåîð³¿ 
ïðóæíîñò³ ùîäî çàñòîñóâàííÿ ì³ð äåôîðìàö³¿ (íàïðèêëàä, [1–3, 5, 8, 9]), 
ïðîòå ¿õ äîâåäåííÿ õèáíå, îñê³ëüêè ´ðóíòóºòüñÿ íà ïåâí³é «³íäèôåðåíòíîñ-
ò³», çà òåðì³íîëîã³ºþ ðîáîòè [4], ñï³ââ³äíîøåííÿ ïðóæíîñò³ â³ä ñèñòåìè â³ä-
ë³êó. Íàñïðàâä³ æ ôóíêö³¿ ñòàíó, çðåøòîþ, ÿê ³ áóäü-ÿê³ çàêîíè ïðèðîäè, 
í³ÿê íå çàëåæàòü â³ä ñóá’ºêòèâíî âèáðàíèõ ñïîñòåð³ãà÷åì êîîðäèíàò1. Ðîçó-
ì³ííÿ öüîãî ôàêòó ëåæèòü â îñíîâ³ ïîíÿòü âåêòîðà òà òåíçîðà ÿê îá’ºêòèâ-
íèõ íàïðàâëåíèõ îá’ºêò³â, íåçàëåæíèõ â³ä êîîðäèíàò, ³ â³äîáðàæåíî ïðàâè-
ëàìè ïåðåòâîðåííÿ êîìïîíåíò òåíçîðà. Òàê ÷è ³íàêøå, äëÿ ïîòðåá çàäà÷ 
ïðî âçàºìîä³þ çâ’ÿçàíèõ ïîë³â ó ïî÷àòêîâî íàïðóæåíîìó ò³ë³ íåîáõ³äíî äî-
ñë³äèòè çàëåæí³ñòü â³ä îáåðòàííÿ íå ëèøå äëÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ ïðóæíîñò³, à 
é äëÿ äîâ³ëüíèõ òåíçîðíèõ ôóíêö³é ñòàíó. 

Îá’ºêòèâí³ òà ñóá’ºêòèâí³ ôóíêö³¿ ñòàíó. ²ç ââåäåííÿì ô³çè÷íèõ ïî-
íÿòü âåêòîðà òà òåíçîðà ìàòåìàòè÷í³ âåëè÷èíè ïîä³ëÿþòü íà îá’ºêòèâí³, ô³-
çè÷í³, òà ñóá’ºêòèâí³. Ïåðø³ öå – ñêàëÿðè, âåêòîðè é òåíçîðè, à äðóã³ – äî-
â³ëüíî âèáðàí³ ñïîñòåð³ãà÷àìè áàçèñè òà êîìïîíåíòè âåêòîð³â ³ òåíçîð³â ó 
öèõ áàçèñàõ. Íàïðèêëàä, ó âèðàçàõ 
                                           
1 Öå òâåðäæåííÿ ëåãêî äîâåñòè â³ä ñóïðîòèâíîãî íà ïðîñòîìó ïðèêëàä³. Íåõàé p  ³ 

ρ  – äâ³ ïîâÿçàí³ ô³çè÷í³ âåëè÷èíè. Ïðèïóñòèìî, ùî çâ’ÿçîê ì³æ íèìè òàêîæ çà-

ëåæèòü â³ä ðàä³óñ-âåêòîðà r  òà ÷àñó t : ( , , )p f t= ρ r . Îñê³ëüêè ôóíêö³¿ ( , )tρ = ρ r  ³ 

( , )p p t= r  îïèñóþòü ïîëÿ öèõ âåëè÷èí, òî ( , ) ( , ) ( , , )  t p p t f t pρ = ρ ∧ = = ρ ⇒ =r r r  

( ) ( , ) ( ( , ))f p t f t= ρ ∧ = ρr r , ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. 
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− . Âðàõîâóþ÷è öåé ïîä³ë ìàòåìàòè÷íèõ âåëè÷èí, äîâåäåìî, ùî 

çâ’ÿçêè ì³æ îá’ºêòèâíèìè âåëè÷èíàìè íå çàëåæàòü â³ä ¿õ ñï³ëüíîãî îáåð-
òàííÿ. Íàñàìïåðåä çàóâàæèìî, ùî îáåðòàííÿ º âçàºìíèì: ÿêùî îäèí âåêòîð 
ïîâåðòàºòüñÿ â³äíîñíî ³íøîãî, òî öåé îñòàíí³é òàêîæ ïîâåðòàºòüñÿ â³äíîñíî 
ïåðøîãî. Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî âñ³ îá’ºêòèâí³ íàïðÿìêè – îáåðòîâ³. Òîìó âñ³ 
íåîáåðòîâ³, ô³êñîâàí³ íàïðÿìêè – ñóá’ºêòèâí³. À ôóíêö³¿, ùî ïîâ’ÿçóþòü 
ì³æ ñîáîþ îá’ºêòèâí³ âåëè÷èíè, íå çàëåæàòü â³ä âåêòîðíèõ ³ òåíçîðíèõ êîí-
ñòàíò, òîáòî òàê³ ôóíêö³¿ – îáåðòîâí³ [6]. ¯õ âèãëÿä íå çàëåæèòü â³ä ñï³ëü-
íîãî ïîâîðîòó çì³ííèõ, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. Àí³çîòðîïíå çíà÷åííÿ 
îáåðòîâíî¿ ôóíêö³¿ ïîâåðòàºòüñÿ ðàçîì ç³ ñï³ëüíèì ïîâîðîòîì ¿¿ çì³ííèõ 
(³íøèìè ñëîâàìè – îáåðòîâí³ ôóíêö³¿ º áåçóìîâíî ³çîòðîïíèìè). Îòæå, âñ³ 
îá’ºêòèâí³ ôóíêö³¿ òàêîæ ³çîòðîïí³, îñê³ëüêè íå çàëåæàòü â³ä àí³çîòðîïíèõ 
òåíçîðíèõ êîíñòàíò.  

Äëÿ íàî÷íîñò³ ðîçãëÿíåìî ôóíêö³þ ( , )G X Y , çíà÷åííÿ ÿêî¿ º òåíçîðîì 
ðàíãó g . Ó âèïàäêó ñï³ëüíîãî îáåðòàííÿ çì³ííèõ ôóíêö³¿ ìàºìî [6]: 

 ˆˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )x y g g
∗ ∗ ∗ ∗= = = =G G X Y G X R Y R G R G X Y R    . (1) 

Òóò ³ äàë³ çáåðåæåíî ïîçíà÷åííÿ ç ðîáîòè [6], çîêðåìà, øàïî÷êîþ «  »  ïî-
çíà÷åíî ô³êñîâàí³ â³äë³êîâ³ çíà÷åííÿ òåíçîð³â ïåðåä ïîâîðîòîì. Òðèêóòíà 
«ñòð³ëêà», ë³âà « » ÷è ïðàâà « », îçíà÷àº çãîðòêó, ïîðÿäîê ÿêî¿ äîð³âíþº 

ðàíãó òåíçîðà, íà ÿêèé âîíà âêàçóº. Òåíçîð q
∗R  – óçàãàëüíåíèé îðòîãîíàëü-

íèé òåíçîð äîâ³ëüíîãî ïàðíîãî ðàíãó 2 0q ≥ , ÿêèé õàðàêòåðèçóº ïîâîðîò äî-
â³ëüíîãî òåíçîðà ðàíãó q  [6]. Îñê³ëüêè â³äë³êîâ³ çíà÷åííÿ òåíçîð³â ñòàë³, òî 

âîíè ñóá’ºêòèâí³. Â³äïîâ³äíî çì³ííèé òåíçîð q
∗R  òàêîæ º ñóá’ºêòèâíèì (éîãî 

çíà÷åííÿ çàëåæèòü â³ä âèáîðó â³äë³êîâèõ çíà÷åíü ˆ ˆ,X Y ). Òîìó ó ôîðìóëàõ 
(1) ëèøå ïåðøèé âèðàç º îá’ºêòèâíîþ ôóíêö³ºþ, òîä³ ÿê òðè îñòàíí³ âèðàçè 
– ñóá’ºêòèâí³ ôóíêö³¿, òîìó ùî çàëåæàòü â³ä ñóá’ºêòèâíèõ âåëè÷èí. Ôîðìó-
ëè (1) ïîêàçóþòü, ùî îá’ºêòèâíó ôóíêö³þ ìîæíà ïîäàòè ÿê ôóíêö³þ, çà-
ëåæíó òàêîæ ³ â³ä ñóá’ºêòèâíèõ âåëè÷èí. 

Îá’ºêòèâí³ òà ñóá’ºêòèâí³ ì³ðè äåôîðìàö³¿. Çì³íà äîâæèíè òà íàïðÿì-
êó ë³í³éíèõ ðîçì³ð³â áåçìåæíî ìàëîãî ìàòåð³àëüíîãî åëåìåíòà âèçíà÷àºòüñÿ 
íåâèðîäæåíèì òåíçîðîì äðóãîãî ðàíãó [3–5, 7, 8]:  

 ˆ ˆ
0 0d d d= ⋅ = ⋅r r F F rT . (2) 

Òóò ˆ
0dr  ³ dr  – â³äïîâ³äíî ñòàëà ïî÷àòêîâà òà çì³ííà ïîòî÷íà (àêòóàëüíà) 

âåëè÷èíà ïåâíîãî áåçìåæíî ìàëîãî ë³í³éíîãî ðîçì³ðó (â³ääàë³ ì³æ äâîìà 
áåçìåæíî áëèçüêèìè «ìàòåð³àëüíèìè» òî÷êàìè), òåíçîð F  ³íêîëè íàçèâà-

þòü ´ðàä³ºíòîì äåôîðìàö³¿ [8], à éîãî òðàíñïîíåíòó FT  – ´ðàä³ºíòîì ì³ñöÿ 
[4], îñê³ëüêè âîíè âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ´ðàä³ºíò âåêòîðà çì³ùåííÿ ÷è ðàä³ó-
ñà-âåêòîðà. Çàãàëîì ôóíêö³¿ ñòàíó äåôîðì³âíèõ ìàòåð³àë³â çàëåæàòü â³ä 
òåíçîðà F . Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó Êîø³ ïðî ïîëÿðíèé ðîçêëàä íåâèðîäæå-
íîãî òåíçîðà äðóãîãî ðàíãó, òåíçîð F  ðîçêëàäàþòü íà çãîðòêó äîäàòíîãî ñè-
ìåòðè÷íîãî òåíçîðà U  àáî V  òà îðòîãîíàëüíîãî R : 

 = ⋅ = ⋅F U R R V . (3) 

Ñèìåòðè÷í³ òåíçîðè õàðàêòåðèçóþòü äåôîðìàö³þ ë³í³éíèõ ðîçì³ð³â, ¿õ 
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êâàäðàòè = ⋅B V V  òà = ⋅C U U  íàçèâàþòü ì³ðàìè äåôîðìàö³¿ [1–5, 7, 8]. 
Òåíçîð R  õàðàêòåðèçóº ïîâîðîò ìàòåð³àëüíèõ åëåìåíò³â. Âåêòîðè ˆ

0dr  ñòà-

ë³, à, îòæå, ñóá’ºêòèâí³, â³äïîâ³äíî – ñóá’ºêòèâíèì º òåíçîð R . Îñê³ëüêè 

 2:= ⋅ ⋅ ≡V R U R U RT , (4) 

òî ëèøå îäèí òåíçîð ³ç ïàðè òåíçîð³â U , V  º îá’ºêòèâíèì. Îñê³ëüêè âñ³ íà-
ïðÿìêè ˆ

0dr  – ñóá’ºêòèâí³, òî ñóá’ºêòèâíèìè º ³ íàïðÿìêè, ñïðÿìîâàí³ 

âçäîâæ ãîëîâíèõ îñåé òåíçîðà U , òîìó â³í ñóá’ºêòèâíèé. Â³äïîâ³äíî òåíçîð 
V  – îá’ºêòèâíèé.  

Îáåðòîâèé ïî÷àòêîâèé ñòàí òà îá’ºêòèâí³ ôóíêö³¿ ñòàíó. Ôîðìóëè (3) 
ïîäàþòü çì³íó ë³í³éíèõ ðîçì³ð³â ó âèãëÿä³ äâîõ ñóïåðïîçèö³é. Ïåðøà ç íèõ 
– öå äåôîðìàö³ÿ ˆ ˆ

0d d= ⋅r r U  ç íàñòóïíèì ïîâîðîòîì ˆd d≡ ⋅r r R , à äðóãà – 

ïîâîðîò ˆ
0 0d d≡ ⋅r r R  ç íàñòóïíîþ äåôîðìàö³ºþ 0d d= ⋅r r V . Òóò 0dr  â³äïî-

â³äàº îáåðòîâîìó íåäåôîðìîâàíîìó ñòàíó, à ˆdr  – äåôîðìîâàíîìó íåîáåð-
òîâîìó. Ïåðøèé ³ç íèõ îá’ºêòèâíèé, äðóãèé – ñóá’ºêòèâíèé. Òàêèì ÷èíîì, 
íà â³äì³íó â³ä ñòàëîãî ïî÷àòêîâîãî ñòàíó, ïîâ’ÿçàíîãî ç ïîòî÷íèì ÷åðåç 
ñóá’ºêòèâíèé òåíçîð F , îáåðòîâèé ïî÷àòêîâèé ñòàí ïîâ’ÿçàíèé ç ïîòî÷íèì 
÷åðåç îá’ºêòèâíèé òåíçîð V . Îáåðòîâèé ïî÷àòêîâèé ñòàí õàðàêòåðèçóºòüñÿ 
îáåðòîâèìè ïî÷àòêîâèìè çíà÷åííÿìè ïàðàìåòð³â ñòàíó òà àí³çîòðîï³¿. Íà-

ïðèêëàä, ÿêùî ˆˆ
0 0,  ,  == F IP Q P Q  – ô³êñîâàí³ ïî÷àòêîâ³ çíà÷åííÿ äåÿêèõ ïà-

ðàìåòð³â ñòàíó2 ,P Q  òåíçîð³â ðàíã³â p  ³ q  â³äïîâ³äíî, à ñòàëèé òåíçîð ˆ
0  

ðàíãó ζ  õàðàêòåðèçóº àí³çîòðîï³þ ó ô³êñîâàíîìó ïî÷àòêîâîìó ñòàí³, òî 
îá’ºêòèâíîìó ïî÷àòêîâîìó ñòàíó â³äïîâ³äàþòü òàê³ îáåðòîâ³ ïàðàìåò-
ðè: 

 ˆˆ ˆ
0 0 0 0 0 0,      ,      p q ζ= = =P P R Q Q R R    . (5) 

Âñòàíîâèâøè îá’ºêòèâíèé ïî÷àòêîâèé ñòàí, ìîæåìî çàïèñàòè îá’ºêòèâíå 
ïîäàííÿ ôóíêö³¿ ñòàíó äåôîðì³âíîãî ìàòåð³àëó. Òàêà ôóíêö³ÿ çàëåæèòü â³ä 
õàðàêòåðèñòèê ïî÷àòêîâîãî ñòàíó (òóò – òåíçîð³â (5)), â³ä ïîòî÷íèõ çíà÷åíü 
ïàðàìåòð³â ñòàíó (òóò – òåíçîð³â ,P Q ) òà îá’ºêòèâíèõ òåíçîð³â äåôîðìàö³¿ 

V  ÷è B  (àáî îáåðíåíèõ äî íèõ). Íàäàë³ ðîçãëÿíåìî ÿê äîñòàòíüî çàãàëüíèé 
ïðèêëàä òàêó ôóíêö³þ ñòàíó ðàíãó s :  

 0 0 0 0 0 0( , , , , , ) ( , , , , , )= =S S V P Q P Q S B P Q P Q  . (6) 

Ñóá’ºêòèâí³ ïîäàííÿ ôóíêö³¿ ñòàíó. Âðàõîâóþ÷è ð³âíîñò³ (4) ³ (5), çâå-
äåìî ïîäàííÿ (6) äî ôóíêö³¿, ùî çàëåæèòü â³ä ñóá’ºêòèâíèõ âåëè÷èí – ïà-

ðàìåòð³â ñòàíó ˆ
p=P P R T , ˆ

q=Q Q R T , ì³ðè äåôîðìàö³¿ U  (àáî C ) òà ì³ðè 

ïîâîðîòó R : 

 ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ
0 0 0 0 0 0( , , , , , ) ( , , , , , )s s= =S S U P Q P Q R S C P Q P Q R   . (7) 

Òàêå ïîäàííÿ çðó÷íå äëÿ ïîáóäîâè áåçîáåðòîâîãî äèôåðåíö³àëà ôóíêö³¿ 
ñòàíó [6]: 

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ
0 0 0 0 0 0( , , , , , ) ( , , , , , ) sd∂ =S V P Q P Q S U P Q P Q R[ ]ρ   . (8) 

Òóò ñïðàâà âñ³ âåëè÷èíè ç íèæí³ì ³íäåêñîì «0» º ñòàëèìè, òîìó ó äèôåðåí-
ö³àë³ ñïðàâà íèìè ìîæíà çíåõòóâàòè. Ï³äñòàâëÿþ÷è ó ïîäàííÿ (7) òà (8) âè-

ðàçè ì³ð äåôîðìàö³¿ ÷åðåç òåíçîðè F  òà R : = ⋅V R FT , = ⋅U R FT  àáî 

= ⋅B F FT , = ⋅C F FT , îòðèìàºìî ð³çí³ ïîäàííÿ äëÿ ôóíêö³¿ ñòàíó, çàëåæí³ 
â³ä òåíçîðà F . Çðîçóì³ëî, ùî âîíè òàêîæ ñóá’ºêòèâí³. 
                                           
2 Çîêðåìà, öå ìîæóòü áóòè òåïëîâ³, åëåêòðè÷í³ òà ìàãí³òí³ ïàðàìåòðè âíóòð³øíüî¿ 
åíåðã³¿ ³ ¿õ ãðàä³ºíòè [2, 4, 5, 7, 8]. 
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Äèôåðåíö³àëè ì³ð äåôîðìàö³¿ òà ïîâîðîòó. Äëÿ áåçïîñåðåäíüîãî çà-
ñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ ôîðìóë íåîáõ³äíî çàïèñàòè âèðàçè äëÿ äèôåðåíö³à-
ë³â ôóíêö³é ñòàíó ÷åðåç íàêëàäåíå ïîëå áåçìåæíî ìàëèõ çì³ùåíü δw , ´ðà-

ä³ºíò ÿêîãî äîð³âíþº â³äíîñíîìó ïðèðîñòó 1 d−δ ≡ ⋅ =F F w . Ñèìåòðè÷íà 

÷àñòèíà ïðèðîñòó symδ = δ   º òåíçîðîì áåçìåæíî ìàëî¿ äåôîðìàö³¿, à 

êîñîñèìåòðè÷íà asymδ = δ   – áåçìåæíî ìàëèé êóò ïîâîðîòó îñåé 

äåôîðìàö³¿ åëåìåíò³â, ñï³ââ³ñíèõ ç ãîëîâíèìè íàïðÿìêàìè òåíçîðà δ  [1, 3, 
4, 7–9]. Âèõîäÿ÷è ç â³äîìèõ âèðàç³â äëÿ äèôåðåíö³àë³â ì³ð äåôîðìàö³¿ [4]:  

 d d d= ⋅ + ⋅ = δ ⋅ + ⋅ δ =B F F F F B BT T T   

 = δ ⋅ + ⋅ δ + ⋅ δ − δ ⋅B B B B    , (9) 

 2d d d= ⋅ + ⋅ = ⋅ δ ⋅C F F F F F FT T T , (10) 

íà îñíîâ³ ôîðìóëè 2:d∂ =B C Rρ  îòðèìàºìî âèðàçè äëÿ áåçîáåðòîâîãî òà 

îáåðòîâîãî äèôåðåíö³àë³â ì³ðè B :  

 2 ,        2d∂ = ⋅ δ ⋅ = δ ⋅ + ⋅ δ − ⋅ δ ⋅B V V B B B V VT   ρ ρ . (11) 

Ïðîòå öüîãî íåäîñòàòíüî äëÿ ïîáóäîâè äèôåðåíö³àë³â ôóíêö³é ñòàíó, ïî-
òð³áíî ìàòè òàê³ æ âèðàçè äëÿ äèôåðåíö³àë³â R , V , U . Ùîá îòðèìàòè ¿õ, 
ñêîðèñòàºìîñÿ âèðàçîì äëÿ ïðèðîñòó îðòîãîíàëüíîãî òåíçîðà [4]: 

 
3

1 1

, 1

2( ) ( )i j i j i j i j
i j

d − −

=

= ⋅ δ − ⋅ λ λ λ + λ ⋅ δ ⋅∑R R F n n n nT  .  

Òóò in  – ïðàâà òð³éêà îäèíè÷íèõ ãîëîâíèõ íàïðÿìê³â òåíçîðà V , à iλ  – 
â³äïîâ³äí³ âëàñí³ çíà÷åííÿ, ãîëîâí³ â³äíîñí³ âèäîâæåííÿ. Ç âèðàçó âèïëèâàº, 
ùî 

 1 :d−δ ≡ ⋅ = δ + δR R   ρ , (12) 

äå 

 
3

1
4 2 2

, 1

( )( ) :: : :i j i j i j i j
i j

−

=

≡ λ − λ λ + λ = − = − =∑ n n n n I I I   

 1 1
2 2

1
4

− −= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −V I V V I V( )  

 
3

3 1

, 1

1 ( ) ( )
4 i j i j i j i j i j

i j

−

=

− λ − λ λ λ λ + λ∑ n n n n[ ]  (13) 

– êîñîñèìåòðè÷íèé òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãó. Îñê³ëüêè 1kV ≈  äëÿ òâåðäèõ 

ìàòåð³àë³â, òî äâ³÷³ ï³äêðåñëåí³ ÷ëåíè ó ôîðìóëàõ (12) ³ (13) íåñóòòºâ³ ïî-
ð³âíÿíî ç ï³äêðåñëåíèìè îäí³ºþ ë³í³ºþ. ßêùî òåíçîðè V  òà δ  ñï³ââ³ñí³ 

(òîáòî 
3

1
k k k

k=

δ = δε∑ n n ), òî δ = δ  . Êîëè æ äîäàòêîâà çñóâíà äåôîðìàö³ÿ 

Dev δ  íå ñï³ââ³ñíà ç òàêîþ æ íàêîïè÷åíîþ Dev V , òî δ ≠ δ  , òîä³ ÿê â 
ðàìêàõ ë³í³éíî¿ òåîð³¿ ö³ ïîâîðîòè òîòîæí³. 

Âðàõîâóþ÷è, ùî 2:d∂ =V U Rρ , ³ ç îãëÿäó íà (3) îòðèìàºìî 

 d = ⋅ δ − δ ⋅V V V ρ , 

 1( ) −∂ = ⋅ δ − δ ⇒ δ = δ − ⋅ ∂V V V V ρ ρρ ρ . (14) 
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Òîä³, âðàõîâóþ÷è (12) ³ (13), îòðèìàºìî âèðàç äëÿ áåçîáåðòîâîãî äèôåðåíö³-
àëà: 

 :∂ = δV W ρ , (15) 

äå 

 
3

1

, 1

( ) ( )i j i j i j i j i j j i
i j

−

=

≡ λ λ λ + λ + =∑W n n n n n n n n  

 2 2 2 2 2 2
1 : :
8

= + ⋅ + ⋅ + −I J I I I JV V( ) ( ) ( )  

 
3

2 1

, 1

1 ( ) ( ) ( )
4 i j i j i j i j i j j i

i j

−

=

− λ − λ λ + λ +∑ n n n n n n n n  (16)  

– ïîâí³ñòþ ñèìåòðè÷íèé òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãó òàêèé, ùî 
( )k

k =I W  
( )k

k= W I , 2,3, 4k = . Çíîâó æ òàêè, äëÿ òâåðäèõ ìàòåð³àë³â ìîæíà çíåõòó-

âàòè äâ³÷³ ï³äêðåñëåíèìè ÷ëåíàìè. 
 Äèôåðåíö³àëè ôóíêö³é ñòàíó. Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëè (9)–(16), çàïèøå-
ìî äèôåðåíö³àë îá’ºêòèâíîãî ïîäàííÿ ôóíêö³¿ ñòàíó (7): 

 1 , ,: ( : ) :sd += − + + + ∂ + ∂P QS S S S P S Q     ρ ρ , (17) 

äå 
 , 2 , , 22 : : 2 :≡ ⋅ ⋅ = = ⋅ ⋅B V CS S V I V S W S F I F ( ) ( )  (18) 

– îá’ºêòèâíà äåôîðìàö³éíà ïîõ³äíà. Çîêðåìà, ÿêùî Φ  – ïèòîìà âíóòð³øíÿ 
åíåðã³ÿ (â³äíåñåíà äî îäèíèö³ ìàñè), à ρ  – ãóñòèíà ìàòåð³àëó, òî = ρT   – 

òåíçîð íàïðóæåíü (òåíçîð ³ñòèííèõ íàïðóæåíü, òåíçîð Êîø³) [1–5, 7, 8]. Îò-
æå, çà ôîðìóëîþ (18) îòðèìóºìî òàê³ äèôåðåíö³àëüí³ âèðàçè äëÿ íàïðó-
æåíü: 

 , , ,2 : 2= ρ = ρ ⋅ ⋅ = ρ = ρ ⋅ ⋅B V CT V V W F FT
    . (19) 

Ç óñ³õ öèõ âèðàç³â ó ë³òåðàòóð³ íàâîäÿòü ëèøå îñòàíí³é, îñê³ëüêè îá’ºêòèâí³ 
ì³ðè V  òà B  ââàæàþòü íåïðèäàòíèìè äëÿ ôóíêö³é ñòàíó àí³çîòðîïíèõ ìà-
òåð³àë³â. Íàñïðàâä³ æ ôîðìóëè (7), (8) ïîêàçóþòü, ùî ³ îá’ºêòèâí³, ³ ñóá’ºê-
òèâí³ ì³ðè ìîæíà çàñòîñîâóâàòè äî áóäü-ÿêèõ ìàòåð³àë³â. ²íøà ð³÷, ùî äëÿ 
öüîãî ïîòð³áíî ïðàâèëüíî çàïèñóâàòè äèôåðåíö³àëè ôóíêö³é ñòàíó. ßêùî 
âñ³ áàçèñí³ òåíçîðí³ ïàðàìåòðè ñòàíó, êð³ì ì³ðè äåôîðìàö³¿ V , íàáóâàþòü 
³çîòðîïíèõ çíà÷åíü, òî ïîõ³äíà ,B  ñï³ââ³ñíà ç òåíçîðàìè ,V B  ³ , ⋅ =B V  

,= ⋅ BV   (äèâ. [1, 3–5, 7, 8]). Òîä³ ïåðøå ç ð³âíÿíü (19) çâîäèòüñÿ äî â³äîìî¿ 

ôîðìóëè , ,2 2= ρ ⋅ = ρ ⋅B BT B B   ç êóðñó íåë³í³éíî¿ ïðóæíîñò³ ³çîòðîïíîãî 

ò³ëà [3–5, 7, 8]. 
Âèñíîâêè. Îòæå, ì³ðè ÷è òåíçîðè äåôîðìàö³¿, ùî îáåðòàþòüñÿ ðàçîì ç 

ìàòåð³àëüíèìè åëåìåíòàìè ò³ëà, íàëåæàòü äî îá’ºêòèâíèõ ïàðàìåòð³â ñòàíó. 
Íàòîì³ñòü, íåîáåðòîâ³ ì³ðè òà òåíçîðè äåôîðìàö³¿ º ñóá’ºêòèâíèìè. Ì³ðó 
ïîâîðîòó ìîæíà âèëó÷èòè ç ïîäàííÿ ôóíêö³¿ ñòàíó ëèøå çàñòîñóâàííÿì 
îá’ºêòèâíèõ ïàðàìåòð³â, ó òîìó ÷èñë³ îáåðòîâèõ çíà÷åíü ïî÷àòêîâîãî ñòàíó. 
Öå ÷àñòêîâî ñïðîñòîâóº ïîøèðåíå óÿâëåííÿ, ùî çàñòîñóâàííÿ áóäü-ÿêèõ 
ì³ð äåôîðìàö³¿ äàº çìîãó âèëó÷èòè ì³ðó ïîâîðîòó ç ôóíêö³é ñòàíó. Áóäü-
ÿê³ â³äîì³ ïàðàìåòðè «âåëèêî¿» äåôîðìàö³¿ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè äëÿ ïî-
äàííÿ äîâ³ëüíî¿ ôóíêö³¿ ñòàíó áåç îãëÿäó íà ìàòåð³àë ò³ëà, âñóïåðå÷ ïîøè-
ðåíîìó òâåðäæåííþ, ùî äëÿ ôóíêö³é ñòàíó àí³çîòðîïíèõ ìàòåð³àë³â îáåð-
òîâ³ ì³ðè çàñòîñîâóâàòè íå ìîæíà. ²íøà ð³÷, ùî, çàñòîñîâóþ÷è òàê³ ì³ðè, 
íåîáõ³äíî çàñòîñîâóâàòè â³äïîâ³äíèé àïàðàò äèôåðåíö³þâàííÿ îáåðòîâíèõ 
òåíçîðíèõ ôóíêö³é [6].  
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О ЗАВИСИМОСТИ ФУНКЦИЙ СОСТОЯНИЯ ДЕФОРМИРУЕМОГО 
ТЕЛА ОТ МЕРЫ ПОВОРОТА  
 
Ïîêàçàíî ÷òî, ìåðû äåôîðìàöèè è íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ âåêòîðíûõ è òåíçîðíûõ 
ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ äåëÿòñÿ íà ñóáúåêòèâíûå íåâðàùàåìûå è îáúåêòèâíûå 
âðàùàåìûå. Ñîîòâåòñòâåííî äåëÿòñÿ è ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ñîñòîÿíèÿ, èç 
íèõ òîëüêî îáúåêòèâíûå íå çàâèñÿò ÿâíî îò ìåðû ïîâîðîòà îñåé ìàòåðèàëà. Ïî-
ñòðîåíû ôîðìóëû ñâåäåíèÿ áåçâðàùàòåëüíûõ äèôôåðåíöèàëîâ ôóíêöèé ñîñòîÿ-
íèÿ ê âûðàæåíèÿì ÷åðåç òåíçîðû áåñêîíå÷íî ìàëûõ äåôîðìàöèé è âðàùåíèÿ. Íà 
ýòîì îñíîâàíèè ïîëó÷åíû îáúåêòèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé 
÷åðåç ïîòåíöèàë ñîñòîÿíèÿ àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà. Ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê 
íåëèíåéíîé ìåõàíèêå òåë ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè.  
 
ABOUT DEFORMABLE SOLID STATE FUNCTION DEPENDENCE 
ON ROTATION MEASURE  
 
It is shown that the strain measure tensors and initial values of vector and tensorial 
state parameters are divided into objective rotational and subjective one which do not 
rotate. Several presentations of any state function are divided correspondingly. Only 
objective ones do not explicitly depend on the rotation measure of material axis. The 
formulae for reduction of non-rotational differentials into expressions in terms of ten-
sor of the infinitesimal deformation and rotation are constructed. For this reason, the 
objective representations of the stress tensor in terms of the state potential derivatives 
are obtained for anisotropic material. The results concern the nonlinear mechanics of 
initially stressed solids.  
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 10.06.08 
 


