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ПРО ЕНЕРГЕТИЧНИЙ ПІДХІД І ТЕРМОДИНАМІЧНІ ЗАСАДИ 
ВАРІАЦІЙНОГО ФОРМУЛЮВАННЯ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ 
ТЕРМОМЕХАНІКИ З УРАХУВАННЯМ ПРИПОВЕРХНЕВИХ ЯВИЩ 
 

Ó ðàìêàõ åíåðãåòè÷íîãî, òåðìîäèíàì³÷íîãî òà âàð³àö³éíîãî ï³äõîä³â çàïðî-
ïîíîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äëÿ îïèñó òåðìîìåõàí³÷íèõ ïðîöåñ³â ó ïðóæ-
íèõ äåôîðì³âíèõ ñèñòåìàõ ç óðàõóâàííÿì äèñèïàòèâíèõ åôåêò³â ïðè ôîð-
ìóâàíí³ ïðèïîâåðõíåâèõ ÿâèù. Íà îñíîâ³ ïîºäíàííÿ åíåðãåòè÷íîãî òà òåðìî-
äèíàì³÷íîãî ï³äõîä³â îòðèìàíî ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ ëîêàëüíîãî òåðìîäèíà-
ì³÷íîãî ñòàíó ³ äëÿ îïèñó äèñèïàòèâíèõ ïðîöåñ³â. Çà âàð³àö³éíèì ï³äõîäîì 
ïîáóäîâàíî ôóíêö³îíàë, ç óìîâè ì³í³ì³çàö³¿ ÿêîãî îòðèìóºìî çãàäàí³ âèùå 
ñï³ââ³äíîøåííÿ ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàì³÷íîãî ñòàíó òà îïèñó äèñèïàòèâíèõ 
ïðîöåñ³â, à òàêîæ ïðèðîäí³ ãðàíè÷í³ óìîâè. Ñôîðìóëüîâàíî äîñòàòí³ óìîâè 
îïóêëîñò³ ôóíêö³îíàëà. 

 
Âñòóï. Ðîçðàõóíêè íà ì³öí³ñòü ³ íàä³éí³ñòü åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é òà 

ïðèëàä³â, ÿê³ ïðàöþþòü â åêñòðåìàëüíèõ óìîâàõ ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ ³ 
íàãð³âó, º àêòóàëüíèìè â ñó÷àñí³é ìåõàí³ö³ äåôîðì³âíèõ ñèñòåì [11, 12]. Ó 
çâ’ÿçêó ç öèì ïðè ïîáóäîâ³ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ìåõàí³êè âàæëèâî âðà-
õîâóâàòè, çîêðåìà, ïðèïîâåðõíåâ³ ÿâèùà, ÿê³ ìîæóòü ñóòòºâî âïëèâàòè íà 
ïîâåä³íêó ò³ë ³ º âèõ³äíèìè äëÿ ê³ëüê³ñíîãî àíàë³çó ãðàíè÷íèõ ïàðàìåòð³â, 
àäæå ñàìå â ïðèïîâåðõíåâ³é çîí³ âèçíà÷àëüíîþ º âçàºìîä³ÿ ò³ëà ³ç çîâí³ø-
í³ì ñåðåäîâèùåì. Ó íàóêîâ³é ë³òåðàòóð³ äëÿ îö³íêè ïàðàìåòð³â ì³öíîñò³ âè-
êîðèñòîâóþòü ÿê åíåðãåòè÷í³ ï³äõîäè, ÿê³ áàçóþòüñÿ íà áàëàíñîâèõ åíåðãå-
òè÷íèõ ñï³ââ³äíîøåííÿõ, òàê ³ ìåòîäè òåðìîäèíàì³êè íåð³âíîâàæíèõ ïðî-
öåñ³â [8–10]. Ó ðîáîòàõ [13–17] çàïðîïîíîâàíî ´ðàä³ºíòí³ ìîäåë³ ïðóæíèõ ³ 
òåðìîïðóæíèõ ï’ºçîåëåêòðèê³â, ïðîñò³ð ïàðàìåòð³â ñòàíó ÿêèõ ðîçøèðåíî 
´ðàä³ºíòîì âåêòîðà ïîëÿðèçàö³¿, ùî äîçâîëèëî, çîêðåìà, îïèñàòè ïðèïî-
âåðõíåâó íåîäíîð³äí³ñòü âçàºìîçâ’ÿçàíèõ ìåõàí³÷íèõ òà åëåêòðîìàãí³òíèõ 
ïîë³â. Ïðè öüîìó ó ïðàö³ [15] äëÿ ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíèõ ñï³ââ³äíîøåíü 
ìîäåë³ âèêîðèñòîâóºòüñÿ âàð³àö³éíèé ïðèíöèï Ãàì³ëüòîíà. 

Åíåðãåòè÷í³ òà òåðìîäèíàì³÷í³ ï³äõîäè äî ïîáóäîâè ëîêàëüíî-´ðàä³ºíò-
íèõ ìîäåëåé òåðìîïðóæíîñò³ ðîçãëÿíóòî ó ðîáîòàõ [3, 4]. Òóò çà ï³äõîäîì 
Ëà´ðàíæà ââåäåíî ó ðîçãëÿä âåêòîð ïîëÿðèçàö³éíîãî ïðóæíîãî çì³ùåííÿ 
öåíòðà ìàñ ô³çè÷íî ìàëî¿ ï³äñèñòåìè â³äíîñíî ãåîìåòðè÷íîãî öåíòðà. 

Ó ðîáîò³ [6] çàïðîïîíîâàíî åíåðãåòè÷íèé ï³äõ³ä äî ìîäåëüíîãî îïèñó ê³-
íåòèêè ôîðìóâàííÿ ïðèïîâåðõíåâèõ ÿâèù ó òåðìîïðóæíèõ ò³ëàõ. Ïðè 
âñòàíîâëåíí³ âèçíà÷àëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü òåðìîäèíàì³÷íîãî ñòàíó (çà ï³ä-
õîäîì Ëà´ðàíæà) äîäàòêîâî ïðèéìàºòüñÿ, ùî ô³çè÷íî ìàëà ï³äñèñòåìà º 
ñóáñòàíö³îíàëüíîþ. 

Ï³äõ³ä ³ ìåòîäèêó ôîðìóëþâàííÿ áàçîâèõ ñï³ââ³äíîøåíü òåðìîìåõàí³êè 
ïðóæíèõ ñèñòåì çà ï³äõîäîì Åéëåðà ç óðàõóâàííÿì âåêòîðà ëîêàëüíîãî 
çì³ùåííÿ ìàñè ðîçãëÿíóòî ó ðîáîò³ [7]. 

Åíåðãåòè÷íèé ï³äõ³ä ³ ìåòîäèêà ïîáóäîâè âèçíà÷àëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü 
íåë³í³éíî¿ òåðìîìåõàí³êè ³íåðö³éíèõ ïðóæíèõ ñèñòåì íàâîäèòüñÿ ó [2]. Òóò, 
çîêðåìà, ñôîðìóëüîâàíî âàð³àö³éíó ïîñòàíîâêó çàäà÷³ íà îñíîâ³ ïîâíîãî 
ôóíêö³îíàëà Ãàì³ëüòîíà. Ïîºäíàííÿ åíåðãåòè÷íîãî òà òåðìîäèíàì³÷íîãî 
ï³äõîä³â äî ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé òåðìîìåõàí³êè äåôîðì³âíèõ 
ïðóæíèõ ñèñòåì ç óðàõóâàííÿì äèñèïàòèâíèõ åôåêò³â ðîçãëÿíóòî ó ðîáîò³ 
[5]. Íà ö³é îñíîâ³ çàïðîïîíîâàíî òàêîæ âàð³àíò ïîñòàíîâêè çàäà÷³ ïðî îïòè-
ì³çàö³þ íàïðóæåíîãî ñòàíó ïðè çàäàíèõ ³íòåãðàëüíèõ îáìåæåííÿõ íà çîâ-
í³øíº íàâàíòàæåííÿ. 

Âàð³àö³éíó ïîñòàíîâêó òà ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç ðîçâ’ÿçê³â êðàéîâèõ çà-
äà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ïðè çàäàíîìó ñèëîâîìó íàâàíòàæåíí³ ÿê ó ðàìêàõ 
êëàñè÷íî¿, òàê ³ ìîìåíòíî¿ òåîð³é íàâåäåíî â ðîáîò³ [1]. 
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Ó ö³é ðîáîò³ íà îñíîâ³ ïîºäíàííÿ åíåðãåòè÷íîãî òà òåðìîäèíàì³÷íîãî 
ï³äõîä³â ïîáóäîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü òåðìîìåõàí³êè, ó ÿê³é ôîðìóâàí-
íÿ ïðèïîâåðõíåâèõ ÿâèù ïîâ’ÿçóºòüñÿ ç óðàõóâàííÿì ïðîöåñó ïðóæíîãî 
çì³ùåííÿ öåíòð³â ìàñ ³ ç äèñèïàòèâíèìè ïðîöåñàìè ïåðåõîäó ñèñòåìè 
«ïðóæíå ò³ëî – çîâí³øíº ñåðåäîâèùå» ³ç âèõ³äíîãî ïðèðîäíîãî ñòàíó äî 
ñòàö³îíàðíîãî. Îäåðæàí³ ðåçóëüòàòè ïîêëàäåíî â îñíîâó çàïðîïîíîâàíîãî 
âàð³àö³éíîãî ôîðìóëþâàííÿ â³äïîâ³äíèõ êðàéîâèõ çàäà÷. 

1. Åíåðãåòè÷íèé ³ òåðìîäèíàì³÷íèé ï³äõîäè. Ëîêàëüíå ôîðìóëþâàí-
íÿ. Ðîçãëÿäàºìî òåðìîïðóæíå ò³ëî ∗K , ÿêå âçàºìîä³º ³ç çîâí³øí³ì ñåðåäî-

âèùåì +
∗K . Çà â³äë³êîâèé (äëÿ 0t t≤ , t  – ÷àñ) òåðìîäèíàì³÷íèé ñòàí ò³ëà 

ïðèéìàºìî ïðèðîäíèé îäíîð³äíèé ñòàí, ÿêèé õàðàêòåðèçóºòüñÿ àáñîëþòíîþ 
òåìïåðàòóðîþ (0)T  ³ ãóñòèíîþ åíòðîï³¿ (0)S , õ³ì³÷íèì ïîòåíö³àëîì (0)µ  ³ 

ãóñòèíîþ ìàñè (0)ρ , òèñêîì (0)P  ³ ïèòîìèì îá’ºìîì 1
(0) (0)V −= ρ . 

Âíàñë³äîê âçàºìîä³¿ òåðìîïðóæíîãî ò³ëà ∗K  ³ç çîâí³øí³ì ñåðåäîâèùåì 
+
∗K  â ïðîöåñ³ ïåðåõîäó ò³ëà ∗K  ³ç âèõ³äíîãî ïðèðîäíîãî (îäíîð³äíîãî) ñòàíó 

äî ´ðàä³ºíòíîãî ñòàö³îíàðíîãî â ìåæàõ ñèñòåìè +
∗ ∗K K  ïðîòÿãîì ÷àñó 

1 2t t t< ≤  ( 1 0t t> ) âèíèêàþòü ïðèïîâåðõíåâ³ ÿâèùà. 

1.1. Ð³âíÿííÿ áàëàíñó åíåðã³¿. ²íòåãðàëüíîþ ì³ðîþ òåðìîïðóæíîãî 
ñòàíó ò³ëà ∗K  äëÿ 0t t>  º éîãî åíåðã³ÿ 

 ( , ) ( ) ( )t X t X t∗ ∗ ∗= ∂E K E [ ] , 
äå ( ) ( )X t X t∗ ∗∂  – îáëàñòü åâêë³äîâîãî ïðîñòîðó, ÿêó çàéìàº òåðìîïðóæíå 

ò³ëî ∗K  ó ìîìåíò ÷àñó 1 2( , )t t t∈ . 

Åíåðã³ÿ ñèñòåìè ( , )t∗E K  º äîäàòíî âèçíà÷åíîþ àäèòèâíîþ ì³ðîþ ñòàíó. 
Çã³äíî ç çàêîíîì çáåðåæåííÿ åíåðã³¿ ìàºìî 

 ( ) ( )( , )d t Q A+ +
∗ ∗ ∗= δ + δE K , 

äå ( , )t∗E K  – ë³í³éíà ÷àñòèíà ïðèðîñòó åíåðã³¿, ( )Q +
∗δ  – ñêëàäîâà, çóìîâëåíà 

òåïëîâîþ âçàºìîä³ºþ òåðìîïðóæíîãî ò³ëà ∗K  ³ç çîâí³øí³ì ñåðåäîâèùåì 
+
∗K , 

à ( )A +
∗δ  – â³äïîâ³äíî ìåõàí³÷íîþ âçàºìîä³ºþ ò³ëà ∗K  ³ç ñåðåäîâèùåì +

∗K . 
Âíàñë³äîê àäèòèâíîñò³ åíåðã³¿ àíàëîã³÷íå çà ôîðìîþ ð³âíÿííÿ áàëàíñó 

åíåðã³¿ ìîæíà ïîäàòè äëÿ äîâ³ëüíî âèä³ëåíî¿ ï³äñèñòåìè ∗⊂K K : 

 ( ) ( )( , )d t Q A+ += δ + δE K . (1) 

Òóò ( )Q +δ , ( )A +δ  – ë³í³éí³ ñêëàäîâ³ ïðèðîñòó åíåðã³¿ ñèñòåìè K , ÿêèé çó-

ìîâëåíèé âçàºìîä³ºþ ñèñòåìè ³ç ñåðåäîâèùåì \+ +
∗ ∗=K K K K . Ñêëàäîâà 

( )Q +δ  ê³ëüê³ñíî õàðàêòåðèçóº òåïëîâ³ ïðîöåñè (òåïëîïðîâ³äí³ñòü ³ òåïëîïå-

ðåíåñåííÿ), à ( )A +δ  – ïðèð³ñò ìåõàí³÷íî¿ åíåðã³¿, çóìîâëåíèé ïðóæíèì äå-
ôîðìóâàííÿì ³ ìàñîïåðåíåñåííÿì. 

Cêîíêðåòèçóºìî åíåðãåòè÷íå ñï³ââ³äíîøåííÿ (1) äëÿ îïèñó ëîêàëüíîãî 
ñòàíó ô³çè÷íî ìàëî¿ ï³äñèñòåìè δ ⊂K K :  

 ( , ) ( , )d t d E t Vδ = δrE K [ ] , (2) 

äå r  – ðàä³óñ-âåêòîð ì³ñöÿ äîâ³ëüíî¿ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè k ∗∈ K  ó ìîìåíò 

÷àñó t ; ( , )E tr  – åíåðã³ÿ ô³çè÷íî ìàëî¿ ï³äñèñòåìè δK , ÿêà â³äíåñåíà äî 
îá’ºìó ( , )V tδ r  ö³º¿ ï³äñèñòåìè ó ìîìåíò ÷àñó t . 



57 

Íàäàë³ âñ³ àäèòèâí³ ïàðàìåòðè ñèñòåìè íîðìóâàòèìåìî çà ãåîìåòðè÷-
íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ô³çè÷íî ìàëî¿ ï³äñèñòåìè δK  ó â³äë³êîâ³é êîíô³ãó-
ðàö³¿. Òîä³ ð³âíÿííÿ áàëàíñó (2) íàáóâàº âèãëÿäó 

 0 0( , )d t dE Vδ = δE K , 

 ˆ ˆ
0 0 0( ) ( )V VdE C dT C d d d∗ += + µ + ⋅ ⋅ ⊗ + ⋅ + ⋅r f u    . (3) 

Òóò 0 0 0( , )E E t= r  – ãóñòèíà åíåðã³¿ ô³çè÷íî ìàëî¿ ï³äñèñòåìè δ ⊂K K ; VC =  

0( , )VC t= r  – ãóñòèíà òåïëîºìíîñò³; 0( , )V VC C t∗ ∗= r  – ãóñòèíà «åíåðãîºìíîñò³» 

ìàñîâî¿ ï³äñèñòåìè; 0( , )T T t= r  – àáñîëþòíà òåìïåðàòóðà; 0( , )tµ = µ r  – õ³-

ì³÷íèé ïîòåíö³àë; ˆ ˆ
0( , )t= r   – òåíçîð íàïðóæåíü Ï³îëè – Ê³ðõãîôà ïåðøî-

ãî ðîäó; 0( , )t+ +=f f r  – âåêòîð ãóñòèíè îá’ºìíèõ ñèë; 0 ⊗ r  – òåíçîð ´ðà-

ä³ºíòà ì³ñöÿ (íåñèìåòðè÷íèé òåíçîð äåôîðìàö³¿ ìàòåð³àëüíî¿ ï³äñèñòåìè); 

0= −u r r  – âåêòîð ïåðåì³ùåííÿ. Êðàïêîþ ì³æ âåëè÷èíàìè ïîçíà÷åíî ñêà-

ëÿðíèé äîáóòîê, ñèìâîëîì ⊗  – òåíçîðíèé (ä³àäíèé) äîáóòîê, ñèìâîëîì   – 
îïåðàö³þ òðàíñïîíóâàííÿ òåíçîðà 0 ⊗ r . 

1.2. Òåðìîäèíàì³÷íèé îïèñ ìîäåë³. Çà çàêîíîì çáåðåæåííÿ åíåðã³¿ 

 0 (0)( )V V Q MC dT C d dV dt∗+ µ = − − ⋅ + µ − µJ JP  [ ] , (4) 

äå P  – ïèòîìèé òèñê; 1V −= ρ  – ïèòîìèé îá’ºì; QJ  ³ MJ  – ïîò³ê åíåðã³¿ 

òåïëîâî¿ ôîðìè ðóõó ³ ìàñè â³äïîâ³äíî.  
Åíåðãåòè÷íå ñï³ââ³äíîøåííÿ (4) ïîäàìî òàê: 

 0 0 0( )V V s MC dT C d dV T∗+ µ = − + − ⋅ − µ − µ ⋅ +J JP  {  

 0 0 0( ) ( )s MT dt+ − ⋅ + − µ − µ ⋅J J [ ] } , 

äå 1
s QT

=J J  ( sJ  – ïîò³ê åíòðîï³¿). 

Ó çâ’ÿçêó ç öèì ð³âíÿííÿ áàëàíñó åíåðã³¿ (3) íàáóâàº ôîðìè 

 ˆ ˆ ˆˆ a
0 0 0 0( ) ( )dE dV d d d+

∗= − + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ⊗ +e f u uP       

 0 (0) 0( ) ( )( )s MT+ − ⋅ + µ − µ − ⋅ +J J {  

 0 0 0( ) ( )s MT dt+ − ⋅ + − µ − µ ⋅J J [ ] } . (5) 

Òóò ˆ
0 0( ) 2= ⊗ + ⊗e u u  /  – ñèìåòðè÷íèé òåíçîð äåôîðìàö³¿; a

0( )⊗ =u  

0 0( ) 2= ⊗ − ⊗u u  /  – àíòèñèìåòðè÷íà ñêëàäîâà òåíçîðà ´ðàä³ºíòà ì³ñöÿ; 

ˆ
0  ³ ˆ

∗  – ñèìåòðè÷íà òà àíòèñèìåòðè÷íà ñêëàäîâ³ òåíçîðà íàïðóæåíü Ï³î-

ëè – Ê³ðõãîôà ïåðøîãî ðîäó. 
Ç óðàõóâàííÿì ð³âíÿííÿ áàëàíñó åíòðîï³¿ 

 0 s s
dS
dt

= − ⋅ + σJ , 

äå 0sσ ≥  – âèíèêíåííÿ åíòðîï³¿, åíåðãåòè÷íå ñï³ââ³äíîøåííÿ (5) ìîæíà ïî-
äàòè òàê: 

 ˆ ˆ
0 (0) 0 0( ) ( )ÌdE TdS dV d d= − + µ − µ − ⋅ + ⋅ ⋅ +Ï eP    

 ˆ ˆ a
0 0( ) ( )sT +

∗+ − σ + ⋅ + ⋅ + − ⋅ ⋅ ⊗ +f v v   [ ]{  

 0 0 0( ) ( )s MT dt+ − ⋅ + − µ − µ ⋅J J [ ] } . (6) 
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Òóò 

0

t

Ì Ì
t

dt= ∫Ï J   – âåêòîð ëîêàëüíîãî ïðóæíîãî çì³ùåííÿ öåíòðà ìàñ ô³-

çè÷íî ìàëî¿ ï³äñèñòåìè â³äíîñíî ãåîìåòðè÷íîãî öåíòðà; d
dt

= uv . 

Îäåðæàíå åíåðãåòè÷íå ñï³ââ³äíîøåííÿ (6) º âèõ³äíèì ÿê äëÿ âñòàíîâ-
ëåííÿ îñíîâíîãî òåðìîäèíàì³÷íîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ (ð³âíÿííÿ ¥³ááñà) 
 ˆ ˆ

(0) 0 0( ) ( )ÌdU TdS dV d d= − + µ − µ − ⋅ + ⋅ ⋅Ï eP   , (7) 

òàê ³ âèíèêíåííÿ åíòðîï³¿ (ì³ðè äèñèïàòèâíèõ ïðîöåñ³â) 

 ˆ ˆ a
0 0 0

1 ( ) ( ) ( )s sT
T

+
∗σ = ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ⊗ + − ⋅ +f v v J    {  

 0 (0)( ) M+ − µ − µ ⋅ J[ ] } . (8) 

Òóò ˆ
0( , , , )ÌU U S V= − ⋅Ï e  – ãóñòèíà âíóòð³øíüî¿ åíåðã³¿ ô³çè÷íî ìàëî¿ 

ï³äñèñòåìè δK , ÿêà º õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêö³ºþ ïàðàìåòð³â ëîêàëüíîãî 
òåðìîäèíàì³÷íîãî ñòàíó. 

Âèðàçó äëÿ âèíèêíåííÿ åíòðîï³¿ (8) ïîñòàâèìî ó â³äïîâ³äí³ñòü òàêó äè-
ôåðåíö³àëüíó 1-ôîðìó: 

 ˆ ˆ a
0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) sd d d T d+

∗Ψ = ⋅ + ⋅ + − ⋅ ⋅ ⊗ + − ⋅ +f u u Ï      

 0 (0)( ) Md+ − µ − µ ⋅ Ï[ ] , (9) 

äå 

0

a
0, ( ) , ,

t

s Ì s
t

T dtΨ = Ψ ⊗ ≡ σ∫u u Ï Ï [ ]  – äèñèïàòèâíèé ïîòåíö³àë, 

0

t

s s
t

dt= ∫Ï J  . 

Äèôåðåíö³àëüíà 1-ôîðìà (9) º áàçîâîþ äëÿ ìîäåëüíîãî îïèñó äèñèïà-
òèâíèõ ïðîöåñ³â, ÿê³ ñóïðîâîäæóþòü òåðìîìåõàí³÷í³ ÿâèùà. 

Îáìåæèìîñÿ íàäàë³ ðîçãëÿäîì ³çîòåðì³÷íèõ ïðîöåñ³â (0)( const)T T= = . 

Òîä³ çà ôóíêö³þ ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàì³÷íîãî ñòàíó ïðèéìåìî â³ëüíó åíåð-
ã³þ (ôóíêö³þ Ãåëüìãîëüöà) (0)F U T S= − . 

Çà òàêèõ óìîâ äèôåðåíö³àëüí³ 1-ôîðìè (7) ³ (9) ìîæíà ïîäàòè òàê: 

 ˆ ˆ1 d d
0 (0) 0

1( ) ( ) ( )
3 ÌdF d de d d−= − ρ + σ + ⋅ ⋅ + µ − µ − ⋅e ÏP   , (10) 

 ˆ ˆ a
0 0 0 (0)( ) ( ) ( ) ( ) ( )Md d d d+

∗Ψ = ⋅ + ⋅ + − ⋅ ⋅ ⊗ + µ − µ ⋅ −f u u Ï     . (11) 

Ó áàçîâîìó ð³âíÿíí³ ëîêàëüíî¿ òåðìîäèíàì³÷íî¿ ð³âíîâàãè (10) 11σ = σ +  

22 33+σ + σ , 0e = ⋅ u  – îá’ºìíà äåôîðìàö³ÿ ô³çè÷íî ìàëî¿ ï³äñèñòåìè; 

ˆˆ ˆd
0 0 3= − σ  I/  – äåâ³àòîð òåíçîðà íàïðóæåíü ˆ

0 ; ˆˆ ˆd 3e= −e e /I  – äåâ³àòîð 

òåíçîðà äåôîðìàö³¿ ê ; Î  – îäèíè÷íèé òåíçîð. 
Â óìîâàõ ïîòåíö³àëüíîãî õàðàêòåðó ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàì³÷íîãî ñòàíó 

ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíà 1-ôîðìà (10) º ïîâíèì äèôåðåíö³àëîì äëÿ ôóíêö³¿ 

ˆ1 d
0( , , , )ÌF F e−= ρ − ⋅e Ï . Òàêà äèôåðåíö³àëüíà 1-ôîðìà º âèõ³äíîþ äëÿ 

âñòàíîâëåííÿ ñòðóêòóðè ð³âíÿíü ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàì³÷íîãî ñòàíó (ô³-
çè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ). 

1.3. Ð³âíÿííÿ ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàì³÷íîãî ñòàíó. Íàäàë³ ó äè-
ôåðåíö³àëüí³é 1-ôîðì³ (10) ïðèéìåìî  

 (0)
0

1(1 ),      ,      3
(1 )

e Ke
e

 ρ = ρ − = σ = ρ − 
P P , 

äå K  – ìîäóëü îá’ºìíîãî ñòèñêó. 
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Òîä³ äèôåðåíö³àëüíà 1-ôîðìà äëÿ â³ëüíî¿ åíåðã³¿ â ë³í³éíîìó íàáëè-
æåíí³ íàáóâàº âèãëÿäó 

 ˆ ˆd d
0 (0) 0

1 ( ) ( )
3 ÌdF de d d∗= σ + ⋅ ⋅ + µ − µ − ⋅e Ï  . (12) 

Òóò ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ 

 
(0)

(0) (0)
2

(0) (0) (1 )(0)

21 1,     
3 (1 )

K e K K∗
∗ ∗

ρ

∂σ = − + = − −
ρ ρ ∂ ρρ

P P P
//

. 

ßêùî ôóíêö³ÿ ñòàíó ˆ d
0( , , )ÌF F e= − ⋅e Ï  º çàäàíîþ, òî íà îñíîâ³ äè-

ôåðåíö³àëüíî¿ 1-ôîðìè (12) ìîæíà âñòàíîâèòè òàêó ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ 
ñï³ââ³äíîøåíü: 

 ˆ ˆ
ˆ

d d
0 0d

3 ( ),           ( )F FB B
e

∗ ∗∂ ∂σ = = σ = =
∂ ∂e

  , 

 (0) (0)
0

( )( )
( )Ì

F B∂µ − µ = = µ − µ
∂ − ⋅ Ï , (13) 

äå ˆ d
0( , , )ÌB e= − ⋅e Ï . 

Äëÿ ïîäàëüøî¿ êîíêðåòèçàö³¿ ñòðóêòóðè ô³çè÷íèõ ñï³ââ³äíîøåíü (13) 
ïðèéìåìî, ùî îäíîð³äíèé ïî÷àòêîâèé ñòàí ò³ëà º ³çîòðîïíèì ³ â îêîë³ öüîãî 

ñòàíó â³ëüíà åíåðã³ÿ ˆ d
0( , , )ÌF F e= − ⋅e Ï  º àíàë³òè÷íîþ ôóíêö³ºþ ñêàëÿð-

íèõ ³íâàð³àíò³â âêàçàíèõ ïàðàìåòð³â ñòàíó. Îáìåæèìîñü íàäàë³ êâàäðàòè÷-
íèì íàáëèæåííÿì ¿¿ ðîçêëàäó â îêîë³ ïî÷àòêîâîãî ñòàíó 

 ˆ ˆ ( )(0) 2 2 d d
0 1 2 0 3 4 0

(0)

1 1 1( ) ( )
2 2 2Ì ÌF F e e e= − + α + α − ⋅ + α ⋅ ⋅ − α − ⋅

ρ
Ï e e Ï

P
  . 

Òîä³ îäåðæèìî òàê³ ô³çè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ: 

 ˆ ˆ(0) d d
0 0

(0)

1 ( ),         2
3 ÌK e G∗

∗σ = − + − β − ⋅ =
ρ

Ï e
P

  , 

 (0) 0( )Ì eµ − µ = α − ⋅ − βÏ , (14) 

äå G  – ìîäóëü çñóâó, (0)

0 0

( )

( )Ì

∂ µ − µ α =  ∂ − ⋅ Ï , 
0 0

1
3 ( )Ì

∗∂σ β =  ∂ − ⋅ Ï . 

Ñèìåòðè÷íà ñêëàäîâà òåíçîðà íàïðóæåíü â³äïîâ³äíî áóäå 

 ˆˆ ˆ(0) d
0 0

(0)
( ) 2ÌK e G∗

 
= − + + β ⋅ + ρ 

Ï e
P

  I . (15) 

1.4. Îïèñ äèñèïàòèâíèõ ïðîöåñ³â. Ââåäåìî ñóïóòí³ äî àíòèñèìåò-

ðè÷íèõ òåíçîð³â ˆ
∗  ³ a

0( )⊗ u  âåêòîðè 

 23 32 1 31 13 2 12 21 3
1 1 1( ) ( ) ( )
2 2 2∗ = σ − σ + σ − σ + σ − σi i i , (16) 

 3 2 1 3 2 1
0 1 2 3

2 3 3 1 1 2

1 1 1 1
2 2 2 2

u u u u u u
x x x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     = × ≡ − + − + −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
u i i i  . (17) 

Òîä³ äèôåðåíö³àëüíó 1-ôîðìó (11) ìîæíà ïîäàòè òàê: 

 ˆ
0 0 (0)( ) ( ) ( ) ( )Md d d d+

∗Ψ = ⋅ + ⋅ + − ⋅ + µ − µ ⋅ −f u Ï     . (18) 

Çà óìîâ ïîòåíö³àëüíîãî îïèñó, ÿêùî äèñèïàòèâíèé ïîòåíö³àë 
( , , )ÌΨ = Ψ −u Ï  º çàäàíèì, òî îòðèìàºìî òàêó ñòðóêòóðó âèõ³äíèõ ñï³â-

â³äíîøåíü äëÿ îïèñó äèñèïàòèâíèõ ïðîöåñ³â: 
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( )ˆ

0

( )
,            

B B+ ∗ ∗
∗

∂Ψ ∂Ψ
⋅ + = = −

∂ ∂
f

u
    , 

 0 (0)

( )
( )

( )Ì

B∗∂Ψ
µ − µ =

∂ − Ï
 , (19) 

äå ( , , )ÌB∗ = −u Ïϕ . 

Íàäàë³ ïîäàìî äèñèïàòèâíèé ïîòåíö³àë ( , , )ÌΨ = Ψ −u Ï  ÿê ôóíêö³þ 

ñêàëÿðíèõ ³íâàð³àíò³â ïàðàìåòð³â , , Ì−u Ï  äî äðóãîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî. 

Òîä³ ê³íåòè÷í³ ð³âíÿííÿ (19) íàáóâàþòü âèãëÿäó 

 ˆ
0 1 1 2 ( )Ì

+⋅ + = β − γ − γ −f u Ï   , 

 2 1 3 ( )Ì∗ = − β + γ + γ −u Ï  , 

 0 (0) 3 2 3( ) ( )Ìµ − µ = β − − γ − γÏ u  . (20) 

Òóò 1 2 3, ,γ γ γ  – êîåô³ö³ºíòè âçàºìîâïëèâó ïàðàìåòð³â äèñèïàòèâíèõ ïðîöå-
ñ³â. 

1.5. Êëþ÷îâà ñèñòåìà ð³âíÿíü ìîäåë³. Ïîñòàíîâêà êðàéîâèõ çà-
äà÷. Äëÿ âñòàíîâëåííÿ êëþ÷îâî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü ìîäåë³ âèêîðèñòàºìî ð³â-
íÿííÿ ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàì³÷íîãî ñòàíó (14), (15) ³ ð³âíÿííÿ äëÿ äèñèïà-
òèâíèõ ïðîöåñ³â (20). Â ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî 

 ˆ
0 0 0

1 ( )
3

G K G∗ ∗
 + + ⋅ + ⋅ = 
 

u u     

 1
1 0 0 2 0( ) ( )

2Ì Ì
+γ

= β − β ⋅ + γ − × −u Ï Ï u f   , 

 0 1 3( ) ( )ÌG∗
′= − × + γ + γ −u u Ï  , 

 3
0 0 3 0 0 2 0( ) ( ) ( )

2Ì Ì

γ
α − ⋅ + β = β ⋅ − γ − ×Ï Ï u u u     . (21) 

Íàäàë³ âèêëþ÷èìî ³ç ñèñòåìè (21) àíòèñèìåòðè÷íèé òåíçîð íàïðóæåíü 

 ˆˆ
0 1 3( ) ( )MG∗

′= ⋅ − × + γ + γ −ª u u Ï [ ] . (22) 

Òîä³ îòðèìàºìî êëþ÷îâó ñèñòåìó ð³âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ âåêòîðà ïåðåì³-
ùåííÿ u  ³ âåêòîðà ïðóæíîãî çì³ùåííÿ ìàñè ÌÏ : 

 ˆ ˆ
0 0 0 0 1 1 0

1 1( ) ( ) ( ) ( )
3 2

G K G G∗
  ′+ + ⋅ + ⋅ − ⋅ × + γ ⋅ + γ × = 
 

u u ª u ª u u[ ]      

 ˆ
1 0 0 3 0 2( ) ( )Ì Ì Ì

+= β − β ⋅ + γ ⋅ ⋅ + γ −u Ï ª Ï Ï f   , 

 0 0 3 0 0 2 3 0
1( ) ( ) ( )
2Ì Ìα − ⋅ + β = β ⋅ − γ − γ ×Ï Ï u u u     . (23) 

ßêùî çíåõòóâàòè åôåêòàìè âçàºìîâïëèâó äèñèïàòèâíèõ ïðîöåñ³â 

( )1 2 30, 0, 0γ = γ = γ = , òî êëþ÷îâà ñèñòåìà ð³âíÿíü (23) íàáóâàº âèãëÿäó 

 ˆ
0 0 0 0

1 ( ) ( )
3

G K G G∗
  ′+ + ⋅ − ⋅ ⋅ × = 
 

u u ª u[ ]     

 1 0 0( )Ì
+= β − β ⋅ −u Ï f  , 

 0 0 3 0 0( ) ( )Ì Ìα − ⋅ + β = β ⋅Ï Ï u    . (24) 

Ïðè öüîìó â³äïîâ³äíèé àíòèñèìåòðè÷íèé òåíçîð íàïðóæåíü (22) áóäå 

 ˆˆ
0( )G∗

′= − ⋅ ×ª u  . 
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Îòðèìàíà êëþ÷îâà ñèñòåìà ð³âíÿíü ìîäåë³ (24), ïîäàíà â³äíîñíî âåêòî-
ðà ïåðåì³ùåííÿ u  ³ âåêòîðà ïðóæíîãî çì³ùåííÿ öåíòðà ìàñ ÌÏ , º áàçîâîþ 

äëÿ îïèñó ïðèïîâåðõíåâèõ ÿâèù, ÿê³ ïîâ’ÿçàí³ ç ïðîò³êàííÿì äèñèïàòèâíèõ 
ïðîöåñ³â ïðè ïåðåõîä³ ñèñòåìè â³ä ïî÷àòêîâîãî ïðèðîäíîãî ñòàíó äî ñòàö³î-
íàðíîãî. 

Ó çâ’ÿçêó ç öèì çàäà÷à ïðî âñòàíîâëåííÿ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó ò³ëà ∗K , 

ÿêå âçàºìîä³º ³ç çîâí³øí³ì ñåðåäîâèùåì +
∗K , ç óðàõóâàííÿì ïðèïîâåðõíå-

âèõ ÿâèù çâîäèòüñÿ äî ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó êëþ÷îâî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü (24) 
çà òàêèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ: 

 
00

,           n XX
p+ +

∂∂ = − µ = µn . (25) 

Òóò p+ , +µ  – çàäàí³ òèñê ³ õ³ì³÷íèé ïîòåíö³àë çîâí³øíüîãî ñåðåäîâèùà. 

2. Âàð³àö³éíà ïîñòàíîâêà êðàéîâèõ çàäà÷. Äëÿ âàð³àö³éíîãî ôîðìóëþ-
âàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ òåðìîìåõàí³êè ç óðàõóâàííÿì ïðèïîâåðõíåâèõ ÿâèù 
çà âèõ³äíèé ïðèéìàºìî ôóíêö³îíàë 

 ˆ ˆ
2

1 0

d a d
0 0 0, , , ,( ) , ( , , )

t

M M M
t X

J e F e
− ⊗ − ⋅ = − ⋅ +
∫ ∫u Ï e u Ï e Ï[ ] {    

 a
0 0, ( ) , M dV++ Ψ ⊗ − − ⋅ −u u Ï f u[ ] }  

 

0

(0) 0( ) ( )n M
X

d dt+ +

∂

− ⋅ + µ − µ ⋅ − Σ 
∫ u n Ï[ ] . (26) 

Ïåðøà âàð³àö³ÿ ôóíêö³îíàëà (26) º òàêîþ: 

 ˆ ˆ
ˆ

2

1 0

d d
0d

0

1
3 ( )

t

Mt X

F F FJ e
e

∗  ∂ ∂ ∂   δ = − σ δ + − ⋅ ⋅ δ + −     ∂ ∂ − ⋅   ∂ 
∫ ∫ e

Ïe
   

 ˆ
(0) 0 0( ) ( ) ( )M

+ ∂Ψ − µ − µ δ − ⋅ + − ⋅ + ⋅ δ +  ∂ 
Ï f u

u
    

 ˆ a
0a

0

( )
( )

∗
 ∂Ψ+ − ⋅ ⋅ δ ⊗ + ∂ ⊗ 

u
u

 


[ ]  

 0 (0) 0( ) ( )
( ) Ì

Ì
dV

∂Ψ + − µ − µ ⋅ δ − + ∂ −  
Ï

Ï
  

 

0 0

0 0( ) ( ) ( )n n Ì
X X

d d dt+ +

∂ ∂


+ − ⋅ δ Σ + µ − µ ⋅ δ − Σ 


∫ ∫u n Ï  . (27) 

Ïðè öüîìó òåíçîð íàïðóæåíü ̂  ïîäàíî ÿê ñóìó êóëüîâî¿, äåâ³àòîðíî¿ 
òà àíòèñèìåòðè÷íî¿ ñêëàäîâèõ: 

 ˆˆ ˆ ˆd
0

1
3

∗
∗= σ + +  I . 

Íåîáõ³äíîþ óìîâîþ ì³í³ìóìó âèõ³äíîãî ôóíêö³îíàëà (26) º ð³âí³ñòü íó-
ëåâ³ éîãî ïåðøî¿ âàð³àö³¿:  

 ˆ d a
0 0, , , ,( ) , 0M MJ eδ − ⊗ − ⋅ =u Ï e u Ï [ ] . 

ßêùî âðàõóâàòè íåçàëåæí³ñòü âàð³àö³é δu , ( )Mδ − Ï , eδ , ˆ dδe , 
a

0( )δ ⊗ u [ ] , 0( )Mδ − ⋅ Ï , òî ç íåîáõ³äíî¿ óìîâè ì³í³ìóìó ôóíêö³îíàëà 

(27) îòðèìàºìî: 
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– âèçíà÷àëüí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ëîêàëüíîãî ñòàíó 

 
ˆ ˆ

ˆ
ˆ

d d
d0 0
0 d

( , , ) ( , , )
3 ,          Ì ÌF e F e

e
∗ ∂ − ⋅ ∂ − ⋅

σ = =
∂ ∂

e Ï e Ï

e

 
 , 

 
ˆ d

0
(0)

0

( , , )
( )

Ì

Ì

F e∂ − ⋅
µ − µ =

∂ − ⋅
e Ï

Ï


 ; (28) 

 – âèçíà÷àëüí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ äèñèïàòèâíèõ ïðîöåñ³â 

 ˆ ˆ,
a a

0 0
0 a

0

,( ) , ,( ) ,
    

( )
Ì Ì+

∗
∂Ψ ⊗ − ∂Ψ ⊗ −

⋅ + = =
∂ ∂ ⊗

u u Ï u u Ï
f

u u

 
  


[ ] [ ]

, 

 
a

0
0 (0)

, ( ) ,
( )

( )
Ì

Ì

∂Ψ ⊗ −
µ − µ =

∂ −
u u Ï

Ï



[ ]

, (29) 

òà â³äïîâ³äí³ ãðàíè÷í³ óìîâè (25) íà ïîâåðõí³ ò³ëà. 
Íà îñíîâ³ îòðèìàíèõ âèçíà÷àëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü ëîêàëüíîãî ñòàíó (28) 

³ äèñèïàòèâíèõ ïðîöåñ³â (29) îäåðæóºìî òàê³ äèôåðåíö³àëüí³ 1-ôîðìè: 

 ˆ ˆd d
0 (0) 0

1 ( ) ( )
3 ÌdF de d d∗= σ + ⋅ ⋅ + µ − µ − ⋅e Ï  , (30) 

 ( )ˆ ˆ ( ) ( )a
0 0 0 0( ) ( ) Ìd d d d+

∗Ψ = ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⊗ + µ − µ ⋅ −f u u Ï    [ ] , (31) 

ÿê³ º ïîâíèìè äèôåðåíö³àëàìè äëÿ â³ëüíî¿ åíåðã³¿ ˆ d
0( , , )ÌF F e= − ⋅e Ï  ³ 

äèñèïàòèâíîãî ïîòåíö³àëó a
0, ( ) , ÌΨ = Ψ ⊗ −u u Ï[ ] â³äïîâ³äíî. 

ßêùî â äèôåðåíö³àëüí³é 1-ôîðì³ (31) àíòèñèìåòðè÷íèì òåíçîðàì ˆ
∗  ³ 

a
0( )⊗ u  ïîñòàâèòè ó â³äïîâ³äí³ñòü åêâ³âàëåíòí³ ñóïóòí³ âåêòîðè (16), (17), 

òî îäåðæóºìî òàêó äèôåðåíö³àëüíó 1-ôîðìó äëÿ îïèñó äèñèïàòèâíèõ 
ïðîöåñ³â: 

 ˆ
0 0 (0)( ) ( ) ( )Ìd d d d+

∗Ψ = ⋅ + ⋅ − ⋅ + µ − µ ⋅ −f u Ï   σ . (32) 

Çàçíà÷èìî, ùî îòðèìàí³ òóò äèôåðåíö³àëüí³ 1-ôîðìè äëÿ â³ëüíî¿ åíåð-
ã³¿ (30) ³ äèñèïàòèâíîãî ïîòåíö³àëó (32) â³äïîâ³äàþòü îäåðæàíèì ðàí³øå (12) 
³ (18) íà îñíîâ³ åíåðãåòè÷íîãî òà òåðìîäèíàì³÷íîãî ï³äõîä³â. 

Äîñòàòíüîþ óìîâîþ ì³í³ìóìó ôóíêö³îíàëà (26) º óìîâà éîãî îïóêëîñò³ 

 
2

1 0

2
0( ) 0

t

n Ì
t X

J d dt
∂

 δ = δ ⋅ δ + δµ ⋅ δ − Σ > 
 ∫ ∫ u n Ï[ ] . 

Öþ óìîâó ìîæíà ïîäàòè ùå òàê: 

 ˆ ˆ
2

1 0

2 d d
0 0

1 ( )
3

t

Ì
t X

J e∗ δ = δσ δ + δ ⋅ ⋅ δ + δµδ − ⋅ + 
∫ ∫ e Ï   

 ˆ ˆ a
0 0 0 0( ) ( ) ( )Ì dV dt∗

+ ⋅ δ ⋅ δ − δ ⋅ ⋅ δ ⊗ + δ µ ⋅ δ − ≡ 
u u Ï      

 ˆ
2

1 0

2 d 2 a
0 0 0( , , ) ,( ) , 0

t

Ì Ì
t X

F e dV dt
 ≡ δ − ⋅ + δ Ψ ⊗ − > 
 ∫ ∫ e Ï u u Ï [ ]( ) . 

Çà äîñòàòí³ óìîâè îïóêëîñò³ ôóíêö³îíàëà (26) ìîæíà ïðèéíÿòè, çîêðå-
ìà, íàñòóïí³: 

 ˆ
2

1 0

2 d
0 0( , , ) 0

t

Ì
t X

F e dV dt
 

δ − ⋅ > 
 

∫ ∫ e Ï , 

 
2

1 0

2 a
0 0, ( ) , 0

t

Ì
t X

dV dt
 

δ Ψ ⊗ − > 
 

∫ ∫ u u Ï[ ] . (33) 
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Âèçíà÷àëüí³ ô³çè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (28), ð³âíÿííÿ äëÿ äèñèïàòèâíèõ 
ïðîöåñ³â (29) ³ ãðàíè÷í³ óìîâè (25), à òàêîæ äîñòàòí³ óìîâè îïóêëîñò³ ôóíê-
ö³îíàëà (33) ñêëàäàþòü ïîâíó ñèñòåìó ñï³ââ³äíîøåíü ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ 
ìåõàí³êè äèñèïàòèâíèõ ïðóæíèõ ñèñòåì ç óðàõóâàííÿì ïðèïîâåðõíåâèõ 
ÿâèù. 

2.1. Âàð³àö³éíå ôîðìóëþâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ áåç óðàõóâàííÿ 
ïðóæíîãî çì³ùåííÿ öåíòðà ìàñ ( 0Ì =Ï ). Ç ìåòîþ âàð³àö³éíîãî ôîðìó-

ëþâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ ìåõàí³êè ïðóæíèõ ñèñòåì áåç óðàõóâàííÿ ïðèïî-
âåðõíåâèõ ÿâèù çà âèõ³äíèé ïðèéìàºìî ôóíêö³îíàë 

 ˆ ˆ ( )
2

1 0

d a d a
1 0 0 0, , ,( ) ( , ) ,

t

t X

J e F e dV+
⊗ = + Ψ ⊗ − ⋅ −


∫ ∫u e u e u u f u [ ] [ ]{ }  

 

0

0( )n
X

d dt+

∂


− ⋅ Σ 


∫ u . (34) 

Ïåðøó âàð³àö³þ ôóíêö³îíàëà (34) çàïèøåìî òàê: 

 ˆ
2

1 0

d a
1 0

1, , ,( )
3

t

t X

FJ e e
e

  ∂ δ ⊗ = − σ δ +   ∂ 
∫ ∫u e u[ ]  

 ˆ ˆˆ
ˆ

d d
0 0d

( )F +∂ ∂Ψ   + − ⋅ ⋅ δ + − ⋅ + ⋅ δ +   ∂ ∂
e f u

ue
    

 ˆ a
0 0a

0

( )
( )

dV∗
 ∂Ψ+ − ⋅ ⋅ δ ⊗ + ∂ ⊗  

u
u




σ [ ]  

 

0

0( )n n
X

d dt+

∂


+ − ⋅ δ Σ 


∫ u  . 

Ç íåîáõ³äíî¿ óìîâè ì³í³ìóìó âèõ³äíîãî ôóíêö³îíàëà (34): 

ˆ d a
1 0, , , ( ) 0J eδ ⊗ =u e u[ ] ,  

à òàêîæ ç óðàõóâàííÿì íåçàëåæíîñò³ äîïóñòèìèõ âàð³àö³é δu , eδ , ˆ dδe , 
a

0( )δ ⊗ u [ ]  îòðèìàºìî ñèñòåìó ñï³ââ³äíîøåíü ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ìåõà-

í³êè ç óðàõóâàííÿì äèñèïàòèâíèõ ïðîöåñ³â: 
 – âèçíà÷àëüí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ëîêàëüíîãî ñòàíó 

 
ˆ ˆˆ

ˆ

d d
d
0 d

( , ) ( , )
3 ,           

F e F e
e

∂ ∂σ = =
∂ ∂

e e

e
 ; (35) 

– âèçíà÷àëüí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ îïèñó äèñèïàòèâíèõ ïðîöåñ³â 

 ˆ ˆ
a a

0 0
0 a

0

,( ) ,( )
,     

( )
+

∗
∂Ψ ⊗ ∂Ψ ⊗

⋅ + = =
∂ ∂ ⊗

u u u u
f

u u

 
  


[ ] [ ]

; (36) 

– ãðàíè÷íó óìîâó íà ïîâåðõí³ ò³ëà 

 
0

  
n nX

+
∂ =  . (37) 

²ç îòðèìàíèõ ñï³ââ³äíîøåíü (35), (36) âèïëèâàþòü äèôåðåíö³àëüí³ 1-ôîðìè 

 ˆ ˆd d
0

1
3

dF de d= σ + ⋅ ⋅ e , 

 ˆ ˆ a
0 0( ) ( )d d d+

∗Ψ = ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ⊗f u u    , 

ÿê³ º ïîâíèìè äèôåðåíö³àëàìè â³äïîâ³äíî ôóíêö³é ˆ d( , )F F e= e  ³ Ψ =  
a

0, ( )= Ψ ⊗u u[ ] . 
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Çà äîñòàòí³ óìîâè îïóêëîñò³ ôóíêö³îíàëà (34) ìîæíà ïðèéíÿòè íàñòóï-
í³ óìîâè: 

 ˆ
2

1 0

2 d
0( , ) 0

t

t X

F e dV dt
 

δ > 
 

∫ ∫ e , 

 
2

1 0

2 a
0 0, ( ) 0

t

t X

dV dt
 δ Ψ ⊗ > 
 ∫ ∫ u u[ ] . (38) 

Íà îñíîâ³ âàð³àö³éíîãî ï³äõîäó äëÿ ³çîòåðì³÷íèõ ïðîöåñ³â îòðèìàíî 
ñï³ââ³äíîøåííÿ ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàì³÷íîãî ñòàíó (35), â³äïîâ³äí³ äëÿ îïè-
ñó äèñèïàòèâíèõ ïðîöåñ³â (36), à òàêîæ ãðàíè÷íó óìîâó íà ïîâåðõí³ ò³ëà 
(37). Ñôîðìóëüîâàíî äîñòàòí³ óìîâè îïóêëîñò³ ôóíêö³îíàëà (38). Çàóâàæè-

ìî, ùî â³ëüíà åíåðã³ÿ ˆ d( , )F F e= e  ó âèïàäêó ³çîòåðì³÷íèõ óìîâ º ïðóæíîþ 
ñêëàäîâîþ åíåðã³¿ äåôîðìóâàííÿ. 

Âèñíîâêè. Ó ðàìêàõ åíåðãåòè÷íîãî òà òåðìîäèíàì³÷íîãî ï³äõîä³â çà-
ïðîïîíîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü òåðìîìåõàí³êè, ÿêà äàº çìîãó îïèñóâàòè 
ôîðìóâàííÿ ïðèïîâåðõíåâèõ ÿâèù, ÿêå ïîâ’ÿçóºòüñÿ ÿê ç ïðîöåñîì ïðóæ-
íîãî çì³ùåííÿ öåíòð³â ìàñ, òàê ³ ç äèñèïàòèâíèìè ïðîöåñàìè ïåðåõîäó ñèñ-
òåìè â³ä ïî÷àòêîâîãî ïðèðîäíîãî äî ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó. Íà ö³é îñíîâ³ îò-
ðèìàíî ð³âíÿííÿ ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàì³÷íîãî ñòàíó òà â³äïîâ³äí³ ð³âíÿííÿ 
äëÿ äèñèïàòèâíèõ ïðîöåñ³â. Ïðè öüîìó âðàõîâàíî ïàðàìåòðè÷íó çàëåæí³ñòü 
ô³çè÷íèõ ñï³ââ³äíîøåíü â³ä ïàðàìåòð³â ïðèðîäíîãî ïî÷àòêîâîãî ñòàíó. 
Ñôîðìóëüîâàíî âàð³àö³éíó ïîñòàíîâêó â³äïîâ³äíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ç óðàõó-
âàííÿì ïðèïîâåðõíåâèõ ÿâèù, à òàêîæ âñòàíîâëåíî äîñòàòí³ óìîâè îïóê-
ëîñò³ çàïðîïîíîâàíîãî ôóíêö³îíàëà. 

Îäåðæàí³ ðåçóëüòàòè º áàçîâèìè äëÿ ðîçðîáêè àëãîðèòì³â ³ ñõåì ÿê íà-
áëèæåíîãî, òàê ³ àíàë³òè÷íîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ ìåõàí³êè 
ïðóæíèõ ñèñòåì ç óðàõóâàííÿì åôåêò³â ïðèïîâåðõíåâî¿ íåîäíîð³äíîñò³. 
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ОБ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОМ ПОДХОДЕ И ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИХ НАЧАЛАХ 
ВАРИАЦИОННОЙ ФОРМУЛИРОВКИ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ТЕРМОМЕХАНИКИ  
С УЧЕТОМ ПРИПОВЕРХНОСТНЫХ ЯВЛЕНИЙ 
 
Â ðàìêàõ ýíåðãåòè÷åñêîãî, òåðìîäèíàìè÷åñêîãî è âàðèàöèîííîãî ïîäõîäîâ ïðåäëî-
æåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äîÿ îïèñàíèÿ òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â 
óïðóãèõ äåôîðìèðóåìûõ ñèñòåìàõ ñ ó÷åòîì äèññèïàòèâíûõ ýôôåêòîâ â ïðîöåññå 
ôîðìèðîâàíèÿ ïðèïîâåðõíîñòíûõ ÿâëåíèé. Íà îñíîâàíèè îáúåäèíåíèÿ ýíåðãåòè-
÷åñêîãî è òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîäõîäîâ ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ êàê äëÿ ëîêàëü-
íîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ, òàê è äëÿ îïèñàíèÿ äèññèïàòèâíûõ ïðîöåñ-
ñîâ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà ïîñòðîåí ôóíêöèîíàë, èç óñëîâèé 
ìèíèìèçàöèè êîòîðîãî ïîëó÷åíû âûøåóïîìÿíóòûå ñîîòíîøåíèÿ ëîêàëüíîãî òåð-
ìîäèíàìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ è îïèñàíèÿ äèññèïàòèâíûõ ïðîöåññîâ, à òàêæå åñ-
òåñòâåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïóê-
ëîñòè ôóíêöèîíàëà. 
 
ON ENERGETIC APPROACH AND THERMODYNAMIC FOUNDATIONS OF VARIATIONAL 
FORMULATION OF THERMOMECHANICS BOUNDARY-VALUE PROBLEMS WITH TAKING 
INTO ACCOUNT NEAR-SURFACE PHENOMENA 
 
Within the energetic, thermodynamic and variational approaches a mathematical model 
for description of thermomechanical processes in elastic deformable systems with taking 
into account dissipative effects at forming the near-surface phenomena is proposed. On 
the basis of combination of energetic and thermodynamic approaches the equations of 
local thermodynamic state and also for description of dissipative processes are obtained. 
Using the variational approach a functional is constructed. From the conditions of mi-
nimization of this functional the above-mentioned equations of the local thermodynamic 
state and dissipative processes and also natural boundary conditions are obtained. The 
sufficient conditions of functional convexity are formulated. 
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