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МЕТОДИ НЕЯВНИХ ФУНКЦІЙ ПРИ РОЗВ’ЯЗУВАННІ 
ДВОПАРАМЕТРИЧНИХ ЛІНІЙНИХ СПЕКТРАЛЬНИХ ЗАДАЧ 
 

Ðîçãëÿäàºòüñÿ ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ ë³í³éíèõ äâîïàðàìåòðè÷íèõ ñïåêòðàëü-
íèõ àëãåáðà¿÷íèõ çàäà÷, â îñíîâó ÿêîãî ïîêëàäàþòüñÿ ìåòîäè íåÿâíèõ ôóíê-
ö³é. Çàñòîñóâàííÿ ìåòîä³â íåÿâíèõ ôóíêö³é äàº ìîæëèâ³ñòü âèçíà÷èòè âëàñ-
òèâîñò³ ³ ñòðóêòóðó ³ñíóþ÷îãî ñïåêòðà òà çíàéòè âåñü ñïåêòð, ùî ì³ñ-

òèòüñÿ â äåÿê³é îáìåæåí³é îïóêë³é ìíîæèí³ ïðîñòîðó 2  àáî 2 . 
 

1. Âñòóï. Ë³í³éí³ é íåë³í³éí³ áàãàòîïàðàìåòðè÷í³ çàäà÷³ íà âëàñí³ çíà-
÷åííÿ âèíèêàþòü ó áàãàòüîõ ãàëóçÿõ àíàë³çó òà ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè [5, 9, 
10]. Íàéá³ëüø ïîâíî äîñë³äæåí³ é ïîáóäîâàí³ ÷èñåëüí³ ìåòîäè çíàõîäæåííÿ 
ðîçâ’ÿçê³â äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷íèõ çàäà÷ [11–13]. 

Ó ö³é ðîáîò³ ïðîïîíóºòüñÿ íîâèé ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ äâîïàðàìåòðè÷-
íèõ ë³í³éíèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷, ÿêèé ´ðóíòóºòüñÿ íà çàñòîñóâàíí³ òåîð³¿ 
íåÿâíèõ ôóíêö³é. Öå äàº ìîæëèâ³ñòü íå ò³ëüêè îá´ðóíòóâàòè ³ñíóâàííÿ 
çâ’ÿçíèõ êîìïîíåíò ñïåêòðà, à é çíàõîäèòè ö³ êîìïîíåíòè øëÿõîì ÷èñåëü-
íîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ â³äïîâ³äíî¿ çàäà÷³ Êîø³ äëÿ äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ 
ïåðøîãî ïîðÿäêó. 

2. Ðîçãëÿíåìî ë³í³éíó äâîïàðàìåòðè÷íó àëãåáðà¿÷íó çàäà÷ó íà âëàñí³ 
çíà÷åííÿ 

 1 2Az Bz Cz= λ + λ , (1) 

äå A , B , C  – êâàäðàòí³ ìàòðèö³ n -ãî ïîðÿäêó. Íåîáõ³äíî çíàéòè ñïåêòð 
ö³º¿ çàäà÷³, ùî íàëåæèòü äåÿê³é îáìåæåí³é îïóêë³é ìíîæèí³ 1 2= Λ × Λ ⊂  

2⊂  , òîáòî çíàéòè ìíîæèíó ïàð âëàñíèõ çíà÷åíü 1 2( , )λ = λ λ ∈   (àáî 
2

1 2( , )λ λ ∈ ⊂  ), ³ ïðè êîæí³é ô³êñîâàí³é òî÷ö³ ñïåêòðà (0) (0) (0)
1 2( , )= λ λ  

çíàéòè â³äïîâ³äí³ ¿é âëàñí³ âåêòîðè 0z ≠ . 
 Çàäà÷ó (1) ïîäàìî ó âèãëÿä³ 

 1 2 1 2( , ) 0z A B C zλ λ ≡ − λ − λ =A ( ) , (2) 

äå 1 2( , )λ λA  – ìàòðè÷íà ôóíêö³ÿ, ë³í³éíî çàëåæíà â³ä ñïåêòðàëüíèõ ïàðà-

ìåòð³â 1λ , 2λ . Äëÿ òîãî ùîá ð³âíÿííÿ (2) ìàëî â³äì³íí³ â³ä òîòîæíîãî íóëÿ 

ðîçâ’ÿçêè ( , )z x y= , íåîáõ³äíî òà äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü ð³âí³ñòü [3] 

 1 2 1 2( , ) det 0F A B Cλ λ = − λ + λ =( ) . (3) 

 Ð³âíÿííÿ 1 2( , ) 0F λ λ =  áóäåìî ðîçãëÿäàòè ÿê ð³âíÿííÿ íà âèçíà÷åííÿ 

íåÿâíî çàäàíèõ ôóíêö³é 2 2 1( )λ = λ λ  àáî 1 1 2( )λ = λ λ . Ó öüîìó âèïàäêó çàäà-
÷à (3) ìîæå áóòè çâåäåíà äî çàäà÷³ Êîø³ [6] 
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 Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ (4), (5) íåîáõ³äíî çàäàòè â³äïîâ³äí³ 

ïî÷àòêîâ³ óìîâè (0) (0)
1 2,λ λ( ) , äëÿ ÿêèõ âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü (0) (0)

1 2, 0F λ λ =( ) . Ç 
ö³ºþ ìåòîþ ïîðÿä ³ç çàäà÷åþ (2) áóäåìî ðîçãëÿäàòè â³äïîâ³äíó ¿é äîïîì³æ-
íó îäíîïàðàìåòðè÷íó çàäà÷ó, ïîêëàäàþ÷è â (2) 2 1λ = αλ : 
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 1 1( ) ( ) 0z A B C zλ ≡ − λ − α =A ( ) , (6) 

äå α  – äåÿêå ä³éñíå ÷èñëî. Ó âèïàäêó ä³éñíèõ 1λ , 2λ  çàäà÷à (6) ðîçãëÿäà-

ºòüñÿ íà äåÿêîìó ïðîìåí³, ùî íàëåæèòü äî 2⊂  . 
 Çàçíà÷èìî, ùî ìàòðè÷íà ôóíêö³ÿ 1 2( , )λ λA  º íåïåðåðâíîþ é äèôåðåí-
ö³éîâíîþ çà ñâî¿ìè çì³ííèìè â áóäü-ÿê³é â³äêðèò³é òà îáìåæåí³é îáëàñ-

ò³ 2∈   (àáî 2∈  ), òîáòî º ãîëîìîðôíîþ ìàòðèöåþ-ôóíêö³ºþ â îáëàñ-
ò³  . 
 Â³äîìî [3], ùî äîïîì³æíà çàäà÷à (6) ìàº m  ä³éñíèõ àáî êîìïëåêñíèõ 

âëàñíèõ çíà÷åíü ( )
1 1
i m

i=λ{ } , ÿê³ º êîðåíÿìè â³äïîâ³äíîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî 

ìíîãî÷ëåíà. Òîáòî çàäà÷à (6) ìàº äèñêðåòíèé ñïåêòð, à ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2, ,i i i iλ λ = λ λ =( ) (  

( )i
i= αλ )  º âëàñíèìè çíà÷åííÿìè çàäà÷³ (2), ÿê³ ó âèïàäêó ä³éñíèõ ïàðàìåò-

ð³â 1λ , 2λ  ëåæàòü íà ïðîìåí³ 2 1 1( )λ λ = αλ . 

 Ñïåêòðè çàäà÷ (2) ³ (6) ïîçíà÷èìî â³äïîâ³äíî ÷åðåç ( )s A  ³ ( )s A . Äëÿ 

âèçíà÷åííÿ âëàñòèâîñòåé ñïåêòðà ( )s A  ñêîðèñòàºìîñü òåîðåìîþ 1 ³ç [6], 
ÿêó ñòîñîâíî çàäà÷³ (2) ñôîðìóëþºìî òàê. 

 Òåîðåìà 1. Íåõàé ïðè êîæíîìó 1 2( , )= λ λ ∈   îïåðàòîð 1 2( , )λ λ ∈A  

( , )m m∈ L    º ôðåäãîëüìîâèì ç íóëüîâèì ³íäåêñîì, ìàòðèöÿ-ôóíêö³ÿ 

( , ) : ( , )m m⋅ ⋅ →A L    ãîëîìîðôíà â îáëàñò³  , à ôóíêö³ÿ 1 2( , )F λ λ  àíà-

ë³òè÷íà â  . 
 Òîä³: 

1°) êîæíà òî÷êà ñïåêòðà ( )
1 ( )i sλ ∈ A , 1,2, ,i m=  , ³çîëüîâàíà, º âëàñ-

íèì çíà÷åííÿì ìàòðèö³ 1 1 1( ) ( , )λ ≡ λ αλA A , ¿é â³äïîâ³äàº ñê³í÷åííîâèì³ð-

íèé âëàñíèé ï³äïðîñò³ð ( )
1( )iN λA( )  ³ ñê³í÷åííîâèì³ðíèé êîðåíåâèé ï³äïðî-

ñò³ð; 

2°) êîæíà òî÷êà (0) (0) (0)
1 1, ( )z= λ λ ∈( ) Λ  º òî÷êîþ ñïåêòðà ìàòðèö³-

ôóíêö³¿ 1 2( , )λ λA , äå (0) (0)
2 1 2λ = αλ ∈ Λ , (0)

1 1λ ∈ Λ ; 

3°) ÿêùî 
2

(0) (0)
1 2, 0Fλ

′ λ λ ≠( ) , òî â äåÿêîìó îêîë³ òî÷êè (0)
1 1λ ∈ Λ  ³ñíóº 

ºäèíà íåïåðåðâíà äèôåðåíö³éîâíà ôóíêö³ÿ 2 2 1( )λ = λ λ , ÿêà º ðîçâ’ÿçêîì 

ð³âíÿííÿ (3), òîáòî â äåÿê³é á³êðóãîâ³é îáëàñò³ (0)
0 1 2 1 1( , ) := λ λ λ − λ <{  

1< ε , (0)
2 2 2λ − λ < ε }  ³ñíóº çâ’ÿçíà êîìïîíåíòà ñïåêòðà ìàòðèö³-ôóíêö³¿ 

1 2( , )λ λA , äå 1ε , 2ε  – ìàë³ ä³éñí³ êîíñòàíòè. 

 Ä î â å ä å í í ÿ  òåîðåìè ñòîñîâíî íåë³í³éíî¿ äâîïàðàìåòðè÷íî¿ 
ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³ ïîäàíî â [6]. Ó âèïàäêó çàäà÷³ (2) ïðè êîæíîìó λ ∈ Λ  
ôðåäãîëüìîâ³ñòü ìàòðèö³-ôóíêö³¿ 1 2( , )λ λA  âèïëèâàº ç ð³âíîñò³ [3] 

 dim ker dim ker ∗= A A( ) ( ) , 

à ³ñíóâàííÿ çâ’ÿçíèõ êîìïîíåíò ñïåêòðà ìàòðèö³-ôóíêö³¿ 1 2( , )λ λA  ïðè 

óìîâ³ 
2

(0) (0)
1 2, 0Fλ

′ λ λ ≠( )  âèïëèâàº ç òåîðåìè ïðî ³ñíóâàííÿ íåÿâíî çàäàíî¿ 

ôóíêö³¿ [1, 7]. 

 3. Ðîçãëÿíåìî îäèí ³ç ï³äõîä³â äî çíàõîäæåííÿ ÷àñòêîâèõ ïîõ³äíèõ â³ä 
äåòåðì³íàíòà ìàòðèö³, êîåô³ö³ºíòè ÿêî¿ çàëåæàòü â³ä ïàðàìåòðà λ . Íåõàé 
çàäàíî ìàòðèöþ 
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åëåìåíòè ( )ijd λ  ÿêî¿ º äèôåðåíö³éîâíèìè ôóíêö³ÿìè â³ä λ . Òîä³ äëÿ ïîõ³ä-

íî¿ çà λ  â³ä âèçíà÷íèêà det ( )D λ( )  ìàº ì³ñöå 

 Ëåìà 1. Íåõàé åëåìåíòè ( )ijd λ  ìàòðèö³ ( )D λ  º äèôåðåíö³éîâíèìè 

ôóíêö³ÿìè â³ä ïàðàìåòðà λ . Òîä³ äëÿ ïîõ³äíî¿ det ( )d D
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  (7) 
 Ä î â å ä å í í ÿ.  Ñêîðèñòàºìîñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿.  
 1). Ïðè 2n =  î÷åâèäíà ð³âí³ñòü 

 11 12
11 22 21 12

21 22

( ) ( )
det ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
d dd d d d d d
d dd d

λ λ
= λ λ − λ λ =λ λλ λ

( )  

 11 22 11 22 21 12 21 12( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d d d d d d d′ ′ ′ ′= λ λ + λ λ − λ λ − λ λ =  

 11 12 11 12

21 22 21 22

( ) ( ) ( ) ( )
det det

( ) ( ) ( ) ( )
d d d d
d d d d

′ ′λ λ λ λ
= +′ ′λ λ λ λ

. 

 2). Ïðèïóñòèìî, ùî ð³âí³ñòü (7) ñïðàâäæóºòüñÿ ïðè n k= . 
 3). Ïîêàæåìî âèêîíàííÿ ð³âíîñò³ (7) ïðè 1n k= + . Ðîçêëàäàþ÷è âè-
çíà÷íèê ( 1)k + -ãî ïîðÿäêó çà ( 1)k + -ì ðÿäêîì, îäåðæóºìî 
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j

d d
+

+ +
+ +

=

′ ′= − λ ∆ λ + λ ∆ λ∑ ( ) ,  (8) 

äå . ( )k j∆ λ  ³ . ( )k j
′∆ λ  – â³äïîâ³äíî àëãåáðà¿÷íå äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà 

1, ( )k jd + λ  ³ ïîõ³äíà â³ä íüîãî, ÿê³ º âèçíà÷íèêàìè k -ãî ïîðÿäêó. Îñê³ëüêè 

äëÿ . ( )k j
′∆ λ  çã³äíî ç 2) ñïðàâäæóºòüñÿ ð³âí³ñòü (7), òî, äèôåðåíö³þþ÷è çà 

ôîðìóëîþ (7) âèçíà÷íèêè . ( )k j∆ λ  ³ çãîðòàþ÷è â³äïîâ³äíèì ÷èíîì çã³äíî ç (8) 

âèçíà÷íèê ( 1)k + -ãî ïîðÿäêó ïðè 1, ( )k jd +
′ λ , 1,2, , 1j k= + , îäåðæóºìî ôîð-

ìóëó (7). ◊ 
 Òàêèì ÷èíîì, çã³äíî ç ëåìîþ 1 äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîõ³äíî¿ â³ä âèçíà÷íèêà 
n -ãî ïîðÿäêó íåîáõ³äíî îá÷èñëèòè n  âèçíà÷íèê³â, ó êîæíîìó ç ÿêèõ åëå-
ìåíòè 1n −  ñòîâïö³â ñï³âïàäàþòü ç åëåìåíòàìè âèõ³äíî¿ ìàòðèö³, à åëåìåí-
òè j -ãî ñòîâïöÿ â j -ìó âèçíà÷íèêó ( 1,2, , )j n=   º ïîõ³äíèìè çà λ  â³ä åëå-
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ìåíò³â j -ãî ñòîâïöÿ âèõ³äíî¿ ìàòðèö³. Îòæå, âõ³äíèìè äàíèìè äëÿ îá÷èñ-
ëåííÿ ïîõ³äíî¿ â³ä âèçíà÷íèêà º âõ³äíà ìàòðèöÿ ³ â³äïîâ³äíà ¿é ìàòðèöÿ ïî-
õ³äíèõ. Çàóâàæèìî, ùî ö³ ìàòðèö³ íà ï³äñòàâ³ àíàë³òè÷íî çàäàíèõ âèðàç³â 
äëÿ ¿õ åëåìåíò³â ìîæóòü áóòè îá÷èñëåí³ ç ìàøèííîþ òî÷í³ñòþ. 
 Ï³äñóìîâóþ÷è ñêàçàíå, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî äëÿ çíàõîäæåííÿ 
ñïåêòðà çàäà÷³ (2) â çàäàí³é îáìåæåí³é îïóêë³é îáëàñò³   íåîáõ³äíî âèêî-
íàòè íàñòóïí³ îá÷èñëåííÿ: 
 1°. Ðîçâ’ÿçàòè â³äîìèìè ìåòîäàìè íà çàäàíîìó ïðîìåí³ 2 1λ = αλ  (àáî 

íà ïðîìåí³ 1 2λ = αλ ) äîïîì³æíó îäíîâèì³ðíó çàäà÷ó íà âëàñí³ çíà÷åííÿ (6). 

Â ðåçóëüòàò³ öüîãî çíàéäåìî m  âëàñíèõ çíà÷åíü ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 1, ,i i i iλ λ = λ αλ ⊂ ( ) ( ) . 

 2°. ßêùî êðàòí³ñòü i -ãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ ( 1,2, , )i m=   äîð³âíþº 

îäèíèö³, òî, âèêîðèñòîâóþ÷è çíàéäåí³ çã³äíî ç 1° ðîçâ’ÿçêè ( ) ( )
2 1
i iλ = αλ  ÿê 

ïî÷àòêîâ³ óìîâè, ðîçâ’ÿçóºìî â îêîë³ êîæíî¿ òî÷êè ( ) ( )
1 2,i iλ λ( )  çàäà÷ó Êîø³ 

(4), (5) ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè. Ó ðåçóëüòàò³ çíàõîäèìî çâ’ÿçí³ êîìïîíåíòè 

ñïåêòðà çàäà÷³ (2), ùî íàëåæàòü äî 2
1 2= Λ × Λ ⊂  , ó âèïàäêó êîìïëåêñ-

íèõ êîðåí³â ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 1, ,i i i iλ λ = λ αλ( ) ( ) , àáî ñïåêòðàëüí³ ë³í³¿, ùî íàëåæàòü äî 

2⊂  , ó âèïàäêó ä³éñíèõ êîðåí³â.  
 Ó âèïàäêó ä³éñíî¿ ìàòðèö³ 1 2( , )λ λA  ³ ä³éñíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 1, ,i i i iλ λ = λ αλ( ) ( ) , 1,2, ,i m=  , îäåðæóºìî, ùî çàäà÷à (2) ìàº ë³í³é÷à-

òèé ñïåêòð, ùî íàëåæèòü äî îáëàñò³ 2⊂  . 

 4. Òî÷êè ñïåêòðà, â ÿêèõ âëàñíå çíà÷åííÿ ( ) ( )
1 2,k kλ λ( ) º ä³éñíèì ³ êðàò-

íèì, êð³ì òîãî, 
( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2

1 2

, ,
0

k k k kF F∂ λ λ ∂ λ λ
= =

∂λ ∂λ
( ) ( )

, íàçèâàþòü îñîáëèâèìè. Âè-

êîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè [4] ñòîñîâíî äîñë³äæåííÿ íåÿâíèõ ôóíêö³é, íàâå-
äåìî îñíîâí³ âëàñòèâîñò³ ñïåêòðàëüíèõ ë³í³é, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç ö³ òî÷êè. 
Ïîêëàäàºìî, ùî òðè ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó â³ä 1 2( , )F λ λ  íå 

äîð³âíþþòü íóëåâ³ ïðè ( )
1 1

kλ = λ , ( )
2 2

kλ = λ  ³ ùî ö³ ïîõ³äí³ ðàçîì ç ïîõ³äíè-

ìè òðåòüîãî ïîðÿäêó íåïåðåðâí³ â îêîë³ òî÷êè ( ) ( )
1 2,k kλ λ( ) . Òîä³ ìîæëèâ³ òàê³ 

âèïàäêè ïîâåä³íêè ñïåêòðàëüíèõ ë³í³é: 
 (³) ÿêùî  

 
2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )2

1 2 1 2 1 2
2 2

1 2 1 2

, , ,k k k k k kF F F∂ λ λ ∂ λ λ ∂ λ λ  > ⋅ ∂λ ∂λ  ∂λ ∂λ

( ) ( ) ( )
, 

òî ÷åðåç òî÷êó ( ) ( )
1 2,k kλ λ( ) ïðîõîäÿòü äâ³ êðèâ³ ç ð³çíèìè äîòè÷íèìè 

 ( ) ( )
2 2 1 1 ,           1,2k k

it iλ − λ = λ − λ =( ) , 

äå it  – êîðåí³ â³äïîâ³äíèõ ð³âíÿíü (äèâ. [4, ñ. 97]); 
 (³³) ó âèïàäêó, êîëè 

 
2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )2

1 2 1 2 1 2
2 2

1 2 1 2

, , ,k k k k k kF F F∂ λ λ ∂ λ λ ∂ λ λ  < ⋅ ∂λ ∂λ  ∂λ ∂λ

( ) ( ) ( )
, 

òî ( ) ( )
1 2,k kλ λ( ) º ïîäâ³éíîþ ³çîëüîâàíîþ òî÷êîþ; 

 (³³³) ÿêùî  

 
2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )2

1 2 1 2 1 2
2 2

1 2 1 2

, , ,
0

k k k k k kF F F∂ λ λ ∂ λ λ ∂ λ λ  − ⋅ = ∂λ ∂λ  ∂λ ∂λ

( ) ( ) ( )
, 

òî ³ñíóþòü äâ³ â³òêè êðèâî¿, ÿê³ ìàþòü ñï³ëüíó äîòè÷íó é óòâîðþþòü òî÷êó 
çâîðîòó. 
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 5. Ðîçãëÿíåìî ÷èñëîâèé ïðèêëàä. Íåîáõ³äíî çíàéòè ñïåêòð ìàòðèö³ 

1 2( , )λ λ =A  

 

1 2 1 1

1 2 1 2

1 1 2

1 2 2 2

2 1 2

2 1 2

1 3 4 3 2 1 0 0 0

3 2 2 2 0 0 0 0

1 0 3 2 2 0 0 0

0 0 0 0.5 2 2 1

0 0 0 2 1 2 0

0 0 0 1 0 2 2

− λ − λ − λ − λ

− λ − λ − λ − λ

− λ − λ − λ

− λ − λ − λ − λ

− λ − λ − λ

− λ − λ − λ

= . 

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ â³ä 1 2( , )λ λA  º ìàòðèöÿìè ç ïî-
ñò³éíèìè êîåô³ö³ºíòàìè ³ ìàþòü âèãëÿä 

 1 2 1 2

1 2

3 2 1 0 0 0 4 1 0 0 0 0
2 1 0 0 0 0 1 3 0 0 0 0

( , ) ( , )1 0 2 0 0 0 0 0 2 0 0 0
,        

0 0 0 1 0 0 0 0 0 2 1 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 2 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 2

∂ λ λ ∂ λ λ
= − = −

∂λ ∂λ
A A

. 

 Äîïîì³æíà îäíîâèì³ðíà ñïåêòðàëüíà çàäà÷à (6) ðîçâ’ÿçóâàëàñü íà äâîõ 
ïðîìåíÿõ: 2 10.5λ = λ  ³ 2 1λ = λ . Âëàñí³ çíà÷åííÿ íà öèõ ïðîìåíÿõ º ä³éñíè-
ìè é íàâåäåí³ â òàáë. 1. 
 Таблиця 1 

          i  1 2 3 4 5 6 

( )
1
iλ  -1.61491 -1.05990 0.87645 0.90772 1.00000 1.18789 

( ) ( )
2 10.5i iλ = λ  -0.807455 -0.52995 0.438225 0.45386 0.5 0.593945 

( )
1
iλ  -0.84676 -0.70348 0.60221 0.61387 0.73288 0.75404 

( ) ( )
2 1
i iλ = λ  -0.84676 -0.70348 0.60221 0.61387 0.73288 0.75404 

Ñïåêòðàëüí³ ë³í³¿, ùî â³äïîâ³äàþòü ïîäàíèì ó òàáë. 1 âëàñíèì çíà÷åí-
íÿì, íàâåäåíî â îáëàñò³ 1 2 1 2( , ) : 1.5,  1.5= λ λ λ ≤ λ ≤ { }  íà ðèñ. 1. Æèðíè-

ìè òî÷êàìè ïîçíà÷åíî âëàñí³ çíà÷åííÿ, ùî ëåæàòü íà çàäàíèõ ïðîìåíÿõ. 

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 λ1

λ2(λ1)
λ2 = λ1

λ2 = λ1/2

 
Рис. 1 

 6. Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîäè äèñêðåòèçàö³¿, ðîçãëÿíåìî ìîæëèâ³ñòü çàñòîñó-
âàííÿ çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ë³í³éíèõ äâîïàðàìåòðè÷-
íèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíö³àëüíèõ òà ³íòåãðàëüíèõ îïåðàòîð³â. 

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ íåíóëüîâèõ ðîçâ’ÿçê³â 
äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ Ìàòüº [8]: 
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2

2
1 ( 4 cos2 ) 0
4

d uLu q x u
dx

≡ + − + α = ,  (9) 

ë³í³éíî çàëåæíîãî â³ä äâîõ ïàðàìåòð³â 

 1 2,           qλ = λ = α , 

äå 0, 2x ∈ π/[ ] . Â³äîìî [8], ùî ôóíêö³¿ Ìàòüº åë³ïòè÷íîãî öèë³íäðà ( , )m x qϕ  

ñòàíîâëÿòü ñîáîþ ïàðí³ òà íåïàðí³ ïåð³îäè÷í³ ÷àñòêîâ³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ 
(9). Ïåð³îäè÷í³ ðîçâ’ÿçêè ³ñíóþòü íå äëÿ áóäü-ÿêî¿ ïàðè çíà÷åíü q , α . Äëÿ 

êîæíî¿ ôóíêö³¿ Ìàòüº cemx  ³ semx  ïàðàìåòð q  º ïåâíîþ ôóíêö³ºþ â³ä 

ïàðàìåòðà α  ³ íàâïàêè.  
 Ïîêàæåìî, ùî öÿ çàäà÷à çíàõîäæåííÿ òàêèõ ïàðàìåòð³â 1 qλ = , 2λ =  
= α , ïðè ÿêèõ ³ñíóþòü â³äì³íí³ â³ä òîòîæíîãî íóëÿ ðîçâ’ÿçêè (9), ìîæå áóòè 
çâåäåíà äî çíàõîäæåííÿ ñïåêòðàëüíèõ ë³í³é äâîïàðàìåòðè÷íî¿ àëãåáðà¿÷íî¿ 
çàäà÷³, ðîçãëÿíóòî¿ ó ïï. 1–5. Äëÿ öüîãî ñêîðèñòàºìîñÿ ð³çíèöåâèì àíàëî-
ãîì äëÿ äðóãî¿ ïîõ³äíî¿ ³ çâåäåìî ð³âíÿííÿ (9) äî â³äïîâ³äíî¿ îäíîð³äíî¿ àë-
ãåáðà¿÷íî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü.  
 Ââåäåìî íà â³äð³çêó 0, 2π/[ ] ñ³òêó 

 0 ,  0,1, , ,  2h ix ih i n hnω = = + = = π{ }/ , 

³ ïîçíà÷èìî çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ( )u x  ó âóçëàõ ñ³òêè ÷åðåç ( )i iu u x= . Äëÿ 

àïðîêñèìàö³¿ ( )u x′′  âèêîðèñòàºìî â³äîì³ íåñèìåòðè÷í³ é ñèìåòðè÷í³ ð³çíè-
öåâ³ àíàëîãè: 

 1 22
( ) i i i

i

u u u
u x

h
+ +− +′′ = , 

 1 12
( ) i i i

i

u u u
u x

h
− +− +′′ = , 

 2 12
( ) i i i

i

u u u
u x

h
− −− +′′ = . 

 Ï³äñòàâëÿþ÷è ó (9) çàì³ñòü ( )u x′′  ¿¿ ð³çíèöåâ³ àíàëîãè é ïðèð³âíþþ÷è ó 
âóçëàõ ñ³òêè îòðèìàí³ âèðàçè äî íóëÿ, ïðèõîäèìî äî îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè ë³-
í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî çíà÷åííÿ íåâ³äîìî¿ ôóíêö³¿ u  ó âóç-
ëàõ ñ³òêè 0 1,  , , nu u u : 

 

0 0 1 2

0 1 1 2

1 1

2 1 1

1 1 14 cos 2 0,
4 2 4
1 1 14 cos 2 0,
4 2 4

,
1 1 14 cos 2 0,
4 2 4
1 1 14 cos 2
4 2 4

h k k k k

n n n

q x u u u
h h h

u q x u u
h h h

L u u q x u u
h h h

u q x u u
h h h

− +

− − −

 − + α − + =  
   + − − + α + = 

 

  = + − − + α + = 

 
  + − − + α +   








2 1

0,

,
1 1 1 4 cos 2 0.
4 2 4

n

n n n nu u q x u
h h h− −

=

 − + − + α = 
 



  (10) 

 Âèä³ëÿþ÷è ó ñèñòåì³ (10) îêðåìî ìàòðèö³ ïðè q  òà α , ïðèõîäèìî äî 
äâîâèì³ðíî¿ ë³í³éíî¿ àëãåáðà¿÷íî¿ ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³ òèïó (2): 

 ( , ) 0q A qB C uα ≡ + + α =A ( ) , (11) 

äå 
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1 1 1 0 0 0 0 0 0 0
4 2 4
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0
4 2 4

1 1 10 0 0 0 0 0 0
4 2 4

0 0 0
1 1 10 0 0 0 0 0 0
4 2 4

1 1 10 0 0 0 0 0 0
4 2 4
1 1 10 0 0 0 0 0 0
4 2 4

h h h

h h h

h h h

A

h h h

h h h

h h h

−

−

−

=
−

−

−

 

 

 
        

 
           

 

 

, 

 

0

1

4cos 2 0 0

0 4cos 2 0

4cos 2 n

x

x
B

x

−

−
=

−





   

  

, 

C E=  – îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, 1 2( , , , )nu u u u=  . 

 Ðîçãëÿíåìî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó íåÿâíî¿ ôóíêö³¿ äî çíàõîäæåííÿ 
ñïåêòðàëüíèõ ë³í³é îäíîð³äíîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ ç äâîìà ñïåêòðàëü-
íèìè ïàðàìåòðàìè 

 1 1 2 2( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
D D

x s s t x t dt s t x t dt= λ + λ∫ ∫K K ,  (12) 

äå D  – çàäàíà îáëàñòü ó ïðîñòîð³ 2 . Çàäà÷à ïîëÿãàº ó çíàõîäæåíí³ òàêèõ 
çíà÷åíü ïàðàìåòð³â 1λ , 2λ , ïðè ÿêèõ ð³âíÿííÿ (12) ìàº â³äì³íí³ â³ä òîòîæ-
íîãî íóëÿ ðîçâ’ÿçêè. 
 Íåõàé çàäàíî äåÿêèé çá³æíèé êâàäðàòóðíèé ïðîöåñ [2] 

 
1

( ) ( ) ( ),           
n

jn jn n
jD

z s ds a z s z n
=

= + ϕ ∈∑∫  , (13) 

ç jna ∈  , jns D∈ , 1, ,j n=  , òîáòî ( ) 0n zϕ →  äëÿ áóäü-ÿêî¿ íåïåðåðâíî¿ 

íà D  ôóíêö³¿ ( )z s  ïðè n → ∞ .  
 Çàì³íèâøè ³íòåãðàë ó ð³âíÿíí³ (12) çà ôîðìóëîþ (13), ó ÿê³é â³äêèäàº-
ìî çàëèøêîâèé ÷ëåí nϕ , ³ íàäàþ÷è çì³íí³é s  çíà÷åííÿ ins s= , 1, ,i n=  , 

ïðèõîäèìî äî òàêî¿ îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü â³ä-
íîñíî ( )in inx x s= , 1, ,i n=  : 

 1 1 2 2
1 1

( , ) ( , ) ,      1, ,
n n

in jn in jn jn jn in jn jn
j j

x a s s x a s s x i n
= =

= λ + λ =∑ ∑K K  . 

 Ïîçíà÷èâøè â³äïîâ³äí³ êîåô³ö³ºíòè ïðè íåâ³äîìèõ ÷åðåç 1( , )jn i ja s s =K  

ijb=  , 2 ( , )jn i j ija s s c= K , îäåðæóºìî àíàëîã³÷íó äî (2) ë³í³éíó äâîïàðàìåò-

ðè÷íó ñïåêòðàëüíó àëãåáðà¿÷íó çàäà÷ó 

 1 2 0Ex Bx Cx− λ − λ = . 

 6. Âèñíîâêè. Ç íàâåäåíèõ ó ðîáîò³ ðåçóëüòàò³â ïåðåêîíóºìîñü, ùî çà-
ñòîñóâàííÿ ìåòîä³â íåÿâíèõ ôóíêö³é äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ë³í³éíèõ äâîïàðà-
ìåòðè÷íèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ äîçâîëÿº äîñë³äèòè òà çíàéòè ñïåêòð ö³º¿ 

çàäà÷³ â çàäàí³é îáìåæåí³é îïóêë³é îáëàñò³ ïðîñòîðó m  àáî m .  
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 Î÷åâèäíî, ùî öåé ï³äõ³ä ëåãêî ïîøèðþºòüñÿ íà ë³í³éí³ áàãàòîïàðàìåò-
ðè÷í³ ñïåêòðàëüí³ çàäà÷³. Ïðè öüîìó äëÿ âèçíà÷åííÿ çâ’ÿçíî¿ êîìïîíåíòè 
ñïåêòðà ç âèêîðèñòàííÿì àíàëîã³÷íîãî äî (3) ð³âíÿííÿ çàñòîñîâóºìî ìåòîä 
ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü, çàïðîïîíîâàíèé â [4]. 
 ßêùî ðîçì³ðí³ñòü ìàòðèöü º âåëèêîþ, òî ïðè îá÷èñëåíí³ ïîõ³äíèõ â³ä 
âèçíà÷íèêà, íåîáõ³äíèõ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ Êîø³, ìîæíà çàñòîñîâóâàòè 
ð³çíèöåâ³ ìåòîäè. 
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МЕТОДЫ НЕЯВНЫХ ФУНКЦИЙ ПРИ РЕШЕНИИ ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКИХ 
ЛИНЕЙНЫХ СПЕКТРАЛЬНЫХ ЗАДАЧ 
 
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ ñïåêòðàëüíûõ 
àëãåáðàè÷åñêèõ çàäà÷, â îñíîâó êîòîðîãî ïîëàãàþòñÿ ìåòîäû íåÿâíûõ ôóíêöèé. 
Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ íåÿâíûõ ôóíêöèé äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ñâîéñòâà 
è ñòðóêòóðó ñóùåñòâóþùåãî ñïåêòðà è íàõîäèòü âåñü ñïåêòð, íàõîäÿùèéñÿ â 

íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà 2  èëè 2 . 
 
METHODS OF IMPLICIT FUNCTIONS FOR SOLUTION OF TWO-PARAMETER 
LINEAR SPECTRAL PROBLEMS 
 
One method of solution of linear two-parameter spectral algebraic problems, in which 
implicit functions methods are put in base, is considered. Use of implicit functions 
methods enables to define the properties and structure of an existing spectrum and to 

find all spectrum located in some bounded convex region of space 2  or 2 . 
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