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ПРО ЕКВІВАЛЕНТНІСТЬ ФУНКЦІОНАЛЬНИХ БАЗИСІВ 
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ ІНВАРІАНТІВ НЕСПРЯЖЕНИХ ПІДГРУП 
ЛОКАЛЬНИХ ГРУП ЛІ ТОЧКОВИХ ПЕРЕТВОРЕНЬ  
 

Ñôîðìóëüîâàíî ³ äîâåäåíî êðèòåð³é åêâ³âàëåíòíîñò³ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â 
äèôåðåíö³àëüíèõ ³íâàð³àíò³â äîâ³ëüíîãî ñê³í÷åííîãî ïîðÿäêó k  äëÿ íåñïðÿæå-
íèõ ï³äãðóï ëîêàëüíèõ ãðóï Ë³ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü. 

 
Äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ ð³çíèõ ïîðÿäê³â, ÿê³ ³íâàð³àíòí³ â³äíîñíî ëî-

êàëüíèõ ãðóï Ë³ n m
rG +  òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü, øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ 

ïðè ðîçãëÿä³ áàãàòüîõ ïèòàíü òåîðåòè÷íî¿ ³ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè, ìåõàí³êè, 
ãàçîâî¿ äèíàì³êè òîùî. Òàê³ ð³âíÿííÿ âèâ÷àëèñÿ â áàãàòüîõ ðîáîòàõ (äèâ., 
íàïðèêëàä, [1–4, 6–9, 11–15, 17–23]).  

Îäèí ³ç ñïîñîá³â ïîáóäîâè òàêèõ ð³âíÿíü áàçóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ 
ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â äèôåðåíö³àëüíèõ ³íâàð³àíò³â (ÔÁÄ²) ð³çíèõ ïîðÿä-

ê³â ãðóï n m
rG +  [2, 4, 16]. Ïðè òàêîìó ï³äõîä³ êëàñ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 

äîâ³ëüíîãî ñê³í÷åííîãî ïîðÿäêó k , ÿêèé ³íâàð³àíòíèé â³äíîñíî ãðóïè n m
rG + , 

ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ 
 1 2, , , 0

kt
F J J J =( ) , 

äå F  – äîñòàòíüî ãëàäêà ôóíêö³ÿ ñâî¿õ àðãóìåíò³â; 1 2, , ,
kt

J J J{ }  – ÔÁÄ² 

k -ãî ïîðÿäêó ãðóïè n m
rG + . Ó òàêèé ñïîñ³á ìîæíà áóäóâàòè êëàñè äèôåðåí-

ö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ÿê³ ³íâàð³àíòí³ â³äíîñíî íåñïðÿæåíèõ ï³äãðóï ãðóïè 
n m
rG + . ßê âèäíî ç âèùåíàâåäåíî¿ ôîðìóëè, âëàñòèâîñò³ ïîáóäîâàíèõ ó òà-

êèé ñïîñ³á êëàñ³â äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü áóäóòü ñóòòºâèì ÷èíîì çàëåæà-
òè â³ä âëàñòèâîñòåé ÔÁÄ². Ïðè ïîáóäîâ³ ÔÁÄ² äëÿ êîíêðåòíèõ ãðóï Ë³ òî÷-
êîâèõ ïåðåòâîðåíü âèÿâèëîñÿ, ùî íåìàº âçàºìíî îäíîçíà÷íî¿ â³äïîâ³äíîñò³ 
ì³æ íåñïðÿæåíèìè ï³äãðóïàìè öèõ ãðóï ³ â³äïîâ³äíèìè ÔÁÄ². Çîêðåìà, 
ð³çíèì íåñïðÿæåíèì ï³äãðóïàì ìîæóòü â³äïîâ³äàòè îäíàêîâ³ àáî åêâ³âà-
ëåíòí³ ÔÁÄ². Äëÿ â³äáîðó íååêâ³âàëåíòíèõ ÔÁÄ² äîâ³ëüíîãî ñê³íåííîãî ïî-
ðÿäêó ïîòð³áíî çðîáèòè íàñòóïíå: 

– ñôîðìóëþâàòè ³ äîâåñòè êðèòåð³é åêâ³âàëåíòíîñò³ äëÿ ÔÁÄ² äîâ³ëüíî-
ãî ñê³í÷åííîãî ïîðÿäêó; 

– çàñòîñóâàòè öåé êðèòåð³é äëÿ ÔÁÄ² êîæíî¿ âèì³ðíîñò³ ç ìåòîþ âèÿâ-
ëåííÿ åêâ³âàëåíòíèõ; 

– ç êîæíîãî êëàñó åêâ³âàëåíòíèõ ÔÁÄ² âèáðàòè ïî îäíîìó ïðåäñòàâ-
íèêó. 
Ó ïðàö³ [10] ñôîðìóëüîâàíî ³ äîâåäåíî êðèòåð³é åêâ³âàëåíòíîñò³ äîâ³ëü-

íèõ äâîõ ÔÁÄ² ïåðøîãî ïîðÿäêó íåñïðÿæåíèõ ðîçùåïëþâàíèõ ï³äãðóï 
ãðóïè Ïóàíêàðå (1, 4)P . 

Ó [5] ñôîðìóëüîâàíî êðèòåð³é åêâ³âàëåíòíîñò³ äîâ³ëüíèõ äâîõ ôóíêö³î-
íàëüíèõ áàçèñ³â äèôåðåíö³àëüíèõ ³íâàð³àíò³â äîâ³ëüíîãî ñê³í÷åííîãî ïîðÿä-

êó k  íåñïðÿæåíèõ ï³äãðóï ãðóïè n
rG .  

Ó ö³é ðîáîò³ ñôîðìóëüîâàíî òà äîâåäåíî àíàëîã³÷íèé êðèòåð³é äëÿ 
ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â äèôåðåíö³àëüíèõ ³íâàð³àíò³â äîâ³ëüíîãî ñê³í÷åííî-

ãî ïîðÿäêó k  íåñïðÿæåíèõ ï³äãðóï ãðóïè n m
rG + . Òåðì³íîëîã³ÿ ³ ïîçíà÷åííÿ 

â îñíîâíîìó ñòàíäàðòí³ [2, 3]. 

Íåõàé n m
rG +  – ëîêàëüíà r -ïàðàìåòðè÷ía ãðóïà Ë³ òî÷êîâèõ ïåðåòâî-

ðåíü ïðîñòîðó ( , ) ( ) ( )n m n mx u x u+ = ×    
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 ( , , ),    ( , , ),    , ( ),    , ( ),    n m rx f x u a u g x u a x x x u u u a′ ′ ′ ′= = ∈ ∈ ∈   , 

äå ( , , )f x u a  ³ ( , , )g x u a  – äîñòàòíüî ãëàäê³ ôóíêö³¿ ñâî¿õ àðãóìåíò³â. 

Áàçèñí³ åëåìåíòè àëãåáðè Ë³ ãðóïè n m
rG +  ïîçíà÷èìî ÷åðåç 1 2, , ,X X {  

, rX } . Âîíè ìàþòü âèãëÿä (äèâ., íàïðèêëàä, [3]) 

 ( , ) ( , ) ,    1, , ,   1, , ,   1, ,i k
i k

X x u x u i n k m r
x u

α α α
∂ ∂= ξ + η = = α =

∂ ∂
   , 

äå 
0 0

( , ) ,  ( , )
i k

i k

a a

f g
x u x u

a a
α αα α

= =

∂ ∂ξ = η =
∂ ∂

.  

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 
1

1
rL  ³ 

2

2
rL  äâ³ íåñïðÿæåí³ ï³äàëãåáðè àëãåáðè Ë³ ãðóïè 

n m
rG + , äå 1 2,r r  – ðîçì³ðíîñò³ ï³äàëãåáð 

1

1
rL  ³ 

2

2
rL  â³äïîâ³äíî. 

Íåõàé (1) (1) (1)
1 2, , ,

kt
J J J{ }  ³ (2) (2) (2)

1 2, , ,
kt

J J J{ }  – ôóíêö³îíàëüí³ áàçèñè äè-

ôåðåíö³àëüíèõ ³íâàð³àíò³â k -ãî ïîðÿäêó â³äïîâ³äíî äëÿ ï³äàëãåáð 
1

1
rL  ³ 

2

2
rL . 

Îçíà÷åííÿ. Êàæåìî, ùî ôóíêö³îíàëüí³ áàçèñè (1) (1) (1)
1 2, , ,

kt
J J J{ }  ³ (2)

1 ,J{  

(2) (2)
2 , ,

kt
J J }  º åêâ³âàëåíòíèìè, ÿêùî ³ñíóþòü äîñòàòíüî ãëàäê³ ôóíêö³¿ 

1 2, , ,
kt

f f f  ³ 1 2, , ,
kt

g g g  òàê³, ùî  

 (2) (1) (1) (1)
1 1 1 2, , ,

kt
J f J J J= ( ) , 

 (2) (1) (1) (1)
2 2 1 2, , ,

kt
J f J J J= ( ) , 

  , 

 (2) (1) (1) (1)
1 2, , ,

kk ktt tJ f J J J= ( )  (1) 

³ 

 (1) (2) (2) (2)
1 1 1 2, , ,

kt
J g J J J= ( ) , 

 (1) (2) (2) (2)
2 2 1 2, , ,

kt
J g J J J= ( ) , 

  , 

 (1) (2) (2) (2)
1 2, , ,

kk ktt tJ g J J J= ( ) . (2) 

Òâåðäæåííÿ. Äâà ôóíêö³îíàëüí³ áàçèñè (1) (1) (1)
1 2, , ,

kt
J J J{ }  ³ (2) (2)

1 2, , ,J J {  

(2),
kt

J }  º åêâ³âàëåíòíèìè òîä³ é ò³ëüêè òîä³, ÿêùî âîíè çàäîâîëüíÿþòü 

òàê³ óìîâè: 

 (1) (2) (1) (2) (1) (2)
1 1 1 2 10,    0,    ,    0

k

k k k

tX J X J X J= = =   , 

 (1) (2) (1) (2) (1) (2)
2 1 2 2 20,    0,    ,    0

k

k k k

tX J X J X J= = =   , 

  , 

 
1 1 1

(1) (2) (1) (2) (1) (2)
1 20,    0,    ,    0

k

k k k

r r r tX J X J X J= = =   , 

 (2) (1) (2) (1) (2) (1)
1 1 1 2 10,    0,    ,    0

k

k k k

tX J X J X J= = =   , 

 (2) (1) (2) (1) (2) (1)
2 1 2 2 20,    0,    ,    0

k

k k k

tX J X J X J= = =   , 

  , 

 
2 2 2

(2) (1) (2) (1) (2) (1)
1 20,    0,    ,    0

k

k k k

r r r tX J X J X J= = =   , (3) 
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äå 
1

(1) (1) (1)
1 2, , ,
k k k

rX X X  { } , 
2

(2) (2) (2)
1 2, , ,
k k k

rX X X  { }  – k  ðàç³â ïðîäîâæåí³ áàçèñí³ îïå-

ðàòîðè ï³äàëãåáð 
1

1
rL  ³ 

2

2
rL  â³äïîâ³äíî. 

Ä î â å ä å í í ÿ.  Íåîáõ³äí³ñòü. Íåõàé ôóíêö³îíàëüí³ áàçèñè (1)
1J{ , 

(1) (1)
2 , ,

kt
J J }  ³ (2) (2) (2)

1 2, , ,
kt

J J J{ }  º åêâ³âàëåíòíèìè. Òîä³ ³ñíóþòü ôóíêö³¿ 

1 2, , ,
kt

f f f  ³ 1 2, , ,
kt

g g g  òàê³, ùî 

 (2) (1) (1) (1)
1 1 1 2, , ,

kt
J f J J J= ( ) , 

 (2) (1) (1) (1)
2 2 1 2, , ,

kt
J f J J J= ( ) , 

  , 

 (2) (1) (1) (1)
1 2, , ,

kk ktt tJ f J J J= ( )  

³ 

 (1) (2) (2) (2)
1 1 1 2, , ,

kt
J g J J J= ( ) , 

 (1) (2) (2) (2)
2 2 1 2, , ,

kt
J g J J J= ( ) , 

  , 

 (1) (2) (2) (2)
1 2, , ,

kk ktt tJ g J J J= ( ) . 

Îñê³ëüêè 

 (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
1 1 2 2 1 2 1 2, , , ,    , , , ,   ,    , , ,

kk k ktt t tf J J J f J J J f J J J   ( ) ( ) ( )  

º äèôåðåíö³àëüíèìè ³íâàð³àíòàìè k -ãî ïîðÿäêó ï³äàëãåáðè 
1

1
rL , òî ìàòè-

ìåìî (äèâ., íàïðèêëàä, [2–4]) 

 
1

(1) (2) (1) (2) (1) (2)
1 1 1 20,       0,     ,      0

k

k k k

r tX J X J X J= = =   . 

Òàê ÿê 

 (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2)
1 1 2 2 1 2 1 2, , , ,    , , , ,  ,    , , ,

kk k ktt t tg J J J g J J J g J J J   ( ) ( ) ( )  

º äèôåðåíö³àëüíèìè ³íâàð³àíòàìè k -ãî ïîðÿäêó ï³äàëãåáðè 
2

2
rL , òî 

 
2

(2) (1) (2) (1) (2) (1)
1 1 1 20,      0,    ,     0

k

k k k

r tX J X J X J= = =   . 

Îòæå, óìîâè (3) âèêîíóþòüñÿ. Íåîáõ³äí³ñòü äîâåäåíî. 

Äîñòàòí³ñòü. Íåõàé óìîâè (3) çàäîâîëüíÿþòüñÿ. Ç óìîâ 

 
1

(1) (2) (1) (2) (1) (2)
1 1 1 20,     0,   ,    0

k

k k k

r tX J X J X J= = =    

âèïëèâàº [2–4], ùî ôóíêö³¿ (2) (2) (2)
1 2, , ,

kt
J J J  º äèôåðåíö³àëüíèìè ³íâàð³àíòà-

ìè k -ãî ïîðÿäêó ï³äàëãåáðè 
1

1
rL  ³ ç îãëÿäó íà öå ìàþòü âèãëÿä 

 (2) (1) (1) (1)
1 1 1 2, , ,

kt
J f J J J= ( ) , 

 (2) (1) (1) (1)
2 2 1 2, , ,

kt
J f J J J= ( ) , 

  , 

 (2) (1) (1) (1)
1 2, , ,

kk ktt tJ f J J J= ( ) , 

äå 1 2, , ,
kt

f f f  – äåÿê³ äîñòàòíüî ãëàäê³ ôóíêö³¿. 
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Óìîâè 

 
2

(2) (1) (2) (1) (2) (1)
1 1 1 20,    0,   ,   0

k

k k k

r tX J X J X J= = =   , 

îçíà÷àþòü, ùî ôóíêö³¿ (1) (1) (1)
1 2, , ,

kt
J J J  º äèôåðåíö³àëüíèìè ³íâàð³àíòàìè 

k -ãî ïîðÿäêó ï³äàëãåáðè 
2

2
rL  ³ òîìó ìîæóòü áóòè çàïèñàí³ ó âèãëÿä³ 

 (1) (2) (2) (2)
1 1 1 2, , ,

kt
J g J J J= ( ) , 

 (1) (2) (2) (2)
2 2 1 2, , ,

kt
J g J J J= ( ) , 

  , 

 (1) (2) (2) (2)
1 2, , ,

kk ktt tJ g J J J= ( ) , 

äå 1 2, , ,
kt

g g g  – äåÿê³ äîñòàòíüî ãëàäê³ ôóíêö³¿. 

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìóºìî óìîâè (1) ³ (2). Äîñòàòí³ñòü äîâåäåíî. ◊ 
Íàñë³äîê. Ïðè 0k =  äîâåäåíå âèùå òâåðäæåííÿ º êðèòåð³ºì åêâ³âà-

ëåíòíîñò³ äëÿ äîâ³ëüíèõ äâîõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â ³íâàð³àíò³â íåñïðÿ-

æåíèõ ï³äãðóï ãðóïè +n m
rG .  
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ОБ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ БАЗИСОВ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ИНВАРИАНТОВ НЕСОПРЯЖЕННЫХ ПОДГРУПП 
ЛОКАЛЬНЫХ ГРУПП ЛИ ТОЧЕЧНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ  
 
Ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ áàçèñîâ 
äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà k  äëÿ íåñîïðÿ-
æåííûõ ïîäãðóïï ëîêàëüíûõ ãðóïï Ëè òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé.  
 
ON EQUIVALENCE OF FUNCTIONAL BASES OF DIFFERENTIAL 
INVARIANTS OF NONCONJUGATED SUBGROUPS OF LOCAL LIE GROUPS 
OF POINT TRANSFORMATIONS  
 
The criterion of equivalency of functional bases of differential invariants of arbitrary 
finite k  order for nonconjugated subgroups of local Lie groups of point transforma-
tions is formulated and proved.  
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