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Äîñë³äæóºòüñÿ çàäà÷à îïòèì³çàö³¿ çàêîí³â ðóõó òà êîíñòðóêö³éíèõ ïàðà-
ìåòð³â ÷îòèðèëàíêîâîãî ìàí³ïóëÿòîðà çàìêíóòî¿ ê³íåìàòè÷íî¿ ñòðóêòó-
ðè. Ìàí³ïóëÿòîð ï³ä ä³ºþ àêòèâíèõ ³ ïàñèâíèõ (ïðóæèíè, äåìïôåðè) ïðèâî-
ä³â âèêîíóº öèêë³÷í³ òðàíñïîðòí³ îïåðàö³¿ ó ãîðèçîíòàëüí³é ïëîùèí³. Çà 
êðèòåð³é ì³í³ì³çàö³¿ âçÿòî êâàäðàòè÷íèé (çà êåðóþ÷èìè ìîìåíòàìè ñèë) 
ôóíêö³îíàë. Ðîçðîáëåíî àëãîðèòì ïîáóäîâè ñóáîïòèìàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ñôîð-
ìóëüîâàíî¿ çàäà÷³, ÿêèé ´ðóíòóºòüñÿ íà ïàðàìåòðèçàö³¿ óçàãàëüíåíèõ êîîð-
äèíàò ìàí³ïóëÿòîðà ñ³ì’ºþ çàäàíèõ ôóíêö³é ³ âèêîðèñòàíí³ ìåòîäèêè îáåð-
íåíèõ çàäà÷ äèíàì³êè òà ÷èñëîâèõ ïðîöåäóð ìàòåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ.  

 
Îñòàíí³ìè ðîêàìè ñåðåä ìàí³ïóëÿö³éíèõ ðîáîò³â, çàä³ÿíèõ ó ð³çíèõ ãà-

ëóçÿõ ñó÷àñíîãî âèðîáíèöòâà, äîñèòü øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü ìàí³ïóëÿö³é-
í³ ñèñòåìè çàìêíóòî¿ ê³íåìàòè÷íî¿ ñòðóêòóðè. Çàìêíóò³ñòü ê³íåìàòè÷íî¿ 
ñòðóêòóðè ìàí³ïóëÿòîðà ÷àñòî äàº ìîæëèâ³ñòü ðîçì³ñòèòè êåðóþ÷³ ïðèâîäè 
íà íåðóõîì³é îñíîâ³ ðîáîòà, çìåíøèâøè öèì ñàìèì âàãó éîãî ðóõîìèõ ëà-
íîê [17]. Òîìó äîñë³äæåííÿ êåðîâàíèõ ðóõ³â çàìêíóòèõ ìàí³ïóëÿö³éíèõ ñèñ-
òåì, ðîçðîáêà îïòèìàëüíèõ ðåæèì³â êåðóâàííÿ öèìè ñèñòåìàìè º àêòóàëü-
íîþ çàäà÷åþ ðîáîòîòåõí³êè.  

Çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ ðåæèì³â ðóõó çàìêíóòèõ ìàí³ïóëÿö³éíèõ ñèñòåì ó 
ð³çíèõ ïîñòàíîâêàõ äîñë³äæóâàëèñü, çîêðåìà, ó ïðàöÿõ [14, 15, 18]. Ó [14] 
ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ÷îòèðèëàíêîâèì ìàí³ïóëÿòîðîì 
çàìêíóòî¿ ê³íåìàòè÷íî¿ ñòðóêòóðè. Ñóáîïòèìàëüí³ ðåæèìè ðóõó áóäóþòüñÿ 
çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿã³íà òà ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â ðîç-
â’ÿçàííÿ äâîòî÷êîâèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëü-
íèõ ð³âíÿíü. Ó ñòàòò³ [15] ðîçãëÿäàºòüñÿ ÷îòèðèëàíêîâèé ìàí³ïóëÿö³éíèé 
ðîáîò, òðè ëàíêè ÿêîãî º çàìêíóòèìè ³ çä³éñíþþòü îáåðòàëüíèé ðóõ ó ãîðè-
çîíòàëüí³é ïëîùèí³, à òðåòÿ ëàíêà ïîñòóïàëüíî ïåðåì³ùóºòüñÿ ó âåðòè-
êàëüíîìó íàïðÿìêó. Ó øàðí³ðàõ ðîáîòà, êð³ì àêòèâíèõ êåðóâàíü, ä³þòü òà-
êîæ ïàñèâí³ ïðèâîäè (ïðóæèíè, äåìïôåðè). Ìåòîäàìè ïàðàìåòðè÷íî¿ îï-
òèì³çàö³¿ ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó ðîçðàõóíêó ñóáîïòèìàëüíèõ àêòèâíèõ êåðóâàíü 
³ ïàðàìåòð³â ïàñèâíèõ ïðèâîä³â, ïðè ÿêèõ ðîáîò âèêîíàº öèêë³÷íó òðàíñ-
ïîðòíó îïåðàö³þ ç ì³í³ì³çàö³ºþ çàäàíîãî ôóíêö³îíàëà. Ó [18] äîñë³äæóºòüñÿ 
ê³íåìàòè÷íà ñòðóêòóðà ïëîñêîãî çàìêíóòîãî ÷îòèðèëàíêîâîãî ìàí³ïóëÿòîðà, 
çîêðåìà, àíàë³çóþòüñÿ éîãî ñèíãóëÿðí³ êîíô³ãóðàö³éí³ ïîëîæåííÿ. Çàäà÷³ 
ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ñóáîïòèìàëüíîãî ðóõó êåðîâàíèõ íåë³í³éíèõ 
ìåõàí³÷íèõ ñèñòåì ç àêòèâíèìè òà ïàñèâíèìè ïðèâîäàìè ó ð³çíîìàí³òíèõ 
ïîñòàíîâêàõ äîñë³äæóâàëàñü, çîêðåìà, ó ïðàöÿõ [5, 6, 8].  

Ó ö³é ñòàòò³ ðîçãëÿäàºìî ÷îòèðèëàíêîâèé çàìêíóòèé ìàí³ïóëÿòîð, ÿêèé 
çà äîïîìîãîþ àêòèâíèõ ³ ïàñèâíèõ ïðèâîä³â âèêîíóº öèêë³÷íó òðàíñïîðòíó 
îïåðàö³þ: ïåðåíîñèòü âàíòàæ ç ïî÷àòêîâîãî ïîëîæåííÿ ó çàäàíèé ñòàí ³ ïî-
âåðòàºòüñÿ íàçàä ó ïî÷àòêîâå ïîëîæåííÿ áåç âàíòàæó. Ïîáóäîâàíî ìåõàí³-
êî-ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ìàí³ïóëÿòîðà, ó ðàìêàõ ÿêî¿ ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó 
ðîçðàõóíêó òàêèõ ïðîãðàìíèõ êåðóâàíü àêòèâíèõ ïðèâîä³â òà êîíñòðóêö³é-
íèõ ïàðàìåòð³â ïàñèâíèõ ïðèâîä³â, ÿê³ çàáåçïå÷óþòü âèêîíàííÿ öèêë³÷íî¿ 
îïåðàö³¿ ç ì³í³ìàëüíèì çíà÷åííÿì çàäàíîãî êâàäðàòè÷íîãî ôóíêö³îíàëà. 
Ðîçðîáëåíî àëãîðèòì íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ çàäà÷³, ÿêèé ´ðóíòóºòü-
ñÿ íà ïàðàìåòðèçàö³¿ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò ìàí³ïóëÿòîðà ñ³ì’ºþ çàäàíèõ 
ôóíêö³é, ïðîöåäóð³ ðîçâ’ÿçàííÿ îáåðíåíèõ çàäà÷ äèíàì³êè òà ÷èñåëüíèõ 
ìåòîäàõ íåë³í³éíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Åôåêòèâí³ñòü àëãîðèòìó 
ïðî³ëþñòðîâàíî ðåçóëüòàòàìè ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ öèêë³÷íèõ ðóõ³â äî-
ñë³äæóâàíîãî ÷îòèðèëàíêîâîãî ìàí³ïóëÿòîðà. 
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1. Ìåõàí³êî-ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ìàí³ïóëÿòîðà. Ðîçãëÿíåìî ìåõàí³÷-
íó ìîäåëü ÷îòèðèëàíêîâîãî ìàí³ïóëÿòîðà, ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíîãî íà ðèñ. 1. 
Ìàí³ïóëÿòîð ñêëàäàºòüñÿ ³ç ÷îòèðüîõ òâåðäèõ ò³ë 1 1O A , 1A B , 2BA , 2 2A O , 

ïîñë³äîâíî ç’ºäíàíèõ ì³æ ñîáîþ öèë³íäðè÷íèìè øàðí³ðàìè 1A , B , 2A . Á³ëÿ 

øàðí³ðà B  ðîçì³ùåíî çàõâàò (ç âàíòàæåì). Çà äîïîìîãîþ öèë³íäðè÷íèõ 
øàðí³ð³â 1O , 2O  ìàí³ïóëÿö³éíà ñèñòåìà ç’ºäíàíà ç íåðóõîìîþ îñíîâîþ. Îñ³ 

øàðí³ð³â 1O , 1A , B , 2A , 2O  ïàðàëåëüí³ ì³æ ñîáîþ. Ìàí³ïóëÿòîð çä³éñíþº 

ïëîñêîïàðàëåëüíèé ðóõ ó ãîðèçîíòàëüí³é ïëîùèí³ 1O XY  ï³ä ä³ºþ ìîìåíò³â 

ñèë iu , ip , ïðèêëàäåíèõ ó øàðí³ðàõ iO , 1, 2.i =  

Ìîìåíòè ñèë 1u , 2u  ãåíåðóþòüñÿ àêòèâíèìè ïðè-
âîäàìè (íàïðèêëàä, åëåêòðîäâèãóíàìè), ìîìåíòè 

1p , 2p  – ïàñèâíèìè ïðèâîäàìè, ÿê³ ïîäàºìî ó âè-
ãëÿä³ ïðóæèí ³ äåìïôåð³â. Ç ìåòîþ ñïðîùåííÿ ìà-
òåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ìàí³ïóëÿòîðà ââàæàºìî, ùî ë³-
í³éí³ ðîçì³ðè çàõâàòà (ðàçîì ³ç âàíòàæåì) º ìàëè-
ìè ïîð³âíÿíî ç äîâæèíàìè ëàíîê ìàí³ïóëÿòîðà, 
òîìó çàõâàò ìîäåëþºìî òî÷êîâîþ ìàñîþ ,m  çîñå-
ðåäæåíîþ ó øàðí³ð³ B . Øàðí³ðè ñèñòåìè ââàæà-
ºìî ³äåàëüíèìè, ³íåðö³éí³ñòþ ðóõîìèõ ÷àñòèí ïà-
ñèâíèõ ïðèâîä³â íåõòóºìî.  

Äëÿ çðó÷íîñò³ çàïèñó ð³âíÿíü ðóõó çàìêíóòî¿ ìàí³ïóëÿö³éíî¿ ñèñòåìè 
ðîçä³ëèìî ¿¿ ó øàðí³ð³ B  íà äâ³ ï³äñèñòåìè 1 1O A B  ³ 2 2O A B , íàâàíòàæèâøè 

êîæíó ç íèõ (ó òî÷ö³ B ) ìàñîþ 0.5 m  òà ïðèêëàâøè â³äïîâ³äí³ ñèëè ðåàêö³¿ 
R  ³ − R  [12]. Òîä³ ð³âíÿííÿ ðóõó ìàí³ïóëÿòîðà ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ 
ñèñòåìè ÷îòèðüîõ íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó  

 2cos ( ) sin ( )ai i i i i i i i iK Kα + β α − β + β α − β =  [ ]  

 ( 1) sin cosi
i i i x i y iu p a R R= + + − α − α( ) , 

 2cos ( ) sin ( )bi i i i i i i i iK Kβ + α α − β − α α − β =  [ ]  

 ( 1) sin cos ,       1,2i
i x i y ib R R i= − β − β =( ) , (1) 

äîïîâíåíî¿ óìîâàìè íåðîçðèâíîñò³ â øàðí³ð³ B : 

 1 1 1 1 2 2 2 2cos cos cos cosa b L a bα + β = + α + β , 

 1 1 1 1 2 2 2 2sin sin sin sina b a bα + β = α + β , (2) 

äå ïîçíà÷åíî: iα , iβ  – êóòè ïîâîðîòó ëàíîê i iO A , iA B  â³äíîñíî îñ³ 1O X ; 

xR , yR  – ïðîåêö³¿ âåêòîðà ðåàêö³¿ R  íà îñ³ ñèñòåìè êîîðäèíàò 1 ;O XY  

2 ( 0.5 )ai ai i biK J a m m= + + , 20.5bi bi iK J mb= + , ( 0.5 )i i i bi iK a d m mb= + ; aiJ , 

biJ  – ìîìåíòè ³íåðö³¿ ëàíîê i iO A , iA B  â³äíîñíî îñåé øàðí³ð³â iO , iA  â³ä-

ïîâ³äíî; bim  – ìàñà ëàíêè iA B ; i i ia O A= , i ib A B=  – äîâæèíè ëàíîê 

ìàí³ïóëÿòîðà; id  – â³äñòàí³ â³ä îñ³ øàðí³ðà iA  äî öåíòðà ìàñè ëàíêè iA B ; 

1 2L O O=  – äîâæèíà áàçè çàêð³ïëåííÿ ìàí³ïóëÿòîðà äî îñíîâè; (i i ip c= θ −  

)i i ik− α − α  – ìîìåíò ïàñèâíèõ ñèë ó øàðí³ðàõ iO ; ic , iθ , ik  – êîåô³ö³ºíò 
æîðñòêîñò³ ïðóæèíè, êóòè ¿¿ íåíàïðóæåíîãî ñòàíó òà êîåô³ö³ºíò â’ÿçêîñ-
ò³ äåìïôåðà, 1,2i = . Òóò ³ äàë³ êðàïêîþ (çâåðõó íàä âåëè÷èíîþ) ïîçíà÷åíî 
äèôåðåíö³þâàííÿ çà ÷àñîì t . Ñï³ââ³äíîøåííÿ (1) º ð³âíÿííÿìè Ëà´ðàí-
æà äðóãîãî ðîäó [12, 13], ÿê³ îïèñóþòü ðóõ çàìêíóòîãî ÷îòèðèëàíêîâîãî 
ìàí³ïóëÿòîðà ï³ä ä³ºþ àêòèâíèõ êåðóâàíü 1u , 2u  ³ ìîìåíò³â ïàñèâíèõ ñèë 

1p , 2p .  
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2. Ïàðàìåòðè÷íà îïòèì³çàö³ÿ öèêë³÷íîãî ðóõó ìàí³ïóëÿòîðà. Íåõàé 
ìàí³ïóëÿòîð çä³éñíþº öèêë³÷íó òðàíñïîðòíó îïåðàö³þ: ïðîòÿãîì ÷àñó 1T  
ïåðåíîñèòü âàíòàæ ³ç çàäàíîãî ïî÷àòêîâîãî ïîëîæåííÿ ó çàäàíèé ñòàí ³ çà 
÷àñ 2T  ïîâåðòàºòüñÿ áåç âàíòàæó â ïî÷àòêîâèé ñòàí. Ïðè öüîìó ââàæàºìî, 

ùî ðóõ ìàí³ïóëÿòîðà íà çâîðîòí³é ôàç³ îïåðàö³¿ 1,t T T∈ [ ]  íå çàëåæèòü â³ä 

éîãî ðóõó íà ïðÿì³é ôàç³ 10,t T∈ [ ] , äå 1 2T T T= +  – ñóìàðíèé ÷àñ îïåðàö³¿ 
[8, 15].  

Îáìåæèìîñü äîñë³äæåííÿì êåðîâàíîãî ðóõó ìàí³ïóëÿòîðà ó âåðõí³é 
ï³âïëîùèí³ ñèñòåìè êîîðäèíàò 1O XY  ç óðàõóâàííÿì òàêèõ ê³íåìàòè÷íèõ 
óìîâ: 

 1 2 1 1 2 2 2 10 ,     0 ,     ,    ,     ≤ α ≤ π ≤ α ≤ π β ≤ α α ≤ β β − β ≠ π ,  

 0,t T∈ [ ] .  (3) 

Íåð³âí³ñòü 2 1β − β ≠ π  îçíà÷àº, ùî ï³ä ÷àñ ðóõó ìàí³ïóëÿòîðà òî÷êà B  íå 

ïîâèííà ïåðåòèíàòè ïðÿìó 1 2A A .  

Çàäàìî ïîëîæåííÿ ³ øâèäêîñò³ çàõâàòà (òî÷êè B ) ìàí³ïóëÿòîðà ó ïî-
÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó 0,t =  ó ìîìåíò ÷àñó 1t T=  ³ â ê³íöåâèé ìîìåíò t T= : 

 0 1 1 1(0) ( ) ,    ( ) ,    (0) ( ) ( ) 0x x T x x T x x x T x T= = = = = =   ,  

 0 1 1 1(0) ( ) ,     ( ) ,     (0) ( ) ( ) 0y y T y y T y y y T y T= = = = = =   ,  (4) 

äå x , y  – êîîðäèíàòè òî÷êè B  â ³íåðö³éí³é ñèñòåì³ â³äë³êó 1O XY ; 0x , 0y , 

1x , 1y  – çàäàí³ ñòàë³ ïàðàìåòðè, ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè äîñÿæíîñò³ çà-
õâàòà  

 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2( ) ,    ( ) ( ) ,    0,1x y a b x L y a bτ τ τ τ+ ≤ + − + ≤ + τ = , 

òà óçãîäæåí³ ç óìîâàìè (3), çã³äíî ç ÿêèìè çàõâàò ó ìîìåíòè ÷àñó 0t = , 

1t T=  ïîâèíåí áóòè ðîçòàøîâàíèì ïî îäíó ñòîðîíó â³ä ïðÿìî¿ 1 2A A .  

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç iξ  âåêòîð ( , , )i i i ic kξ = θ  ïàðàìåòð³â i -ãî ïàñèâíîãî 
ïðèâîäó. Î÷åâèäíî, ùî ö³ ïàðàìåòðè ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè îáìåæåííÿ  

 max max min max0 ,     0 ,     ,      1,2i i i i i i ic c k k i≤ ≤ ≤ ≤ θ ≤ θ ≤ θ = , (5) 

äå max
ic , max

ik , min
iθ , max

iθ  – çàäàí³ ñòàë³ âåëè÷èíè.  
 Íåõàé íà àêòèâí³ êåðóâàííÿ ìàí³ïóëÿòîðà íàêëàäåíî îáìåæåííÿ 

 min max( ) ,      0, ,       1,2i i iu u t u t T i≤ ≤ ∈ =[ ] .  (6) 

Ñôîðìóëþºìî çàäà÷ó îïòèì³çàö³¿. Çíàéòè òàê³ êåðóâàííÿ 1( )u t , 2 ( )u t , 

0,t T∈ [ ] , ³ òàê³ ïàðàìåòðè ïàñèâíèõ ïðèâîä³â 1ξ , 2ξ , ÿê³ ïðè îáìåæåííÿõ 
(5), (6) çàáåçïå÷àòü âèêîíàííÿ ìàí³ïóëÿòîðîì öèêë³÷íî¿ îïåðàö³¿ (3), (4) ç 
ì³í³ìàëüíèì çíà÷åííÿì ôóíêö³îíàëà  

 2 2
1 2

0

( ) ( )
T

E u t u t dt= +∫ [ ] . (7) 

Êâàäðàòè÷íèé ôóíêö³îíàë (7) ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü ó çàäà÷àõ îïòèìàëüíî-
ãî êåðóâàííÿ ìàí³ïóëÿö³éíèìè ñèñòåìàìè [1, 4, 7, 10]. Êîëè êåðóâàííÿ ìàí³-
ïóëÿòîðîì â³äáóâàºòüñÿ çà äîïîìîãîþ åëåêòðîäâèãóí³â ïîñò³éíîãî ñòðóìó, 
ôóíêö³îíàë (7) (çà ïåâíèõ ïðèïóùåíü) õàðàêòåðèçóº ñóìàðíó ê³ëüê³ñòü òåï-
ëà, ùî âèä³ëÿºòüñÿ â îáìîòêàõ äâèãóí³â. 
 Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (ç ïà-
ðàìåòðàìè) âèêîðèñòàºìî ïàðàìåòðè÷íèé ï³äõ³ä [5–8, 15]. Ï³äõ³ä ´ðóíòó-
ºòüñÿ íà ³äå¿ ìåòîäó Ð³òöà [11], çã³äíî ç ÿêîþ çàäà÷ó ïðî â³äøóêàííÿ ì³í³-
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ìóìó ôóíêö³îíàëà çàì³íþºìî ïðîñò³øîþ çàäà÷åþ ïðî çíàõîäæåííÿ ì³í³ìó-
ìó äåÿêî¿ ôóíêö³¿. ×àñòèíó óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè ïî-
äàºìî ó âèãëÿä³ ë³í³éíî¿ êîìá³íàö³¿ çàäàíèõ ôóíêö³é ç íåâ³äîìèìè êîåô³ö³-
ºíòàìè, ðåøòó êîîðäèíàò âèçíà÷àºìî ³ç óìîâ íåðîçðèâíîñò³ (2). Äàë³, âè-
êîðèñòîâóþ÷è ìåòîäèêó ðîçâ’ÿçàííÿ îáåðíåíèõ çàäà÷ äèíàì³êè, ³ç ñèñòåìè 
÷îòèðüîõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü (1) îá÷èñëþºìî êåðóâàííÿ 1u , 2u . Â ðå-
çóëüòàò³ âèõ³äíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çâîäèòüñÿ äî çàäà÷³ ïàðà-
ìåòðè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿, â ÿê³é çà ïàðàìåòðè îïòèì³çàö³¿ âèáèðàºìî êîåô³ö³-
ºíòè ïàðàìåòðèçàö³¿ ³ êîíñòðóêö³éí³ ïàðàìåòðè ïàñèâíèõ ïðèâîä³â 1ξ , 2ξ . 
Âèêîíàííÿ îáìåæåíü (3), (6) çàáåçïå÷óºìî ìåòîäîì çîâí³øí³õ øòðàôíèõ 
ôóíêö³é [3]. Çàóâàæèìî, ùî òàêèé ï³äõ³ä äîçâîëÿº ïîáóäóâàòè íàáëèæåíèé 
(ñóáîïòèìàëüíèé) ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Îäíàê äëÿ 
á³ëüøîñò³ ìàí³ïóëÿö³éíèõ ñèñòåì, ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ ÿêèõ º ñóòòºâî íåë³-
í³éíèìè ³ âèêîðèñòàííÿ êëàñè÷íèõ ìåòîä³â îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ âèêëè-
êàº çíà÷í³ òðóäíîù³, çàñòîñóâàííÿ ñàìå òàêî¿ ìåòîäèêè äàº ìîæëèâ³ñòü â 
ðåàëüíîìó ÷àñ³ ïîáóäóâàòè ñóáîïòèìàëüí³ ïðîöåñè êåðóâàííÿ òà îö³íèòè 
äèíàì³÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåì.  

Îïèøåìî äîêëàäí³øå çàïðîïîíîâàíèé àëãîðèòì. Àíàë³ç ê³íåìàòè÷íî¿ 
ñòðóêòóðè ÷îòèðèëàíêîâîãî ìàí³ïóëÿòîðà ñâ³ä÷èòü, ùî éîãî êåðîâàíèé ðóõ 
ìîæíà îäíîçíà÷íî çàäàòè äâîìà íåçàëåæíî âàð³éîâàíèìè ôóíêö³ÿìè, çà ÿê³ 
âèáåðåìî êóòè 1( )tα , 1( )tβ , 0,t T∈ [ ] . Äëÿ ïàðàìåòðèçàö³¿ 1( )tα , 1( )tβ  íà 
êîæí³é ³ç ôàç öèêë³÷íî¿ îïåðàö³¿ âèêîðèñòàºìî ñóìó ïîë³íîìà òðåòüîãî ïî-
ðÿäêó òà ñê³í÷åííîãî òðèãîíîìåòðè÷íîãî ðÿäó [6, 8, 15, 16]: 

 
(0) (0)
1 1 2 1

1 1(1) (1)
1 1 2 1

( ), 0, , ( ), 0, ,
( )           ( )

( ), ( , , ( ), ( , ,

f t t T f t t T
t t

f t t T T f t t T T

 ∈ ∈
α ≡ β ≡ 

∈ ∈ 

[ ] [ ]
] ]

  

 
3

( ) ( ) ( ) ( )

0 1

cos sin
n

j
i ij ik ik

j k

f c a k b kτ τ τ τ
τ τ τ τ τ

= =

= ∆ + ω ∆ + ω ∆∑ ∑ ( ) , (8) 

äå ( )
ijc τ , ( )

ika τ , ( )
ikb τ  – íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºíòè, 0,1,2,3j = , 1, ,k n=  , 1, 2i = , τ =  

0,1= ; 0 t∆ = , 0 12 Tω = π/ , 1 1t T∆ = − , 1 22 Tω = π/ . Êîåô³ö³ºíòè ïîë³íîìà âè-

çíà÷àºìî çà äîïîìîãîþ ñï³ââ³äíîøåíü (4), çã³äíî ç ÿêèìè çàïèøåìî ãðàíè÷í³ 
óìîâè íà êóòè 1α , 1β :  

 (0) (1)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1(0) ( ) ,    ( ) ,    (0) ( ) ( ) 0T T T Tα = α = α α = α α = α = α =   ,  

 (0) (1)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1(0) ( ) ,     ( ) ,     (0) ( ) ( ) 0T T T Tβ = β = β β = β β = β = β =   . (9)  

Òóò êîæíà ³ç ïàð ( ) ( )
1 1,τ τα β{ } , 0,1τ = , º ðîçâ’ÿçêîì â³äïîâ³äíî¿ ñèñòåìè òðè-

ãîíîìåòðè÷íèõ ð³âíÿíü 

 ( ) ( )
1 1 1 1cos cosa b xτ τ

τα + β = ,  

 ( ) ( )
1 1 1 1sin sina b yτ τ

τα + β = .  (10) 

Âðàõîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ ïðî ðóõ ìàí³ïóëÿòîðà ó âåðõí³é ï³âïëîùèí³ ñèñ-
òåìè êîîðäèíàò 1O XY  òà îáìåæåííÿ íà êóòè (3), ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ð³âíÿíü 
(10) çàïèøåìî ó òàêîìó âèãëÿä³: 

 
2 2 2

( ) 1 1
1

1
arc cos arc cos

2
x a r b
r a r

τ τ τ

τ τ

+ −
α = + ,  

 
2 2 2

( ) 2 21 1
1

1
arc cos arc cos ,    ,   0,1

2
x b r a

r x y
r b r

τ τ τ
τ τ τ

τ τ

+ −
β = − = + τ = . (11) 
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Äàë³, ï³äñòàâëÿþ÷è ðÿäè (8) ó ãðàíè÷í³ óìîâè (9), îñòàòî÷íî îäåðæóºìî âè-
ðàçè äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ïîë³íîì³â  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 1

1 1

    ,                 
n n

i i ik i ik
k k

c a c kbτ τ τ τ τ
τ

= =
= α − = − ω∑ ∑ , 

 ( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1 1 3 22

1

3 2,    ,    0,1
3i i i i i ic T c c c
TT

τ τ+ τ τ τ τ
τ+

τ+τ

= α − α − = − τ =( ) ,  (12) 

äå (2) (0)
i iα = α , 1,2i = .  

Êóòîâ³ øâèäêîñò³ 1( )tα , 1( )tβ  òà ïðèñêîðåííÿ 1( )tα , 1( )tβ , 0,t T∈ [ ] , îá-
÷èñëþºìî äèôåðåíö³þâàííÿì âèðàç³â (8).  

Ðåøòó êóòîâèõ êîîðäèíàò 2 ( )tα , 2 ( )tβ  âèçíà÷èìî ³ç óìîâ íåðîçðèâíîñ-
ò³ (2), ÿê³ ïîäàìî ó âèãëÿä³  

 2 2 2 2 2 2 2 2cos cos ,      sin sina b x L a b yα + β = − α + β = ,  (13) 

äå 1 1 1 1cos cosx a b= α + β , 1 1 1 1sin siny a b= α + β . Àíàëîã³÷íî äî (10), (11) 
ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè òðèãîíîìåòðè÷íèõ ð³âíÿíü (13) çàïèøåìî òàê: 

 
2 2 2
2 2

2
2

arc cos arc cos
2

a z bx L
z a z

+ −−α = − ,  

 
2 2 2

2 22 2
2

2
arc cos arc cos ,    ( )

2
b z ax L z x L y

z b z
+ −−β = + = − + . (14) 

Øâèäêîñò³ 2 ( )tα , 2 ( )tβ , 0,t T∈ [ ] , îäåðæóºìî ï³ñëÿ äèôåðåíö³þâàííÿ (çà 

÷àñîì t ) ñï³ââ³äíîøåíü (13):  

 2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

cos sin cos sin
,       ,     

sin( ) sin( )
x y x y

a b
β + β α + α

α = β = − α ≠ β
β − α β − α

    ,  

 2 2 2 2
2 2 2

,                       
( ) sin

x
a b

α = β = − α = β
+ α

 .  (15)  

Àíàëîã³÷íî îá÷èñëþºìî êóòîâ³ ïðèñêîðåííÿ 2 ( )tα , 2 ( )tβ , 0,t T∈ [ ] : 

 
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2

cos sin cos ( )
sin ( )

x y a b
a

β + β + α β − α + β
α =

β − α

 
 ,  

 
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

2 2 2

cos sin cos ( )
,        

sin ( )
x y b a

b
α + α + β β − α + α

β = − α ≠ β
β − α

   , 

 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2
ctg ,          

( ) sin
x

a b
α = β = − − α α α = β

+ α
  .  (16) 

Íàêëàäåí³ íà ðóõ ìàí³ïóëÿòîðà îáìåæåííÿ (3), (6) ïîäàìî â ³íòåãðàëü-
í³é ôîðì³ [7, 8]: 

1 1

2 2 2
1 1 1 1

0 0

,        
T T

Q dt Q dtα + + β +
 = − α + α − π = β − α ∫ ∫( ) ( ) ( )[ ] [ ] [ ] , 

2 2

2 2 2
2 2 2 2

0 0

,       
T T

Q dt Q dtα + + β +
 = − α + α − π = α − β ∫ ∫( ) ( ) ( )[ ] [ ] [ ] , 

1 2

2
2 1

0

T

Q dtβ β += β − β − π + ε∫ [ ]( ) ,  

 min 2 max 2

0

( ) ,        1,2
i

T

u i i i iQ u u t u u dt i+ +
 = − + − = ∫ ( ) ( )[ ] [ ] . (17) 
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Òóò ïîçíà÷åíî 
, 0,

[ ]
0, 0,+
ν ν >ν =  ν ≤

 0ε >  – çàäàíèé ìàëèé ïàðàìåòð, ùî 

õàðàêòåðèçóº âåëè÷èíó íàáëèæåííÿ òî÷êè B  äî ïðÿìî¿ 1 2A A . Ó ñï³ââ³äíî-

øåííÿõ (17) äëÿ îçíà÷åíîñò³ ïðèéìàºìî, ùî òî÷êà B  ï³ä ÷àñ ðóõó ìàí³ïó-
ëÿö³éíî¿ ñèñòåìè çíàõîäèòüñÿ âèùå â³ä ïðÿìî¿ 1 2A A .  

Àêòèâí³ êåðóâàííÿ 1u , 2u  âèçíà÷àºìî ³ç ð³âíÿíü ðóõó (1). Ï³ñëÿ ï³ä-

ñòàíîâêè âèðàç³â äëÿ êóò³â 1α , 1β , 2α , 2β  òà ¿õ ïîõ³äíèõ ó ñï³ââ³äíîøåííÿ 

(1) íåâ³äîì³ 1u , 2u  (à òàêîæ ðåàêö³¿ xR , yR ) îòðèìàºìî ÿê ðîçâ’ÿçêè ñèñ-

òåìè ÷îòèðüîõ ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü  

 

11 1 1 1

21 1 1 1

2 2 2 2

2 2 2 2

1 0 sin cos

0 0 sin cos
,       ,    

0 1 sin cos

0 0 sin cos

x

y

ua a

ub b

Ra a

Rb b

− α α

− β β
= = =

α − α

β − β

Au G A u ,  (18) 

äå êîìïîíåíòè âåêòîðà G  âèçíà÷àþòüñÿ ë³âèìè ÷àñòèíàìè ð³âíÿíü (1), â 
ÿê³ ïîïåðåäíüî ïåðåíåñåí³ ³ç ïðàâèõ ÷àñòèí âèðàçè äëÿ ïàñèâíèõ ìîìåíò³â 

1p , 2p . Â³äîìî [9], ùî, ÿêùî âèçíà÷íèê ìàòðèö³ A  â³äì³ííèé â³ä íóëÿ, òî 
ñèñòåìà (18) ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê. Ï³ñëÿ íåñêëàäíèõ îá÷èñëåíü îòðèìàºìî 
âèðàç äëÿ âèçíà÷íèêà 1 2 1 2det sin ( )b b= − β − βA , çâ³äêè ç îãëÿäó íà îáìå-

æåííÿ (3) âèïëèâàº, ùî det 0≠A . 

Îòðèìàí³ êåðóâàííÿ 1u , 2u  º ôóíêö³ÿìè íåâ³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â òðèãî-
íîìåòðè÷íèõ ðÿä³â (8) ³ ïàðàìåòð³â ïàñèâíèõ ïðèâîä³â, âíàñë³äîê ÷îãî ôóíê-
ö³îíàë (7) òà ³íòåãðàëè â (17) çâîäÿòüñÿ äî ôóíêö³é òèõ ñàìèõ ïàðàìåòð³â. 
Îñòàòî÷íî âèõ³äíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ÷îòèðèëàíêîâèì ìàí³ïó-
ëÿòîðîì çâîäèòüñÿ äî çàäà÷³ íåë³í³éíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ [3] 

 0 ( ) min,          ( )Q → =
C

C Q C 0 , (19) 

äå C  – âåêòîð ïàðàìåòð³â îïòèì³çàö³¿, êîìïîíåíòàìè ÿêîãî º: ( )
ika τ , ( )

ikb τ , ic , 

ik , iθ , 1, ,k n=  , , 1,2iτ = . Ö³ëüîâà ôóíêö³ÿ 0 ( )Q C  ôîðìóºòüñÿ íà îñíîâ³ 

ôóíêö³îíàëà (7), êîìïîíåíòàìè âåêòîð-ôóíêö³¿ Q  º ³íòåãðàëüí³ ñï³ââ³äíî-
øåííÿ (17). 
 Îïèñàíèé âèùå àëãîðèòì ðåàë³çîâàíî â ³íòåãðîâàíîìó ïðîãðàìíîìó ñå-
ðåäîâèù³ MATLAB [2]. 

  4. ×èñëîâå ìîäåëþâàííÿ ñóáîïòèìàëüíîãî ðóõó ìàí³ïóëÿòîðà. Îïè-
øåìî ðåçóëüòàòè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ïàðàìåòðè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿ ìàí³ïóëÿ-
òîðà, ëàíêè ÿêîãî ìàþòü: ê³ëüöåâå ïîïåðå÷íå ñ³÷åííÿ ç³ ñòàëèìè çîâí³øí³ì 
0.1 ì ³ âíóòð³øí³ì 0.094 ì ä³àìåòðàìè, ñòàëó ãóñòèíó ìàòåð³àëó 7850 êã/ì3, 

1 2 0.8a a= = ì, 1 2 0.6b b= = ì, 1 2 0.3r r= = ì. Äîâæèíà áàçè çàêð³ïëåííÿ ìà-

í³ïóëÿòîðà 0.3L = ì, ìàñà âàíòàæó 10m = êã. Ïàðàìåòðè öèêë³÷íî¿ îïåðà-
ö³¿ 0 0x = , 0 1.2y = ì, 1 0.8x = ì, 1 1.1y = ì, 1 6T = ñ, 2 2T = ñ. Îáìåæåííÿ íà 

ïàðàìåòðè ïàñèâíèõ ïðèâîä³â (5) òà àêòèâí³ êåðóâàííÿ (6) çàäàâàëè çã³äíî ç 
äàíèìè òàáë. 1.  

 Таблиця 1 
z  1c , Í ⋅ ì 1k , Íìñ 1θ , ðàä. 2c , Í ⋅ ì 2k , Íìñ 2θ , ðàä. 1u , Í ⋅ ì 2u , Í ⋅ ì 

maxz  5 5 π  5 5 π  3 3 
minz  0 0 0 0 0 0 -3 -3 
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Ê³ëüê³ñòü ÷ëåí³â òðèãîíîìåòðè÷íîãî ðÿäó â ïîäàíí³ (8) çàäàâàëè 8n = . 
×èñëîâ³ åêñïåðèìåíòè ñâ³ä÷àòü, ùî çá³ëüøåííÿ ê³ëüêîñò³ ÷ëåí³â òðèãîíî-
ìåòðè÷íîãî ðÿäó íå ïðèçâåëî äî ñóòòºâîãî çìåíøåííÿ ôóíêö³îíàëà (7) òà 
çì³íè ê³íåìàòè÷íèõ ³ äèíàì³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ñóáîïòèìàëüíèõ ïðîöåñ³â 
ìàí³ïóëÿòîðà. Âíàñë³äîê öüîãî çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü ïàðàìåòð³â îïòèì³çàö³¿ â 
îòðèìàí³é çàäà÷³ ïàðàìåòðè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿ (19) ñòàíîâèëà 70. Äëÿ ðîçâ’ÿ-
çóâàííÿ çàäà÷³ (19) âèêîðèñòîâóâàëè ñòàíäàðòí³ ïðîöåäóðè ì³í³ì³çàö³¿, íà-
âåäåí³ â ñåðåäîâèù³ MATLAB [2]. Òî÷í³ñòü çà ïàðàìåòðàìè îïòèì³çàö³¿ ³ 

çíà÷åííÿì ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ ñòàíîâèëè â³äïîâ³äíî 610−  ³ 310− , ÷àñ ðîçâ’ÿ-
çàííÿ çàäà÷³ (19) íà êîìï’þòåð³ AMD Athlon 3500 – áëèçüêî 10 õâ.  

Îòðèìàíèé ñóáîïòèìàëüíèé çàêîí ðóõó ìàí³ïóëÿòîðà õàðàêòåðèçóºòü-
ñÿ çíà÷åííÿìè êîåô³ö³ºíò³â ïàðàìåòðèçàö³¿, ïîäàíèìè ó òàáë. 2, à òàêîæ 
ïàðàìåòðàìè ïàñèâíèõ ïðèâîä³â 1 (3.11, 0, 1.64)ξ = , 2 (4.07, 0, 1.0)ξ = . Ï³ä ÷àñ 
îïòèì³çàö³¿ çíà÷åííÿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ (7) áóëî çìåíøåíå ïðèáëèçíî â 10 
ðàç³â òà îñòàòî÷íî ñòàëî ð³âíèì 2.02E = . 

Таблиця 2 

0τ =  ( 1[0, ]t T∈ ) 1τ =  ( 1[ , ]t T T∈ ) 
Êîåô³ö³ºíòè 

ïàðàìåòðèçàö³¿ 1i =  1( )α   2i =  1( )β  1i =  1( )α  2i =  1( )β  

( )
1ia τ   -0.0313422  0.0672877  -0.0334166 0.0727132 

( )
2ia τ   -0.0022309  0.0032047  -0.0014792 0.0020576 

( )
3ia τ   -0.0002644  0.0004270  -0.0000571 0.0001638 

( )
4ia τ   -0.0000915  0.0001478  -0.0000247 0.0000467 

( )
5ia τ   -0.0000501  0.0000799  -0.0000144 0.0000210 

( )
6ia τ   -0.0000105  0.0000171  -0.0000030 0.0000066 

( )
7ia τ   -0.0000108  0.0000183  -0.0000003 0.0000013 

( )
ika τ  

( )
8ia τ   -0.0000105   0.0000173   0.0000007  -0.0000009 

( )
1ib τ   -0.0009428  0.0424885  -0.0126108 -0.0302448 

( )
2ib τ   0.0001087  0.0000923  -0.0009001 0.0008909 

( )
3ib τ   0.0001510  -0.0002080  -0.0002199 0.0003016 

( )
4ib τ   -0.0000008  -0.0000062  -0.0000414 0.0000450 

( )
5ib τ   0.0000161  -0.0000291  -0.0000159 0.0000198 

( )
6ib τ   0.0000083  -0.0000165  -0.0000102 0.0000111 

( )
7ib τ   -0.0000025  0.0000004  -0.0000064 0.0000060 

( )
ikb τ  

( )
8ib τ   0.0000087   -0.0000146   -0.0000033  0.0000032 

Ãðàô³÷í³ çàëåæíîñò³ (â³ä ÷àñó t ) ê³íåìàòè÷íèõ òà äèíàì³÷íèõ õàðàêòå-
ðèñòèê ïîáóäîâàíîãî ñóáîïòèìàëüíîãî ðåæèìó ðóõó ìàí³ïóëÿòîðà çîáðàæå-
íî íà ðèñ. 2–9. Òóò ÷àñ t  âèðàæåíî â ñåêóíäàõ (ñ), ë³í³éí³ ïåðåì³ùåííÿ çà-
õâàòà (òî÷êè B ) x , y  – â ìåòðàõ (ì), øâèäêîñò³ x , y  – â ì/c, êóòè ,iα  iβ  

– â ðàä³àíàõ, ìîìåíòè iu , ip  – â Í ⋅ ì, 1,2i = . Çàçíà÷èìî, ùî ïðîì³æîê ÷à-

ñó 0, 6t ∈ [ ]  â³äïîâ³äàº ôàç³ òðàíñïîðòóâàííÿ âàíòàæó, 6, 9t ∈ [ ]  – ïîâåðíåí-

íÿ ìàí³ïóëÿòîðà (áåç âàíòàæó) ó ïî÷àòêîâèé ñòàí. Ó ìîìåíò ÷àñó 1t T=  êó-

òîâ³ ïðèñêîðåííÿ ëàíîê ìàí³ïóëÿòîðà òà â³äïîâ³äíî àêòèâí³ êåðóâàííÿ 1u , 

2u  ìàþòü ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó.  
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Íà ðèñ. 2–5 íàâåäåíî ãðàô³êè çàêîíó ðóõó òà øâèäêîñò³ çàõâàòà ìàí³-
ïóëÿòîðà: ( )x t , ( )x t  – ïðîåêö³ÿ íà â³ñü 1O X , ( )y t , ( )y t  – ïðîåêö³ÿ íà â³ñü 

1 .O Y  Íà ãðàô³êàõ áà÷èìî, ùî ïîáóäîâàíèé ñóáîïòèìàëüíèé ðåæèì ðóõó 
çàõâàòà ìàí³ïóëÿòîðà çàäîâîëüíÿº óìîâè öèêë³÷íî¿ îïåðàö³¿ (4). Ïðè öüîìó 
ðóõ çàõâàòà íà êîæí³é ³ç ôàç öèêë³÷íî¿ îïåðàö³¿ º áåçðåâåðñíèì. Íà ðèñ. 6 
çîáðàæåíî ãðàô³êè êóòîâèõ êîîðäèíàò ëàíîê ìàí³ïóëÿòîðà. Áà÷èìî, ùî 
êóòîâ³ õàðàêòåðèñòèêè çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ðóõó (3). Ãðàô³êè â³äïîâ³äíèõ 
àêòèâíèõ ìîìåíò³â 1u , 2u  çîáðàæåíî íà ðèñ. 7, 8. Òóò, à òàêîæ íà ðèñ. 2–5 
äëÿ ïîð³âíÿííÿ íàâåäåíî â³äïîâ³äí³ õàðàêòåðèñòèêè (ïóíêòèðíèìè ë³í³ÿìè), 
îòðèìàí³ ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ âèùåíàâåäåíî¿ çàäà÷³ äëÿ ÷îòèðèëàíêîâîãî ìàí³-
ïóëÿòîðà áåç ïàñèâíèõ ïðèâîä³â. Ïðè öüîìó ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ ö³ëüîâî¿ 
ôóíêö³¿ (7) ñòàíîâèòü 19.3E = . Àíàë³ç ñâ³ä÷èòü, ùî ââåäåííÿ â äîñë³äæó-
âàíó ìàí³ïóëÿö³éíó ñèñòåìó ë³í³éíèõ â’ÿçêîïðóæíèõ ïàñèâíèõ ïðèâîä³â 
äîçâîëÿº ñóòòºâî çìåíøèòè (ïðèáëèçíî ó 3 ðàçè) ïîðîãîâ³ (ìàêñèìàëüí³ çà 
àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ) çíà÷åííÿ êåðóþ÷èõ çóñèëü àêòèâíèõ ïðèâîä³â.  

Íà ðèñ. 9 çîáðàæåíî ãðàô³êè ìîìåíò³â ñèë 1p , 2p , ùî ãåíåðóþòüñÿ 
ïàñèâíèìè ïðèâîäàìè. 
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4. Âèñíîâêè. Äëÿ ÷îòèðèëàíêîâîãî ìàí³ïóëÿòîðà çàìêíóòî¿ ê³íåìàòè÷-
íî¿ ñòðóêòóðè, ÿêèé ï³ä ä³ºþ àêòèâíèõ ³ ïàñèâíèõ ïðèâîä³â âèêîíóº öèêë³÷-
í³ òðàíñïîðòí³ îïåðàö³¿ ó ãîðèçîíòàëüí³é ïëîùèí³, ðîçðîáëåíî ÷èñåëüíî-
àíàë³òè÷íèé àëãîðèòì ³ ïðîãðàìó äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ñóêóïíî¿ îïòèì³-
çàö³¿ çàêîí³â ðóõó ìàí³ïóëÿòîðà òà êîíñòðóêö³éíèõ ïàðàìåòð³â ïàñèâíèõ 
ïðèâîä³â ç ìåòîþ ì³í³ì³çàö³¿ êâàäðàòè÷íîãî (çà àêòèâíèìè êåðóâàííÿìè) 
ôóíêö³îíàëà. Àëãîðèòì ´ðóíòóºòüñÿ íà ïàðàìåòðèçàö³¿ óçàãàëüíåíèõ êîîð-
äèíàò ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè ñ³ì’ºþ çàäàíèõ ôóíêö³é (ïîë³íîìè, òðèãîíîìåò-
ðè÷í³ ðÿäè) òà êîíöåïö³¿ îáåðíåíèõ çàäà÷ äèíàì³êè. ×àñòèíó êîåô³ö³ºíò³â 
ïàðàìåòðèçàö³¿ âèçíà÷àºìî ³ç ãðàíè÷íèõ óìîâ òðàíñïîðòíî¿ îïåðàö³¿ ìàí³-
ïóëÿòîðà, ðåøòó êîåô³ö³ºíò³â (ðàçîì ³ç êîíñòðóêö³éíèìè ïàðàìåòðàìè ïà-
ñèâíèõ ïðèâîä³â) çíàõîäèìî ï³ñëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ â³äïîâ³äíî¿ çàäà÷³ ïàðàìåò-
ðè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿. Ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíò³â ñâ³ä÷àòü ïðî åôåê-
òèâí³ñòü ðîçðîáëåíèõ àëãîðèòìó òà ïðîãðàìè, ÿê³ äàþòü ìîæëèâ³ñòü çà äî-
ïîìîãîþ ñó÷àñíèõ êîìï’þòåð³â çà â³äíîñíî êîðîòêèé ÷àñ (~10 õâ.) ïîáóäóâà-
òè ñóáîïòèìàëüíèé êåðîâàíèé ïðîöåñ äëÿ äîñë³äæóâàíîãî ìàí³ïóëÿòîðà.  

Àíàë³ç ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàò³â ñâ³ä÷èòü, ùî ââåäåííÿ ë³í³éíî â’ÿçêî-
ïðóæíîãî ïðèâîäó â êîíñòðóêö³þ ÷îòèðèëàíêîâîãî çàìêíóòîãî ìàí³ïóëÿòî-
ðà äîçâîëÿº ñóòòºâî (â îêðåìèõ âèïàäêàõ ó 3 ðàçè) çìåíøèòè ïîðîãîâ³ çíà-
÷åííÿ àêòèâíèõ ïðèâîä³â. 

Ïåðñïåêòèâîþ ïîäàëüøèõ ðîçðîáîê ìîæå áóòè äîñë³äæåííÿ çàäà÷³ ñó-
êóïíî¿ îïòèì³çàö³¿ êîíñòðóêö³éíèõ ïàðàìåòð³â (ë³í³éí³ ðîçì³ðè ëàíîê, äîâ-
æèíà áàçè êð³ïëåííÿ ìàí³ïóëÿòîðà äî îñíîâè, ïàðàìåòðè ïàñèâíèõ ïðèâî-
ä³â) òà ðåæèì³â öèêë³÷íîãî ðóõó ÷îòèðèëàíêîâîãî ìàí³ïóëÿòîðà.  
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ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ ЧЕТЫРЕХЗВЕННОГО ЗАМКНУТОГО 
МАНИПУЛЯТОРА С АКТИВНЫМИ И ПАССИВНЫМИ ПРИВОДАМИ 
 
Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè çàêîíîâ äâèæåíèÿ è êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåò-
ðîâ ÷åòûðåõçâåííîãî ìàíèïóëÿòîðà çàìêíóòîé êèíåìàòè÷åñêîé ñòðóêòóðû. 
Ìàíèïóëÿòîð ïîä äåéñòâèåì àêòèâíûõ è ïàññèâíûõ (ïðóæèíû, äåìïôåðû) ïðè-
âîäîâ âûïîëíÿåò öèêëè÷åñêèå òðàíñïîðòíûå îïåðàöèè â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñ-
òè. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ìèíèìèçàöèè èñïîëüçóåòñÿ êâàäðàòè÷åñêèé (ïî óïðàâ-
ëÿþùèì ìîìåíòàì ñèë) ôóíêöèîíàë. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñóáîïòè-
ìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è, êîòîðûé áàçèðóåòñÿ íà ïàðàìåòðè-
çàöèè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ìàíèïóëÿòîðà ñåìåéñòâîì çàäàííûõ ôóíêöèé, èñ-
ïîëüçîâàíèè ìåòîäèêè îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè è ÷èñëåííûõ ïðîöåäóð ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.  
 
PARAMETRIC OPTIMIZATION OF FOUR-LINK CLOSE-CHAIN MANIPULATOR 
WITH ACTIVE AND PASSIVE ACTUATORS 
 
The problem on combined optimization of motion and design parameters of the four-
link close-chain manipulator is investigated. Manipulator is performing the cyclic pick-
and-place operations in horizontal plane under the action of active and passive actua-
tors. Passive controls have been modeled as spring-damper-like actuators. The objective 
function is taken to be the quadratic functional (on the control torques in the joints). 
The algorithm of approximate solution of this problem using a parameterization of the 
generalized coordinates is developed. The algorithm is based on the methodology of in-
verse problems of dynamics and on the numerical procedures of programming methods.  
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