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ВИЗНАЧЕННЯ ТРИВИМІРНИХ ТЕМПЕРАТУРНИХ ПОЛІВ 
У БАГАТОЗВ’ЯЗНИХ ОРТОТРОПНИХ ТІЛАХ ЗА НАГРІВУ 
ДЖЕРЕЛАМИ ТА ПОТОКАМИ ТЕПЛА 
 

Íàâåäåíî àëãîðèòì ðîçðàõóíêó òåìïåðàòóðíèõ ïîë³â â îðòîòðîïíèõ ò³ëàõ 
ñêëàäíî¿ ôîðìè, ÿêèé ´ðóíòóºòüñÿ íà ìåòîä³ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. Äëÿ 
ðîçðîáêè àëãîðèòìó êðàéîâà çàäà÷à òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ îðòîòðîïíèõ ò³ë 
ïîïåðåäíüî çâåäåíà äî â³äïîâ³äíèõ çàäà÷ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ ³çîòðîïíèõ 
ò³ë ç ìîäèô³êîâàíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè òà äæåðåëàìè òåïëà. Ïðîâåäåíî 
äîñë³äæåííÿ âïëèâó àí³çîòðîï³¿ íà òåìïåðàòóðí³ ïîëÿ â îáìåæåíîìó òà íå-
ñê³í÷åííîìó ò³ë³ ç ïîðîæíèíîþ, ÿê³ íàãð³âàþòüñÿ äæåðåëàìè òà ïîòîêàìè 
òåïëà. 

 
Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ îðòîòðîïíîãî ò³ëà, ÿêå íàãð³-

âàºòüñÿ øëÿõîì êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáì³íó ç çîâí³øí³ì ñåðåäîâèùåì ³ 
äæåðåëàìè òåïëà. Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ ³çîòðîï-
íèõ ò³ë åôåêòèâíèì º ìåòîä ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü [3]. Ó çâ’ÿçêó 
³ç ãðîì³çäê³ñòþ âèõ³äíèõ ñï³ââ³äíîøåíü áåçïîñåðåäíº çàñòîñóâàííÿ öüîãî 
ìåòîäó äëÿ àí³çîòðîïíèõ ò³ë óñêëàäíþºòüñÿ [3]. Ó ïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ êðà-
éîâà çàäà÷à òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ îðòîòðîïíèõ ò³ë ïîïåðåäíüî çâåäåíà äî 
êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ ³çîòðîïíèõ ò³ë, ðîçâ’ÿçóâàííÿ ÿêî¿ ìîæå áóòè ïðîâåäå-
íî ç âèêîðèñòàííÿì â³äîìèõ ï³äõîä³â ìåòîäó ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. Ïðèéìå-
ìî, ùî ò³ëî, ÿêå ìîæå áóòè áàãàòîçâ’ÿçíèì, çàéìàº îáëàñòü D′ , îáìåæåíó 
ïîâåðõíåþ S′ . Êðàéîâà çàäà÷à òåïëîïðîâ³äíîñò³ ìàº âèãëÿä 
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– îáëàñòü, ÿêó çàéìàº ò³ëî òà éîãî ãðàíèöÿ ó çì³ííèõ , ,x y z ; T
n

∂
∂

 
– ïîõ³äíà 

âçäîâæ çîâí³øíüî¿ íîðìàë³ äî ïîâåðõí³ S. 
 Îòæå, îòðèìàíî êðàéîâó çàäà÷ó (3), (4), ÿêà çà âèãëÿäîì çá³ãàºòüñÿ ³ç 
çàäà÷åþ ñòàö³îíàðíî¿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ ³çîòðîïíîãî ò³ëà. Âèêîðèñòàºìî 
äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ (3), (4) ìåòîä ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü [3]. 
 1. Ðîçãëÿíåìî îáìåæåíå îðòîòðîïíå ò³ëî. Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (3) â ³íòåã-
ðàëüí³é ôîðì³ ìàº âèãëÿä [2] 
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ïîâåðõí³ S . Ñïðÿìóºìî òî÷êó ( , , )x y z  äî ïîâåðõí³ S . Òîä³ ç âèêîðèñòàííÿì 
âëàñòèâîñòåé ïîòåíö³àëó ïîäâ³éíîãî øàðó [2] îòðèìàºìî 
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Ï³äñòàâèâøè öåé âèðàç ó ð³âí³ñòü (6), äëÿ çíàõîäæåííÿ òåìïåðàòóðè íà 
ãðàíèö³ S  îòðèìóºìî ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ  
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 Äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (7) çàñòîñîâóºìî ï³äõîäè, ðîç-
ðîáëåí³ ó ìåòîä³ ãðàíè÷íèõ åëåìåíò³â [3, 4]. Çàçíà÷èìî, ùî íàäàë³ âñ³ ðîç-
ðàõóíêè âèêîíàíî íà îñíîâ³ ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ öüîãî ³íòåãðàëüíîãî 
ð³âíÿííÿ.  
 ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî âèïàäîê íàãð³âó ò³ëà çîñåðåäæåíèì äæåðåëîì 
òåïëà ³íòåíñèâíîñò³ q , ÿêå ðîçì³ùåíå â òî÷ö³ ( , , )q q qx y z′ ′ ′ . Òîä³, âðàõîâóþ÷è, 
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 Äîñë³äèìî âïëèâ àí³çîòðîï³¿ äëÿ êóë³ ðàä³óñà 0R  ç ðîçì³ùåíèì ó öåíò-

ð³ äæåðåëîì òåïëà, êîëè òåìïåðàòóðà ñåðåäîâèùà, ÿêå îìèâàº ãðàíèöþ, äî-
ð³âíþº íóëåâ³. Ðîçðàõóíêè òåìïåðàòó-
ðè, â³äíåñåíî¿ äî âåëè÷èíè 0/( )C q R= λ , 

â ìåðèä³àííîìó ïåðåð³ç³ 0θ =  âèêîíà-
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0.1= . Ïðè îá÷èñëåííÿõ ïðèéíÿòî 1λ =  

2= λ . Íà ðèñ. 1 íàâåäåíî çàëåæíîñò³ 

â³äíîñíî¿ òåìïåðàòóðè /T C  â³ä êóòî-
âî¿ êîîðäèíàòè ϕ , ÿêà â³äðàõîâóºòüñÿ 

â³ä äîäàòíî¿ ï³âîñ³ Oz . Êðèâèì 1–5 
0.6

0.7

0.8

0.9

1

0              π/2               π             3π/2             ϕ

 

2

3

1

4

5

T/C
γ = 0.1

 
Рис. 1 
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â³äïîâ³äàþòü çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â 3 1/ 0.1, 0.5, 1λ λ = , 2, 10 . Áà÷èìî, ùî àí-
³çîòðîï³ÿ ³ñòîòíî çì³íþº ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè â ò³ë³. Ïðè â³äíîøåíí³ 

3 1/ 1λ λ >  òåìïåðàòóðà íà ãðàíèö³ º ìàêñèìàëüíîþ á³ëÿ îñ³ Oz  òà ì³í³ìàëü-

íîþ â ïåðåð³ç³ 0z = , à ïðè 3 1/ 1λ λ <  õàðàêòåð ðîçïîä³ëó òåìïåðàòóðè ïðî-
òèëåæíèé. 
 Äëÿ îö³íêè òî÷íîñò³ âèêîðèñòàíîãî ÷èñëîâîãî àëãîðèòìó íàâåäåìî òî÷-
íèé ðîçâ’ÿçîê ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³ äëÿ âèïàäêó ³çîòðîïíîãî ò³ëà. Òåìïåðàòó-
ðà â öüîìó âèïàäêó ìàº âèãëÿä 
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Ðîçðàõîâàíå çà ÷èñëîâèì àëãîðèòìîì çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè, â³äíåñåíî¿ äî 
âåëè÷èíè C  (êðèâà 3 íà ðèñ. 1), ïðàêòè÷íî çá³ãàºòüñÿ ç òî÷íèì çíà÷åííÿì 
(8), ÿêå ïðè âèáðàíîìó âèùå çíà÷åíí³ 0.1γ =  äîð³âíþº 0.7958.  

 2. Ðîçãëÿíåìî íåñê³í÷åííå ò³ëî ç ïîðîæíèíîþ ïðè íàãð³â³ çîñåðåäæå-
íèì äæåðåëîì òåïëà. Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (3) â öüîìó âèïàäêó òà-
êîæ ìàº âèãëÿä (6), ó ÿêîìó äèôåðåíö³þâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ ïî íîðìàë³, ÿêà 
º çîâí³øíüîþ â³äíîñíî ò³ëà (íàïðÿìëåíà â ïîðîæíèíó). Ðîçðàõóíêè âèêîíà-
íî äëÿ ò³ëà ç åë³ïñî¿äàëüíîþ ïîðîæíèíîþ ç ï³âîñÿìè 1.5b a= , 2c a= , äæå-

ðåëî òåïëà ðîçì³ùåíî â òî÷ö³ (0,0,3 )a . Íà ãðàíèö³ ïîðîæíèíè 0cT = . Ð³â-
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sin sina= θ ϕ , cosz b= ϕ , 0 2< θ < π , 
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ðîçïîä³ëó òåìïåðàòóðè º ïðîòèëåæíèì äî ðîçïîä³ëó òåïëà â îáìåæåíîìó 
ò³ë³. 
 3. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè íà íåñê³í÷åííîñò³ òåìïåðàòóðà â ò³ë³ ç ïî-
ðîæíèíîþ çì³íþºòüñÿ çà ïîë³íîì³àëüíèì çàêîíîì. Ïðèéìåìî, ùî ðîçïîä³ë 
òåìïåðàòóðè â ñóö³ëüíîìó ò³ë³ â³äîìèé ³ ìàº âèãëÿä T T∞= , äå T∞  – ãàð-

ìîí³÷íà ôóíêö³ÿ, ùî º ïîë³íîìîì çà çì³ííèìè ( , , )x y z . Òåìïåðàòóðó â ò³ë³ 

çîáðàçèìî ó âèãëÿä³ T T T∞ ∆= + , äå T∆  – ãàðìîí³÷íà ôóíêö³ÿ, ÿêà çàãàñàº 

íà áåçìåæíîñò³. Âèêîðèñòàºìî äëÿ T∆  ³íòåãðàëüíó ôîðìó ðîçâ’ÿçêó  
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îáëàñò³ ïîðîæíèíè, òî  
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 Äîäàâøè ð³âíîñò³ (9), (10), îòðèìàºìî ³íòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ äëÿ òåì-
ïåðàòóðè ó âèãëÿä³ 
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Ï³äñòàâèâøè ð³âí³ñòü (11) ó ãðàíè÷íó óìîâó (4), îòðèìàºìî ³íòåãðàëüíå ð³â-

íÿííÿ, àíàëîã³÷íå äî (7), ó ÿêîìó cf T G ds T∞
β= +
λ∫ . 

 4. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè àí³çîòðîïíå ò³ëî íàãð³âàºòüñÿ ïîòîêîì òåï-
ëà ( , , )x y zq q q . Òåìïåðàòóðà â ñóö³ëüíîìó àí³çîòðîïíîìó ò³ë³ òîä³ ìàòèìå 

âèãëÿä 
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 Ðîçðàõóíêè âèêîíàíî äëÿ ðîçãëÿíóòîãî âèùå ò³ëà ç åë³ïñî¿äàëüíîþ ïî-
ðîæíèíîþ, êîëè ïîò³ê òåïëà íàïðÿì-
ëåíèé óçäîâæ îñ³ Oz . Ãðàô³êè çàëåæ-
íîñò³ â³ä ϕ  â³äíîñíî¿ òåìïåðàòóðè 

2T C/  íà ãðàíèö³ ïîðîæíèíè â ïåðåð³ç³ 

0θ =  ïðè 1 0.1γ =  íàâåäåíî íà ðèñ. 3. 
Êðèâ³é 1 â³äïîâ³äàº ðîçïîä³ë â³äíîñíî¿ 
òåìïåðàòóðè ïðè 3 1 0.1λ λ =/  ³ 2C =  

10 zq a= λ/ , êðèâèì 2–5 â³äïîâ³äàþòü 

àíàëîã³÷í³ ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â, âè-
êîíàí³ ïðè 3 1 0.5, 1.0, 2.0, 10.0λ λ =/  ³ 

2 zC q a= λ/ . Áà÷èìî, ùî òåìïåðàòóðà 

íà ãðàíèö³ ïîðîæíèíè ïðè çðîñòàíí³ â³äíîøåííÿ 3 1λ λ/  çìåíøóºòüñÿ. 

 5. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ò³ëî çàéìàº îáëàñòü D′ , ÿêà º ï³âïðîñòî-
ðîì 0z′ >  ç ïîðîæíèíîþ. Ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ó çì³ííèõ äëÿ 
ï³âïðîñòîðó ìàòèìå âèãëÿä (3), ãðàíè÷íà óìîâà íà ïîâåðõí³ ïîðîæíèíè – 
âèãëÿä (4), à óìîâó Íüþòîíà íà ãðàíèö³ 0z =  ó çì³ííèõ , ,x y z  çàïèøåìî 
òàê: 

 0
c

z
z

T T T
z

∂λ − β − =
∂

( ) ,  

äå 3z z cβ = α / , zα  – êîåô³ö³ºíò òåïëîâ³ääà÷³ ç ãðàíè÷íî¿ ïëîùèíè, z
cT  – 

òåìïåðàòóðà ñåðåäîâèùà, ùî îìèâàº ãðàíèöþ 0z =  ³ çàïèñàíà ó çì³ííèõ 
, ,x y z . 

 Äëÿ çíàõîäæåííÿ òåìïåðàòóðè ó ï³âïðîñòîð³ ñïðàâäæóºòüñÿ ³íòåãðàëü-
íå ïîäàííÿ (5), â ÿêîìó 1G G= , äå [1] 

 1 0
1 1 1 2 ( , , )
4

G A r z z
R R

 = + − γ  π  , (12) 
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äå 
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( , , ) ,       ( ) ( )
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dA r z z e r x x y y
r z z

∞
− γω ω= = − + −

+ + + ω
∫ , 

  2 2 2 2
0 0( ) ,     ( ) ,     zR r z z R r z z

β
= + − = + + γ =

λ
 . 

Îòæå, çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì ðîçðàõóíêó òðèâèì³ðíèõ òåìïåðàòóð-
íèõ ïîë³â â îðòîòðîïíèõ ò³ëàõ ñêëàäíî¿ ôîðìè, ÿêèé ´ðóíòóºòüñÿ íà ìåòîä³ 
³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. Ïîêàçàíî, ùî êðàéîâà çàäà÷à òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ 
îðòîòðîïíèõ ò³ë çâîäèòüñÿ äî â³äïîâ³äíèõ çàäà÷ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ ³çî-
òðîïíèõ ò³ë ç ìîäèô³êîâàíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè òà äæåðåëàìè òåïëà. 
Âñòàíîâëåíî, ùî àí³çîòðîï³ÿ ³ñòîòíî âïëèâàº íà õàðàêòåð ³ çíà÷åííÿ òåìïå-
ðàòóðíèõ ïîë³â ³ â îáìåæåíîìó, ³ â íåñê³í÷åííîìó ò³ë³ ç ïîðîæíèíîþ, ÿê³ 
íàãð³âàþòüñÿ äæåðåëàìè òà ïîòîêàìè òåïëà. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТРЕХМЕРНЫХ ТЕМПЕРАТУРНЫХ ПОЛЕЙ В МНОГОСВЯЗНЫХ 
ОРТОТРОПНЫХ ТЕЛАХ ПРИ НАГРЕВЕ ИСТОЧНИКАМИ И ПОТОКАМИ ТЕПЛА 
 
Ïðèâåäåí àëãîðèòì ðàñ÷åòà òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé â îðòîòðîïíûõ òåëàõ ñëîæ-
íîé ôîðìû, îñíîâàííûé íà ìåòîäå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ðàçðàáîòêè àë-
ãîðèòìà ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ îðòîòðîïíûõ òåë ïðåäâàðè-
òåëüíî ñâåäåíà ê ñîîòâåòñòâóþùèì çàäà÷àì òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ èçîòðîïíûõ 
òåë ñ ìîäèôèöèðîâàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è èñòî÷íèêàìè òåïëà. Ïðîâå-
äåíî èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ àíèçîòðîïèè íà òåìïåðàòóðíûå ïîëÿ â îãðàíè÷åííîì 
è áåñêîíå÷íîì òåëàõ ñ ïîëîñòüþ, íàãðåâàþùèìèñÿ èñòî÷íèêàìè è ïîòîêàìè 
òåïëà. 
 
DEFINITION OF 3D TEMPERATURE FIELDS IN MULTICONNECTED ORTHOTROPIC BODIES 
UNDER HEATING BY HEAT SOURCES AND FLUXES  
 
An algorithm of calculation of temperature fields in orthotropic bodies of complex form 
is presented. The algorithm is based on the integral equation method. To develop the al-
gorithm the heat conduction boundary-value problem for orthotropic bodies has been 
reduced formerly to the corresponding heat conduction problems for isotropic bodies 
with modified boundary conditions and heat sources. Influence of anisotropy on tem-
perature fields in the bounded and infinite body with a cavity heated by heat sources 
and fluxes is analyzed.  
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