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Çàïðîïîíîâàíî ñê³í÷åííîåëåìåíòíèé ï³äõ³ä ç âèêîðèñòàííÿì åðì³òîâèõ 
ñïëàéí³â äëÿ çâåäåííÿ çàäà÷³ ïîáóäîâè òðàºêòîð³é íàïðóæåíü äî çíàõîäæåí-
íÿ äâîõ ïîòåíö³àëüíèõ ôóíêö³é, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ³íòåðïîëÿö³¿ ïåð-
øèõ ïîõ³äíèõ ó âóçëàõ ðåãóëÿðíî¿ ñ³òêè. Åôåêòèâí³ñòü òàêîãî ï³äõîäó ïðî-
äåìîíñòðîâàíî íà òåñòîâèõ çàäà÷àõ, âèÿñíåíî îñîáëèâîñò³ ðîçðàõóíêîâèõ 
ñï³ââ³äíîøåíü.  

 
1. Âñòóï. Äëÿ äîñë³äæåííÿ ïîë³â íàïðóæåíü ó ð³çíîìàí³òíèõ îá’ºêòàõ, 

â³ä åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é äî òîâù ã³ðñüêèõ ïîð³ä, çàñòîñîâóþòü ñó÷àñí³ ìå-
òîäè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ òà îïðàöþâàííÿ äàíèõ âèì³ðþâàíü ç ïî-
äàëüøèì ïîäàííÿì ðåçóëüòàò³â ó âèãëÿä³ îäíî-, äâî- òà òðèâèì³ðíî¿ ãðàô³-
êè çàëåæíî â³ä ïðèéíÿòèõ ïðèïóùåíü òà ñïåöèô³êè çàäà÷³. Ìîæíà ââàæàòè 
âæå êëàñè÷íèìè äâîâèì³ðí³ ãðàô³êè ó âèãëÿä³ êàðò ³çîë³í³é, äëÿ ïîáóäîâè 
ÿêèõ ³ñíóþòü ÿê ³ äîñòàòíüî óí³âåðñàëüí³ ïðîãðàìè, òàê ³ ìîäóë³ â³çóàë³çàö³¿ 
â ïàêåòàõ ñê³í÷åííîåëåìåíòíîãî àíàë³çó. Òåíçîðíà ïðèðîäà íàïðóæåíü íà-
â³òü ó âèïàäêó äâîâèì³ðíèõ çàäà÷ (ïëîñêà äåôîðìàö³ÿ ÷è ïëîñêèé íàïðó-
æåíèé ñòàí) ïîòðåáóº â³çóàë³çàö³¿ òðüîõ êîìïîíåíò xxσ , yyσ , xyτ  ñèìåò-

ðè÷íîãî òåíçîðà íàïðóæåíü (íàäàë³ ïðàöþâàòèìåìî ç äåêàðòîâîþ ñèñòåìîþ 
êîîðäèíàò Oxy ). Ó ðåçóëüòàò³ òðè êàðòè ³çîë³í³é º äîñòàòíüî ñêëàäíèìè 
äëÿ àíàë³çó, çîêðåìà äëÿ âèÿñíåííÿ äåÿêèõ óçàãàëüíåíèõ ÷è ñòðóêòóðíèõ 
îñîáëèâîñòåé íàïðóæåíîãî ñòàíó. Ç ³íøîãî áîêó, ïîëå íàïðóæåíü ìîæíà çî-
áðàçèòè ÿê âåêòîðíå ïîëå, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ ãîëîâíèõ íàïðóæåíü ÿê 
íîðìàëüíèõ, òàê ³ äîòè÷íèõ. Íàïðÿìè äâîõ âçàºìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ íîð-
ìàëüíèõ íàïðóæåíü âèçíà÷àþòü, ÿê â³äîìî, çà ôîðìóëîþ [5] 

 1tg (2 ) tg 2 2 xy
xx yy

α + π = α = τ
σ − σ

, (1) 

äå α  – êóò ì³æ â³ññþ x  òà íàïðÿìîì ä³¿ ïåðøîãî (á³ëüøîãî) ãîëîâíîãî íà-
ïðóæåííÿ 1σ , 0 90≤ α ≤ ° ; íàïðÿì ä³¿ äðóãîãî ãîëîâíîãî íàïðóæåííÿ 2σ  ïî-

âåðíóòèé íà êóò 90± °  äî íàïðÿìó 1σ . ¯õí³ çíà÷åííÿ ìîæíà îá÷èñëèòè òàê: 

 1 0 max 2 0 max,           σ = σ + τ σ = σ − τ , (2) 

äå 0
1 ( )
2 xx yyσ = σ + σ  – ã³äðîñòàòè÷íèé òèñê, 2 2

max
1 ( )
4 xx yy xyτ = σ − σ + τ  – 

ìàêñèìàëüíå äîòè÷íå íàïðóæåííÿ. 
ßê ïðàâèëî, âåêòîðíå ïîëå ãîëîâíèõ íàïðóæåíü ïîêàçóþòü ó âèãëÿä³ 

ïàðè ïåðåõðåùåíèõ ñòð³ëîê, ïîâåðíóòèõ çã³äíî ç ôîðìóëîþ (1) íà êóò α , 
ÿê³ âêàçóþòü íàïðÿì ðîçòÿãó-ñòèñêó (ðîçòÿã ïîêàçóþòü ïðîòèëåæíî íà-
ïðÿìëåíèìè ñòð³ëêàìè, à ñòèñê – ñòð³ëêàìè äî ïåðåõðåñòÿ). Äîâæèíà ñòð³-
ëîê ìîæå ñëóãóâàòè ì³ðîþ âåëè÷èíè íàïðóæåíü. Ïðîòå äëÿ ïîáóäîâè òðà-
ºêòîð³é âàæëèâèì º ò³ëüêè äîòè÷íèé íàïðÿì, à òîìó âåêòîðíå ïîëå ç óðà-

õóâàííÿì (1), (2) òà óìîâè íîðìóâàííÿ 2 2( ) ( ) 1dx dy+ =  ìîæíà çàäàòè ó âè-

ãëÿä³ ïàðè ÷èñåë 
max

1( )xx yydx = σ − σ
τ

, 
max

12 xydy = τ
τ

, òàê ùî tg2
dy
dx

α = . 

Òàê³ îð³ºíòîâàí³ ñòð³ëêè ìàþòü áóòè ïîáóäîâàí³ ó çàäàí³é ìíîæèí³ òî÷îê – 
âóçëàõ ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â: ÷è â òî÷êàõ ³íòåãðóâàííÿ, ÷è íà ïåðåòèí³ ë³-
í³é ðåãóëÿðíî¿ (ïðÿìîêóòíî¿) ñ³òêè ðîçáèòòÿ, ÷è â äèñêðåòíîìó íàáîð³ òî÷îê 
ñïîñòåðåæåííÿ, äå âèçíà÷åíî ãîëîâí³ íàïðóæåííÿ. Òîä³ çíà÷åííÿ â ïðîì³æ-
íèõ òî÷êàõ, çîêðåìà ó âóçëàõ ðåãóëÿðíî¿ ñ³òêè, ìîæíà îòðèìàòè îäíèì ç 
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ìåòîä³â àïðîêñèìàö³¿. Òîìó ââàæàòèìåìî â³äîìèì ïîëå íàïðóæåíü ó äåÿê³é 
îáëàñò³, òî÷í³øå, äâà âçàºìíî ïåðïåíäè-
êóëÿðíèõ âåêòîðíèõ ïîëÿ ãîëîâíèõ íà-
ïðóæåíü (äèâ. ðèñ. 1, äå íà ïðèêëàä³ åëå-
ìåíòàðíîãî ïðÿìîêóòíèêà ðåãóëÿðíî¿ 
ñ³òêè ðîçáèòòÿ ³ëþñòðóºòüñÿ ïîáóäîâà 
äâîõ ñ³ìåé òðàºêòîð³é íàïðóæåíü 1s  òà 

2s  çà çàäàíèìè âåêòîðíèìè ïîëÿìè). Îä-
íèì ³ç íåäîë³ê³â òàêîãî çîáðàæåííÿ ãî-
ëîâíèõ íàïðóæåíü º ìîæëèâ³ñòü çàõà-
ðàùåííÿ ðèñóíêà â çîí³ íàäì³ðíîãî çãó-
ùåííÿ òî÷îê ñïîñòåðåæåííÿ ÷è âèáîðó 
íåâäàëèõ ðîçì³ð³â ñòð³ëîê. 

Çà ãîëîâíèìè íàïðóæåííÿìè ìîæíà ïîáóäóâàòè òðàºêòîð³¿ íàïðóæåíü 
– äâ³ âçàºìíî îðòîãîíàëüí³ ñ³ì’¿ ë³í³é, äîòè÷í³ äî ÿêèõ ó êîæí³é òî÷ö³ âêà-
çóþòü íàïðÿì ãîëîâíèõ íàïðóæåíü. ßêùî òðàºêòîð³ÿ â³äïîâ³äíî¿ ñ³ì’¿ ïðî-
õîäèòü ÷åðåç òî÷êó ñïîñòåðåæåííÿ, òî íàïðÿì äîòè÷íî¿ ìàº ñï³âïàäàòè ³ç 
çàäàíèìè çíà÷åííÿìè âåêòîðíîãî ïîëÿ (óìîâà ³íòåðïîëÿö³¿). Íåïåðåðâíå 
ïðîäîâæåííÿ öèõ ë³í³é çîâñ³ì íåîáîâ’ÿçêîâî ìàº ïðîõîäèòè ÷åðåç çàäàí³ 
òî÷êè (íàïðèêëàä, ÷åðåç âóçëè ðåãóëÿðíî¿ ñ³òêè), à òîìó ïîáóäîâà 
òðàºêòîð³é ïîâ’ÿçàíà ç âèáîðîì ìåòîäó óñåðåäíåííÿ íàïðÿìó äîòè÷íî¿ çà 
äàíèìè äåÿêèõ íàéáëèæ÷èõ âóçë³â. 

Ïîáóäîâà òðàºêòîð³é ãîëîâíèõ íàïðóæåíü àáî ìàêñèìàëüíèõ íàïðó-
æåíü çñóâó øèðîêî âèêîðèñòîâóºòüñÿ â åêñïåðèìåíòàëüíèõ ³ òåîðåòè÷íèõ 
ìåòîäàõ ó ôîòîïðóæíîñò³, ó âèïàäêó äîñë³äæåííÿ ðîñòó òð³ùèí ³ òåîð³¿ 
ïëàñòè÷íîñò³, äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ãåîòåõí³÷íèõ ³ òåêòîíîô³çè÷íèõ çàäà÷ òî-
ùî [9, 11, 12]. Òðàºêòîð³¿ íàïðóæåíü ÿê ïðåäìåò äîñë³äæåííÿ – öå ³ âàæëè-
âèé ñàìîñò³éíèé ìåòîä àíàë³çó [7], à òàêîæ ìåòîä â³çóàë³çàö³¿ ó ïîºäíàíí³, 
íàïðèêëàä, ç ìåòîäîì ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â [8]. 

Ïîáóäîâà òðàºêòîð³é âðó÷íó – äàëåêî íå î÷åâèäíà ³ íååôåêòèâíà ïðî-
öåäóðà, àëå ïðîãðàìè, ÿê³ ðèñóâàëè áè òðàºêòîð³¿ íàïðóæåíü àâòîìàòè÷íî, 
ïîêè ùî º ð³äê³ñíèìè ³ âóçüêîîð³ºíòîâàíèìè, ïåðåâàæíî êîìåðö³éíèìè, îð-
ãàí³çîâàíèìè çà ïðèíöèïîì «÷îðíîãî ÿùèêà», àáî íàïèñàíèìè «íà âèïàäîê», 
òîáòî íåäîñòóïíèìè äëÿ øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ. Òîìó âàðòî íàâåñòè àðãó-
ìåíòè íà êîðèñòü íàÿâíîñò³ òàêî¿ ôóíêö³îíàëüíîñò³ – â³äíîâëåííÿ òðàºêòî-
ð³é çà äîòè÷íèì âåêòîðíèì ïîëåì: 

• î÷åâèäí³ – êîìï’þòåðèçàö³ÿ ïðîöåñó, øâèäê³ñòü, àëãîðèòì³÷í³ñòü, 
ÿê³ñòü ³ êîìïàêòí³ñòü âåêòîðíî¿ ãðàô³êè; 

• âàæëèâ³ñòü äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ íàïðóæåíü â ö³ëîìó ³ îñîáëèâî 
äëÿ ñòðóêòóðíèõ äîñë³äæåíü (íàïðèêëàä, â ãåîëîã³¿ [10]), à òàêîæ ìîæëè-
â³ñòü çàñòîñóâàííÿ â ³íøèõ ãàëóçÿõ çíàíü, äå òðåáà ïðîàíàë³çóâàòè âåêòîð-
í³ ïîëÿ; 

• êîìïëåêñí³ñòü çàäà÷³, ùî âêëþ÷àº âèá³ð àïðîêñèìàö³¿ çíà÷åíü âåêòîð-
íîãî ïîëÿ ó ïðîì³æíèõ âóçëàõ, ñòðóêòóð äàíèõ äëÿ çáåðåæåííÿ ³íôîðìàö³¿ 
ïðî ñàì³ ë³í³¿-òðàºêòîð³¿, ìîæëèâ³ñòü ¿õíüîãî ïîäàëüøîãî îïðàöþâàííÿ ³ ìî-
äèô³êàö³¿ (íàïðèêëàä, çãóùåííÿ öèõ ë³í³é ó äåÿê³é çîí³), çàëåæí³ñòü óñ³º¿ 
êàðòèíè (äâ³ ñ³ì’¿ òðàºêòîð³é) â³ä âèáîðó ïî÷àòêîâî¿ òî÷êè ïîáóäîâè òîùî. 

Ãîëîâíà ³äåÿ – öå çâåñòè çàäà÷ó ïîáóäîâè òðàºêòîð³é íàïðóæåíü äî 
ïðîñò³øî¿ çàäà÷³ ïîáóäîâè ³çîë³í³é äëÿ äåÿêî¿ «ïîòåíö³àëüíî¿» ïîâåðõí³. Äî 
ðîçâ’ÿçàííÿ öüîãî ïèòàííÿ çàñòîñóºìî íàÿâí³ ñó÷àñí³ ïðîãðàìè êîìï’þòåð-
íî¿ êàðòîãðàô³¿. Ìåòîþ ðîáîòè º çàïðîïîíóâàòè äîñòàòíüî óí³âåðñàëüíèé 
÷èñëîâèé ï³äõ³ä äî ïîáóäîâè òðàºêòîð³é íàïðóæåíü ç âèêîðèñòàííÿì ñïëàé-
í³â åðì³òîâîãî òèïó òà ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â.  

1. Ìàòåìàòè÷íà ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Äëÿ ñïðîùåííÿ òåîðåòè÷íèõ âè-
êëàäîê òà àïðîáàö³¿ çàïðîïîíîâàíîãî ï³äõîäó îáìåæèìîñÿ çàìêíåíîþ îáëàñ-

òþ ïðÿìîêóòíî¿ ôîðìè min max min max, ,x x y yΩ = ×[ ] [ ] , ñòîðîíè ÿêî¿ îð³ºíòî-

 y
1s

x

2s

 
Рис. 1 



140 

âàí³ âçäîâæ îñåé äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Ðîçä³ëèìî öþ îáëàñòü âåð-
òèêàëüíèìè òà ãîðèçîíòàëüíèìè ë³í³ÿìè íà xn  òà yn  ñìóã ç ïîñò³éíèìè 

êðîêàìè max min( ) xx x x n∆ = − /  ³ max min( ) yy y y n∆ = − /  â³äïîâ³äíî. Ó òî÷êàõ 

ïåðåòèíó öèõ ë³í³é (âóçëàõ óòâîðåíî¿ ðåãóëÿðíî¿ ñ³òêè) ç êîîðäèíàòàìè 
( , )i jx y , äå minix x i x= + ∆ , 0, , xi n=  ; minjy y j y= + ∆ , 0, , yj n=  , çàäà-

íî âåêòîðí³ ïîëÿ (1) (1)( , )i jdx dy  ³ (2) (2)( , )i jdx dy , ùî âêàçóþòü íàïðÿì äîòè÷íèõ 

äî ë³í³é-òðàºêòîð³é íàïðóæåíü äâîõ ñ³ìåé 1s  ÷è 2s . Óìîâà îðòîãîíàëüíîñò³ 
ë³í³é öèõ ñ³ìåé äàº ð³âíÿííÿ 

 (1) (2) (1) (2) 0i i j jdx dx dy dy+ = , (3) 

çâ³äêè 

 (1) (2) (2) (1),           i j i jdx dy dx dy= = − . (4) 

Òîìó ôàêòè÷íî äîñòàòíüî çàäàòè îäíå âåêòîðíå ïîëå, à ³íøå ìîæíà 
ðîçðàõóâàòè ïðîãðàìíî. Îñê³ëüêè íàïðÿì äîòè÷íèõ ìîæíà çì³íèòè íà ïðî-

òèëåæíèé, òî äîòè÷í³ ïåðøî¿ ñ³ì’¿ òðàºêòîð³é ìîæóòü áóòè çàäàí³ ÿê (1)( ,idx  
(1) )jdy  àáî (1) (1)( , )i jdx dy− − , à äðóãî¿ ñ³ì’¿ – ÿê (1) (1)( , )j idy dx−  àáî (1) (1)( , )j idy dx−  

â³äïîâ³äíî. Çàóâàæèìî ïðî íåîäíîçíà÷í³ñòü ðåçóëüòàò³â â³äíîâëåííÿ ë³í³é 
òðàºêòîð³é ó âèïàäêó äîâ³ëüíîãî âèáîðó íàïðÿì³â ó âñ³õ âóçëàõ. ßê ïîêàçà-
ëè ÷èñëîâ³ åêñïåðèìåíòè, äîòè÷íèé âåêòîð ïîâèíåí áóòè áëèçüêèì äî íà-
ïðÿìó âåêòîðíîãî ïîëÿ â ñóñ³äí³õ âóçëàõ.  

Íåõàé 1( , )U x y , 2 ( , )U x y  – äâ³ (ïîêè ùî äîâ³ëüí³) íåïåðåðâí³ ñêàëÿðí³ 

ôóíêö³¿, âèçíà÷åí³ â çàìêíåí³é ïðÿìîêóòí³é îáëàñò³ Ω . Áóäóâàòèìåìî ¿õ 
òàê, ùîá ë³í³¿ ð³âíÿ 1 1( , )U x y c=  òà 2 2( , )U x y c=  ñï³âïàëè ç ë³í³ÿìè òðàºê-

òîð³é. Òîä³ 1c  òà 2c  – äåÿê³ ïàðàìåòðè, ùî âèçíà÷àþòü ïåðøó ÷è äðóãó ñ³-

ì’þ òðàºêòîð³é. ßêùî ôóíêö³¿ 1U  ³ 2U  â³äîì³ (çíàéäåíî, íàïðèêëàä, çíà÷åí-

íÿ ó âóçëàõ ðåãóëÿðíî¿ ñ³òêè ( , )i jx y ), òî âèá³ð ïàðàìåòð³â 1c , 2c  ìîæíà äî-

ðó÷èòè ïðîãðàì³ ïîáóäîâè ³çîë³í³é (òîáòî êåðóâàòè òèì, íàñê³ëüêè ãóñòî áó-
äóòü çîáðàæåí³ ë³í³¿ íà êàðò³). Äëÿ îòðèìàííÿ îñòàòî÷íîãî ðåçóëüòàòó – çà-
âåðøåíî¿ êàðòèíè òðàºêòîð³é íàïðóæåíü – äîñòàòíüî áóäå ñóì³ñòèòè ö³ äâ³ 
êàðòè ³çîë³í³é äëÿ ôóíêö³é 1U  òà 2U . Îòæå, íàøà çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ïî-

ñë³äîâíîñò³ äâîõ çàäà÷ çíàõîäæåííÿ çíà÷åíü ôóíêö³é 1U  òà 2U , êîæíà ç 
ÿêèõ îïèñóº îäíó ³ç ñ³ìåé ³çîë³í³é-òðàºêòîð³é. 

ßêùî ìàºìî ôóíêö³þ ( , )kU x y , äå k = 1 àáî 2, òî íàïðÿì íàéá³ëüøîãî 

çðîñòàííÿ ó äåÿê³é òî÷ö³ 0 0( , )x y  âèçíà÷àº ´ðàä³ºíò 0 0( ( , )kU x y x∂ ∂/ , 

0 0 , 0 0 , 0 0( , ) ( , ),  ( , )k k x k yU x y y U x y U x y∂ ∂ =/ ) ( ) . Ïðîâåäåìî ÷åðåç öþ òî÷êó ë³í³þ 

ð³âíÿ 0 0( , )kU x y  ³ âèçíà÷èìî ëîêàëüíó ïðàâó 

ñèñòåìó êîîðäèíàò ( )n, s , äå n  – íîðìàëü äî 

ë³í³¿ ð³âíÿ â òî÷ö³ 0 0( , )x y , ÿêà ñï³âïàäàº ç íà-

ïðÿìîì ´ðàä³ºíòà , ,( , ),k x k yU U  à ( , )x ys s=s  – 

äîòè÷íèé âåêòîð (ðèñ. 2). Ç óìîâè îðòîãîíàëü-
íîñò³ öèõ âåêòîð³â 0⋅ =n s  àáî , ,k x x k y yU s U s+ =  

0=  âèïëèâàº, ùî , ,( , )k y k xU U= −s  àáî − =s  

, ,( , )k y k xU U= − . Îñê³ëüêè íàïðÿìè äîòè÷íèõ äî 

òðàºêòîð³é ââàæàºìî çàäàíèìè, òî âåêòîðíå 
ïîëå äîòè÷íèõ ïåðøî¿ ñ³ì’¿ òðàºêòîð³é º ïîëåì ´ðàä³ºíòà ôóíêö³¿ 2U , ³ íà-

 y

0 0( , )U x y
x

= grad Un

−s

+s

 
Рис. 2 
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âïàêè, äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóíêö³¿ 1U  âèêîðèñòîâóºìî ÿê ïîëå ´ðàä³ºíòà íà-

ïðÿìè äîòè÷íèõ äðóãî¿ ñ³ì’¿. Ç îãëÿäó íà íåïåðåðâí³ñòü ôóíêö³é 1U  ³ 2U  

óìîâà îðòîãîíàëüíîñò³ äëÿ äîâ³ëüíî¿ òî÷êè ( , )x y ∈ Ω  ìîæå áóòè çàïèñàíà ó 
âèãëÿä³ 

 1 2 1 2,           
U U U U
x y y x

∂ ∂ ∂ ∂
= = −

∂ ∂ ∂ ∂
, 

ùî ñï³âïàäàº ç óìîâàìè Êîø³ – Ð³ìàíà äëÿ ãàðìîí³÷íèõ ôóíêö³é. Òîä³ â 
ïðèïóùåíí³, ùî ôóíêö³¿ 1 2,U U  äâ³÷³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâí³, äëÿ ¿õ 
âèçíà÷åííÿ ìàòèìåìî îäíîð³äíå ãàðìîí³÷íå ð³âíÿííÿ  

 0,         1,2kU k∆ = = , (5) 

äå 
2 2

2 2x y
∂ ∂∆ = +

∂ ∂
 – îïåðàòîð Ëàïëàñà. Îòæå, 1U  ³ 2U  ìîæíà íàçâàòè ïî-

òåíö³àëàìè àáî ïîòåíö³àëüíèìè ôóíêö³ÿìè äëÿ ïîáóäîâè òðàºêòîð³é íàïðó-
æåíü. Ð³âíÿííÿ (5), î÷åâèäíî, òðåáà äîïîâíèòè óìîâàìè ³íòåðïîëÿö³¿ ´ðàä³-
ºíòà öèõ ôóíêö³é ó âóçëàõ: 

 1 1( , ) ( , )
( , ),       ( , )i j i j

i j i j

U x y U x y
dx x y dy x y

x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
 (6′) 

àáî 

 2 2( , ) ( , )
( , ),      ( , )i j i j

i j i j

U x y U x y
dy x y dx x y

x y

∂ ∂
= − =

∂ ∂
. (6″) 

ßêùî îáëàñòü Ω  çàìêíóòà, òî íà ãðàíèö³ îáëàñò³ ìîæíà ââàæàòè çà-
äàíèìè íîðìàëüí³ ïîõ³äí³ â³ä ôóíêö³é 1U  ³ 2U : 

 2 1
1 1cos sin

U U yx U U
n s x s y s x y

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂   − = = + = α + α   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
, (7) 

 1 2
1 1sin cos

U U yx U U
n s x n y n x y

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = = + = − α + α   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
, (8) 

äå α  – êóò, ùî çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ (1). Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âèçíà÷åííÿ 
«ïîòåíö³àë³â» 1U  ÷è 2U  ìàºìî çàäà÷ó Íåéìàíà (5), (6). ßêùî ( , )U x y  – ðîç-

â’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³, òî ( , )A U x y B⋅ +  – òåæ, î÷åâèäíî, ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³. 

Äëÿ óñóíåííÿ íåîäíîçíà÷íîñò³ ìîæíà ïîêëàñòè 1A = , à 0 0( , )B U x y= =  

0= , òîáòî çàô³êñóºìî çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ â îäíîìó ç âóçë³â ñ³òêè, íàïðè-

êëàä, íåõàé çíà÷åííÿ ïîòåíö³àëó â ë³âîìó íèæíüîìó âóçë³ îáëàñò³ Ω  äî-
ð³âíþº íóëåâ³. Äàë³ áóäå ïîêàçàíî, ùî ðàö³îíàëüíî âçÿòè 6A = . 

Åêâ³âàëåíòíà âàð³àö³éíà ïîñòàíîâêà çàäà÷³ çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçêó ð³â-
íÿííÿ (5) çà óìîâ ³íòåðïîëÿö³¿ (6′) ÷è (6″) ³ ãðàíè÷íèõ óìîâ ó âèãëÿä³ 
çíà÷åíü íîðìàëüíî¿ ïîõ³äíî¿ (7) ÷è (8) çâîäèòüñÿ äî ïîøóêó ì³í³ìóìó ôóíê-
ö³îíàëà 

 2 2
, , min,          1,2k x k yU U d k

Ω

+ Ω → =∫ ( ) , (9) 

ó êëàñ³ ôóíêö³é, ³íòåãðîâíèõ ç êâàäðàòîì ðàçîì ç ïåðøîþ ïîõ³äíîþ, ÿê³ òà-
êîæ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè âèãëÿäó (6) ³íòåðïîëÿö³¿ ´ðàä³ºíò³â ôóíêö³é. Î÷å-
âèäíî, ùî òîä³ ãðàíè÷í³ óìîâè (7) ÷è (8) íà íîðìàëüí³ ïîõ³äí³ â³ä ôóíêö³é 

1U  òà 2U  çàäîâîëüíÿþòüñÿ àâòîìàòè÷íî, à òîìó â ôóíêö³îíàë³ (9) â³äñóòí³ 
³íòåãðàëè ïî ãðàíèö³ îáëàñò³ ç íîðìàëüíèìè ïîõ³äíèìè â³ä öèõ ôóíêö³é. Çà-
óâàæèìî, ùî îïåðàòîð Ëàïëàñà ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü ó çàäà÷àõ àïðîêñè-
ìàö³¿, îäíàê òóò ìàºìî ñïåöèô³÷í³ óìîâè (6) ³íòåðïîëÿö³¿ ´ðàä³ºíò³â çàì³ñòü 
ñòàíäàðòíî¿ óìîâè ì³í³ì³çàö³¿ êðèâèíè â³äíîâëþâàíî¿ ôóíêö³¿. 
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 3. Çàñòîñóâàííÿ ñïëàéí-³íòåðïîëÿö³¿ ³ ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â. 
Ïîäàëüø³ êðîêè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (9) âêëþ÷àþòü çàñòîñóâàííÿ ³äåé ìåòî-
äó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â (ÌÑÅ) ³ âèá³ð ñïåö³àëüíî¿ ñïëàéí-³íòåðïîëÿö³¿ åð-
ì³òîâîãî òèïó íà êîæíîìó ç íèõ [2]. Ó ö³é ðîáîò³ ç³ ñê³í÷åííèì åëåìåíòîì 
îòîòîæíèìî ïðÿìîêóòíèê 1 1, ,i i i ix x y y+ +×[ ] [ ] , âèä³ëåíèé ë³í³ÿìè ðåãóëÿðíî¿ 

ñ³òêè, ³ â³äîáðàçèìî éîãî íà ñòàíäàðòíèé åëåìåíò 1, 1 1, 1− + × − +[ ] [ ] , íà ÿêî-

ìó ââåäåìî ëîêàëüíó ñèñòåìó êîîðäèíàò Oξη  ç ïî÷àòêîì ó öåíòðàëüí³é 
òî÷ö³. Ó öüîìó âèïàäêó (ñòîðîíè ñê³í÷åííîãî åëåìåíòà ïàðàëåëüí³ îñÿì ãëî-
áàëüíî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò Oxy ) ëåãêî ïåðåéòè â³ä ïîõ³äíèõ çà x  òà y  äî 

ïîõ³äíèõ çà ξ  òà η  â³äïîâ³äíî, ÿêùî âðàõóâàòè ôîðìóëè ïåðåõîäó â³ä ëî-
êàëüíèõ äî ãëîáàëüíèõ êîîðäèíàò: 

 1 ,          1, 1
2

i ix x
x x++

= + ∆ ⋅ ξ ξ ∈ − +[ ] ,  

 1 ,           1, 1
2

i iy y
y y++

= + ∆ ⋅ η η ∈ − +[ ] , (10) 

äå 1

2
i ix x

x + −
∆ = , 1

2
j jy y

y + −
∆ = . Ç óðàõóâàííÿì öèõ ôîðìóë ãëîáàëüí³ ïî-

õ³äí³ çà x  òà y  íà îêðåìèõ åëåìåíòàõ ìîæíà çàïèñàòè òàê: 

 
1 1

1 1,         
x y

dyU dx U U U U U
x d y d

− −∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       = = = =       ∂ ξ ∂ξ ∆ ∂ξ ∂ η ∂η ∆ ∂η       
. (11) 

Ôóíêö³¿ ôîðìè (áàçèñí³ ôóíêö³¿) íà êîæíîìó åëåìåíò³ âèáåðåìî ó âè-
ãëÿä³ êóá³÷íèõ ïîë³íîì³â [3]: 

 2 2
0, ( )( ) 2

8
i i

i i i i iN
− ξ η

= ξ + ξ η + η − − ξ ξ − η η + ξ + η( ) , (12′) 

 2
,

1 ( )( )( 1)
8i i iNξ
−= ξ + ξ η + η ξ − , (12″) 

 2
,

1 ( )( )( 1)
8i i iNη
−= ξ + ξ η + η η − . (12′″) 

Òóò ( , )i iξ η  – êîîðäèíàòè âóçë³â ñòàíäàðòíîãî åëåìåíòà; 1 2 3− ξ = ξ = ξ =  

4 1= − ξ = , 1 2 3 4 1− η = − η = η = η = .  

Ôóíêö³¿ (12′)–(12′″) º ïîâíèìè â êëàñ³ ïîë³íîì³â äðóãîãî ñòåïåíÿ 2P  [4] ³ 
çàäîâîëüíÿþòü òàê³ óìîâè ³íòåðïîëÿö³¿: 

 0, 0, 0,   ( , ) , ( , ) 0,      ( , ) 0i j j ij i j j i j jN N N∂ ∂ξ η = δ ξ η = ξ η =
∂ξ ∂η

,  (13′) 

 , , ,( , ) 0,  ( , ) ,     ( , ) 0   i j j i j j ij i j jN N Nξ ξ ξ
∂ ∂ξ η = ξ η = δ ξ η =
∂ξ ∂η

,  (13″) 

 , , ,( , ) 0,   ( , ) 0,  ( , )      i j j i j j i j j ijN N Nη η η
∂ ∂ξ η = ξ η = ξ η = δ
∂ξ ∂η

, (13′″)  

äå i jδ  – ñèìâîë Êðîíåêåðà. Òåïåð ôóíêö³þ U  íà åëåìåíò³ àïðîêñèìóºìî 

÷åðåç âóçëîâ³ ïàðàìåòðè åðì³òîâèì ñïëàéíîì â³äíîñíî ãëîáàëüíèõ êîîðäè-
íàò ( , )x y  àáî ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò ( , )ξ η : 

 
4

( ) ( )
0,

1

( , ) ( , ) ( , )e e
n n

n

U x y U N U
=

= ξ η = ξ η +∑  

 
4 4

, , , ,
1 1

( , ) ( , )n x n n y n
n n

yxN U N Uξ η
= =

∂∂+ ξ η + ξ η
∂ξ ∂η∑ ∑ , (14) 

äå nU  – çíà÷åííÿ ñàìî¿ ôóíêö³¿; ,x nU , ,y nU  – çíà÷åííÿ ¿¿ ïåðøî¿ ïîõ³äíî¿ 

ó âóçëàõ åëåìåíòà, 1, , 4n =  ; 0,nN , ,nNξ , ,nNη  – â³äïîâ³äí³ áàçèñí³ ôóíê-
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ö³¿. Îñê³ëüêè çàäàíå ïîëå ´ðàä³ºíòà ôóíêö³¿ U  âèçíà÷àºòüñÿ ÷åðåç êîìïî-
íåíòè íàïðóæåíü, òî âèìîãè äî ãëàäêîñò³ ñàìî¿ ôóíêö³¿ U  äîñòàòíüî îáìå-

æèòè êëàñîì 0C  íåïåðåðâíèõ ôóíêö³é, à ïåðø³ ïîõ³äí³ ìîæóòü ìàòè ðîç-
ðèâè ²-ãî ðîäó (òîáòî áóòè ³íòåãðîâíèìè ç êâàäðàòîì), ùî âëàñòèâî äëÿ 
êëàñè÷íîãî ÌÑÅ ó ôîðì³ ìåòîäó â ïåðåì³ùåííÿõ. Òîìó ôîðìóëà (12) íå 
ì³ñòèòü çì³øàíèõ ïîõ³äíèõ xyU  (òà â³äïîâ³äíèõ áàçèñíèõ ôóíêö³é), íåîá-

õ³äíèõ äëÿ ïîáóäîâè ãëàäêî¿ ôóíêö³¿ êëàñó 1C . Ç àïðîêñèìàö³¿ (14) òà ôîð-
ìóë (11) äëÿ ãëîáàëüíèõ ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ ìàòèìåìî 

 
4

( )
0,

1

1( , ) ( , )e
n n

x n

U x y N U
x =

∂ ∂= ξ η +
∂ ∆ ∂ξ∑  

 
4 4

, , , ,
1 1

( , ) ( , )
y

n x n n y n
xn n

N U N Uξ η
= =

∆∂ ∂+ ξ η + ξ η
∂ξ ∆ ∂ξ∑ ∑ , (15′) 

 
4

( )
0,

1

1( , ) ( , )e
n n

y n

U x y N U
y =

∂ ∂= ξ η +
∂ ∆ ∂η∑  

 
4 4

, , , ,
1 1

( , ) ( , )x
n x n n y n

y n n

N U N Uξ η
= =

∆ ∂ ∂+ ξ η + ξ η
∆ ∂η ∂η∑ ∑ , (15″) 

äå âðàõîâàíî, ùî x
x∂ = ∆

∂ξ
, y

y∂
= ∆

∂η
 çã³äíî ç ôîðìóëàìè (10). 

Ôîðìóëè (14), (15) çðó÷íî ïîäàòè â ìàòðè÷íîìó âèãëÿä³: 

 ( ) ( ) ( )( , )e e eU x y N q= ⋅[ ] , (16′) 

äå ( )eN[ ]  – âåêòîð-ðÿäîê áàçèñíèõ ôóíêö³é, à ( )eq – âåêòîð-ñòîâïåöü âóçëî-
âèõ çíà÷åíü, ùî çãðóïîâàí³ çà ïîðÿäêîì ³ çà íàïðÿìîì ïîõ³äíèõ:  

 ( ) ( )
0 0, , ,      ( , , )e e

x y x yN N N N q q q qξ η= ∆ ∆ = [ ] [ ] [ ] [ ]( ) , 

 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0 1 2 3 4, , , ,    , , ,     N N N N N q U U U U= =[ ] [ ] [ ], 

 ,1 ,2 ,3 ,4 ,1 ,2 ,3 ,4   , , , ,      , , , x x x x xN N N N N q U U U Uξ ξ ξ ξ ξ= =[ ] [ ] [ ] , 

 ,1 ,2 ,3 ,4 ,1 ,2 ,3 ,4, , , ,         , , ,y y y y yN N N N N q U U U Uη η η η η= =[ ] [ ] [ ] . 

Òóò ,jN•  – áàçèñí³ ôóíêö³¿ âèãëÿäó (12) äëÿ j -ãî âóçëà. Ç óðàõóâàííÿì öèõ 

ïîçíà÷åíü âèðàçèìî ãëîáàëüí³ ïîõ³äí³ ôóíêö³¿ U  ÷åðåç ëîêàëüí³ ïîõ³äí³ â³ä 
áàçèñíèõ ôóíêö³é òà âóçëîâ³ ïàðàìåòðè: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , )e e e e e
xU x y N q N q

x x
∂ ∂= ⋅ = ⋅

∂ ∂
[ ] [ ] , (16″) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , )e e e e e
yU x y N q N q

y y
∂ ∂= ⋅ = ⋅

∂ ∂
[ ] [ ] , (16′″) 

äå ( )e
xN[ ] , ( )e

yN[ ]  – ìàòðèöÿ-ðÿäîê ïîõ³äíèõ â³ä áàçèñíèõ ôóíêö³é çà x  òà y  

â³äïîâ³äíî: 

 ( ) ( ) ( )1e e e
x

x
N N N

x
∂ ∂= = =

∂ ∆ ∂ξ
[ ] [ ] [ ]  

 0
1 , ,x y
x

N N Nξ η
∂ ∂ ∂ = ∆ ∆ = ∆ ∂ξ ∂ξ ∂ξ 

[ ][ ] [ ]  

 0, , ,
1 , ,x y
x

N N Nξ ξ ξ η ξ= ∆ ∆ =
∆

[ ] [ ] [ ]( )  

 0, , ,
1 , ,

y

x x
N N Nξ ξ ξ η ξ

∆ =  ∆ ∆ 
[ ] [ ] [ ] ,  (17′) 
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 ( ) ( ) ( )1e e e
y

y
N N N

y
∂ ∂= = =

∂ ∆ ∂η
[ ] [ ] [ ]  

 0
1 , ,x y
y

N N Nξ η
∂ ∂ ∂ = ∆ ∆ = ∆ ∂η ∂η ∂η 

[ ] [ ] [ ]  

 0, , ,
1 , ,x y
y

N N Nη ξ η η η= ∆ ∆ =
∆

[ ] [ ] [ ]( )  

 0, , ,
1 , ,x

y y
N N Nη ξ η η η

∆ =  ∆ ∆ 
[ ] [ ] [ ] , (17″) 

,iN N
i • •

∂ =
∂

[ ] [ ] , ,i ∈ ξ η{ } , – ìàòðèö³ ëîêàëüíèõ ïîõ³äíèõ â³ä áàçèñíèõ 

ôóíêö³é. 
4. Äèñêðåòèçîâàíà çàäà÷à. Ñê³í÷åííîåëåìåíòíå ïîäàííÿ ôóíêö³îíàëà 

(9) íàáóäå âèãëÿäó 

 
( )

2 2 ( )
, ,

1

( ) min,      1,2
x y

e

n n
e

k k x k y
e

I U U U d k
= Ω

= + Ω → =∑ ∫ ( ) .  (18) 

Äèñêðåòèçóºìî ôóíêö³îíàë ( )kI U , ï³äñòàâèâøè â (12) ôîðìóëè (17) ³ çàì³-

íþþ÷è ³íòåãðóâàííÿ ïî ïëîù³ åëåìåíòà ïîâòîðíèì ³íòåãðàëîì ó ëîêàëüíèõ 
êîîðäèíàòàõ ( , )ξ η : 

 
1 1

( ) ( )
, ,

1 1 1

( ) min
x yn n

e e

e

I q q K K J d d q
+ +

ξ η
= − −

= ⋅ + ξ η ⋅ →∑ ∫ ∫ [ ] [ ]( ) ( ) , (19) 

äå ( )eq q=   – óñ³ ñòóïåí³ â³ëüíîñò³ â çàäà÷³ ì³í³ì³çàö³¿; 
( , )
( , ) x y
x y

J
∂

= = ∆ ∆
∂ ξ η

 

– ÿêîá³àí ïåðåõîäó â³ä ãëîáàëüíèõ êîîðäèíàò ( , )x y  äî ëîêàëüíèõ ( , )ξ η ; 

,K ξ[ ] , ,K η[ ]  – ñèìåòðè÷í³ ìàòðèö³ äîáóòê³â ïîõ³äíèõ â³ä áàçèñíèõ ôóíêö³é, 

ùî ìàþòü áëî÷íó (3 3)× -ñòðóêòóðó: 

 

( ) ( ) ( )
00 0, 0, 01 0, , 02 0, ,

( ) ( ) ( )
, 10 , 0, 11 , , 12 , ,

( ) ( ) ( )
20 , 0, 21 , , 22 , ,

i i i
i i i i i i

i i i
i i i i i i i

i i i
i i i i i i

k N N k N N k N N

K k N N k N N k N N

k N N k N N k N N

ξ η

ξ ξ ξ ξ η

η η ξ η η

=

  

  

  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

, 

 ,i ∈ ξ η{ } . (20) 

Òóò, íàïðèêëàä, ( ) 2
00 ( )i

xk −= ∆ , ( ) ( ) 1
10 01 ( )i i

xk k −= = ∆ , ( ) ( )
20 02

yi i

x
k k

∆
= =

∆
 äëÿ ìàòðè-

ö³ ,K ξ[ ] , àíàëîã³÷í³ âèðàçè ìàºìî äëÿ ìàòðèö³ ,K η[ ]  ³ç âçàºìîçàì³íîþ x∆  òà 

y∆ . ²íø³ êîåô³ö³ºíòè äàë³ íå âèêîðèñòîâóþòüñÿ, à òîìó ¿õ íå íàâåäåíî. 

Âàæëèâî â³äì³òèòè, ùî ôàêòè÷íî ìîæåìî âèêîðèñòîâóâàòè ò³ëüêè áëî-
êè ïåðøîãî ðÿäêà òà ñòîâïöÿ â ìàòðèö³ (20), îñê³ëüêè çíà÷åííÿ ïîõ³äíèõ xq  

òà yq  º â³äîìèìè, à îòæå, íå âïëèâàþòü íà ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëà (18). Òîìó 

íåâ³äîì³ çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ 0q  çíàéäåìî ç åêâ³âàëåíòíî¿ çàäà÷³ ì³í³ì³çàö³¿, 

äå âèä³ëåíî êâàäðàòè÷íó (ïåðøèé äîäàíîê) òà ë³í³éíó ôîðìè (äðóãèé ³ 
òðåò³é äîäàíêè) â³ä âóçëîâèõ íåâ³äîìèõ 0q : 
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1 1

( ) ( )
0 0 1 0, 0, 2 0, 0, 0

1 1 1

( )
x yn n

e e

e

I q q k N N k N N d d q
+ +

ξ ξ η η
= − −


= ⋅ ⋅ + ⋅ ξ η ⋅ +


∑ ∫ ∫  [ ] [ ] [ ] [ ]( ) ( )  

 
1 1

( )
0 0, ,

1 1

12 e

x
q N N

+ +

ξ ξ ξ
− −

+ + ∆∫ ∫ [ ] [ ]( )  

 ( )
1 0, ,

e
xk N N J d d qξ η ξ

+ ξ η ⋅ +


[ ] [ ]  

 
1 1

( )
0 2 0, ,

1 1

2 eq k N N
+ +

η ξ η
− −

+ +
∫ ∫  [ ] [ ]( )  

 ( )
0, ,

1 mine
y

y
N N J d d qη η η

+ ξ η ⋅ → ∆  
[ ] [ ] . (21) 

Òóò ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ 1
2

1y

x
k

k

∆
= =

∆
, ïðè÷îìó ö³ êîåô³ö³ºíòè º ñòàëèìè ³ 

âèçíà÷àþòü ïàðàìåòðè ðåãóëÿðíî¿ ñ³òêè. Äëÿ êâàäðàòíîãî åëåìåíòà (ðîç-
áèòòÿ ç îäíàêîâèì êðîêîì óçäîâæ x  òà y , î÷åâèäíî, ìàòèìåìî 1 2k k= =  

1= , ùî îñîáëèâî ñïðîùóº ìàòðè÷í³ îá÷èñëåííÿ ³ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíå 
äëÿ ïîáóäîâè òåñòîâèõ ïðèêëàä³â. 

²íòåãðàëè â³ä (4 4)× -ìàòðèöü, ùî âõîäÿòü â (21), ìîæíà îá÷èñëèòè àíà-
ë³òè÷íî ³ íàäàë³ åôåêòèâíî âèêîðèñòîâóâàòè â ïðîãðàìí³é ðåàë³çàö³¿: 

 
1 1

00 0, 0,
1 1

46 46 17 17
46 46 17 171
17 17 46 46105
17 17 46 46

N N N d d
+ +

ξ ξ
− −

− −
− −

= ξ η = − −
− −

∫ ∫ [ ] [ ] [ ] , 
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46 17 17 46
17 46 46 171
17 46 46 17105
46 17 17 46

M N N d d
+ +

η η
− −

− −
− −

= ξ η = − −
− −

∫ ∫ [ ] [ ] [ ] , 
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1 1

2 2 1 1
2 2 1 11
1 1 2 230
1 1 2 2

N N N d d
+ +

ξ ξ ξ ξ
− −

− − − −
= ξ η = − − − −∫ ∫ [ ] [ ] [ ] , 
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1 2 2 11
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2 1 1 2

M N N d d
+ +

η η η η
− −

= ξ η = − − − −
− − − −

∫ ∫ [ ] [ ] [ ] , 

 
1 1

0 0, ,
1 1

22 22 13 13
22 22 13 131
13 13 22 22210
13 13 22 22

N N N d d
+ +

η ξ η ξ
− −

− −
− −

= ξ η = − −
− −

∫ ∫ [ ] [ ] [ ] , 

 
1 1

0 0, ,
1 1

22 13 13 22
13 22 22 131
13 22 22 13210
22 13 13 22

M N N d d
+ +

ξ η ξ η
− −

− −
− −

= ξ η = − −
− −

∫ ∫ [ ] [ ] [ ] . (22) 
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Çàäà÷à ì³í³ì³çàö³¿ (21) äàº ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü ç ñè-
ìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ ³ ç ïðàâèìè ÷àñòèíàìè 1F  ³ 2F  äëÿ øóêàíèõ âóçëîâèõ 

çíà÷åíü îáîõ «ïîòåíö³àëüíèõ» ôóíêö³é 1U  ³ 2U  â³äïîâ³äíî: 

 0 1 2,  A q F F=[ ] [ ] , (23′) 
äå 
 1 00 2 00

e

A k N k M= +∑( )[ ] , (23″) 

 ( )
0 0 ,

e
k y x k

xe

J
F N N qξ η

= − + ∆ +∆
∑ ( )[ ] [ ] [ ]  

 ( )
,       0 0 , 1,2e

x y k
y

J
M M q kξ η

+ ∆ + =∆ 
( )[ ] [ ] . (23″) 

Îòæå, A[ ] – ñèìåòðè÷íà äîäàòíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ, ðîçð³äæåí³ñòü ÿêî¿ 
(íàÿâí³ñòü íóëüîâèõ êîåô³ö³ºíò³â) ìîæíà âðàõóâàòè, çáåð³ãàþ÷è ¿¿, íàïðèê-
ëàä, ó ôîðì³ âåðõíüî¿ ñòð³÷êîâî¿ ìàòðèö³. Ï³âøèðèíà ñòð³÷êè ö³º¿ ìàòðèö³ 
(áåç ãîëîâíî¿ ä³àãîíàë³) íå ïåðåâèùóº max ,x yn n{ } . Äîäàòíà âèçíà÷åí³ñòü 

ââîäèòüñÿ øòó÷íî çà äîïîìîãîþ âðàõóâàííÿ óìîâè ô³êñàö³¿ çíà÷åííÿ ôóíê-
ö³¿ ó äåÿêîìó âóçë³, íàïðèêëàä, íàéïåðøîìó 0 0( , ) 0U x y = , ùî äëÿ ñèñòåìè 

(23′) åêâ³âàëåíòíî çàíóëåííþ êîåô³ö³ºíò³â 1-ãî ðÿäêà ìàòðèö³ (êð³ì ä³àãî-
íàëüíîãî) òà ïðàâèõ ÷àñòèí. 

Ñèñòåìó (23′) ðîçâ’ÿçóºìî ìåòîäîì Õîëåöüêîãî (àáî LDL -ôàêòîðèçà-
ö³¿) â äâà åòàïè: 

1) ôàêòîðèçàö³ÿ ìàòðèö³ A LL= [ ] , òóò L  – íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ;  

2) âèêîíàííÿ ïðÿìîãî kL t F⋅ = , òà çâîðîòíîãî õîäó 0L q t⋅ =  äëÿ 

êîæíî¿ ç ïðàâèõ ÷àñòèí îêðåìî [1]. 
5. Òåñòîâ³ ïðèêëàäè.  
Ïîñò³éíå âåêòîðíå ïîëå. Íåõàé çàäàíî ïàðó ÷èñåë 0 0( , )dx dy , ùî 

âèçíà÷àº âåêòîðíå ïîëå â óñ³õ âóçëàõ ðåãóëÿðíî¿ ñ³òêè. Íà äåÿêîìó ç 
åëåìåíò³â ðîçãëÿíåìî àïðîêñèìàö³þ ïîõ³äíèõ, íàïðèêëàä, ÿê çì³íþºòüñÿ 

U
x

∂
∂

 óçäîâæ âåðõíüî¿ ÷è íèæíüî¿ ñòîðîíè ( 1η = ± ) àáî U
y

∂
∂

 óçäîâæ ë³âî¿ ÷è 

ïðàâî¿ ñòîðîíè ( 1ξ = ± ). Ï³äñòàâëÿþ÷è 1η =  (âåðõíÿ ñòîðîíà) ó ôîðìóëè 
(12) ç óðàõóâàííÿì (13), îòðèìàºìî 

 0,3 3 0,4 4
1 ( ) ( )
x

U N U N U
x

∂ ∂ ∂ = + + ∂ ∆ ∂ξ ∂ξ 
 

 ,3 ,4 0( ) ( )N N dxξ ξ
∂ ∂ + + ∂ξ ∂ξ 

, (24) 

òîáòî ïîõ³äí³ 
( )∂ ⋅
∂ξ

 ò³ëüêè äëÿ ÷îòèðüîõ áàçèñíèõ ôóíêö³é â³äì³íí³ â³ä íóëÿ. 

Çàóâàæèìî, ùî íà ö³é ñòîðîí³ ïîõ³äíà 0
U dy
y

∂ =
∂

 çàëèøàºòüñÿ ïîñò³éíîþ. 

Çàïèøåìî ôîðìóëó (24) ÿâíî â³äíîñíî ξ : 

 2 2
3 4 0

3 1(1 )( ) (3 1)
4 2x

U U U dx
x

∂ = − ξ − + ξ −
∂ ∆

. (25) 

ßêùî òåïåð ïîêëàñòè 3 4 02 xU U dx− = ∆ , òî 0
U dx
x

∂ =
∂

, òîáòî ôóíêö³ÿ U  áó-

äå çì³íþâàòèñÿ ë³í³éíî âçäîâæ âåðõíüî¿ ñòîðîíè. Àíàëîã³÷íà ñèòóàö³ÿ é íà 
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³íøèõ ñòîðîíàõ åëåìåíòà. Ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè, ùî «ïîòåíö³àëüíà» ôóíê-
ö³ÿ U  áóäå á³ë³í³éíîþ íà óñüîìó åëåìåíò³. Äëÿ âóçëîâèõ çíà÷åíü ïîêëàäåìî 

 1 0 2 1 0,                          2 xU U U U dx= = + ∆ , 

 3 0 4 1 02 2 ,             2y yU U dy U U dy= + ∆ = + ∆ . (26) 

Ï³äñòàâèâøè (26) ó (14), (15), ï³ñëÿ àëãåáðè÷íèõ ïåðåòâîðåíü ç áàçèñíèìè 
ôóíêö³ÿìè îòðèìóºìî 

 0 0 0(1 ) (1 )x yU U dx dy= + ∆ + ξ + ∆ + η , 

 0 0,            U Udx dy
x y

∂ ∂= =
∂ ∂

, 

òîáòî ôóíêö³ÿ º ñïðàâä³ á³ë³í³éíîþ ³ çáåð³ãàº ´ðàä³ºíò ñòàëèì. Äàë³, ð³â-
íÿííÿ äèñêðåòíî¿ çàäà÷³ (23) ïîâèíí³ âèêîíóâàòèñÿ íà áóäü-ÿêîìó åëåìåíò³. 
Ï³äñòàâèìî îá÷èñëåí³ ìàòðèö³ (22) â (23″) ³ (23″′) äëÿ ïîñò³éíîãî âåêòîðíîãî 
ïîëÿ 0 0( , )dx dy  ³ âóçëîâèõ çíà÷åíü (26): 

 

46 46 17 17 46 17 17 46
46 46 17 17 17 46 46 171
17 17 46 46 17 46 46 17105
17 17 46 46 46 17 17 46

y x

x y

− − − − 
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2
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y

U
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0 0

0 0
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y x

dx dy
dx dyA
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 
 − − − −−= ∆ ⋅ + ∆ ⋅ − − − − − − − −  − − − − 

, 

ïðè÷îìó âêëàä ìàòðèöü 0N η[ ]  ³ 0M ξ[ ]  äîð³âíþº íóëåâ³, îñê³ëüêè äëÿ íèõ ñó-

ìà êîåô³ö³ºíò³â ðÿäêà º íóëü (³ ìíîæèìî íà ñòîâïåöü ç îäíàêîâèìè êîìïî-
íåíòàìè). Çâ³äñè îòðèìóºìî 6A = : 

 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

(6 5) (6 5) 6 6

(6 5) (6 5) 6 6

30(6 5) (6 5) 6 6

(6 5) (6 5) 6 6

y x y x

y x y x

y x y x

y x y x

dx dy dx dy

dx dy dx dy
A

dx dy dx dy

dx dy dx dy

− ∆ − ∆ − ∆ − ∆

∆ − ∆ ∆ − ∆
=

∆ + ∆ ∆ + ∆

− ∆ + ∆ − ∆ + ∆

/ /

/ /

/ /

/ /

. 

Îòæå, õî÷à òåîðåòè÷íî ôóíêö³ÿ U  ç âèêîðèñòàííÿì åðì³òîâî¿ àïðîêñèìàö³¿ 
â³äíîâëþº íàïðÿìè âåêòîðíîãî ïîëÿ äëÿ äîâ³ëüíîãî A , àëå ò³ëüêè äëÿ A =  

6=  âîíà çáåð³ãàº ïîñò³éíèì ´ðàä³ºíò, ÿêèé ìîæíà âèçíà÷èòè çà âóçëîâèìè 
çíà÷åííÿìè ñàìî¿ ôóíêö³¿. Îñê³ëüêè ïðîãðàìè ïîáóäîâè ³çîë³í³é, êð³ì êîîð-
äèíàò òî÷îê, âèêîðèñòîâóþòü, ÿê ïðàâèëî, ò³ëüêè çíà÷åííÿ ñàìîãî êàðòîâà-
íîãî ïàðàìåòðà – ôóíêö³¿ U , òî ìàñøòàáíèé êîåô³ö³ºíò 6A =  äëÿ ïðàâî¿ 
÷àñòèíè (17′) äàº çìîãó òàêèì ïðîãðàìàì íåçàëåæíî òà äîñòàòíüî òî÷íî â³ä-
íîâëþâàòè çàäàíå âåêòîðíå ïîëå ÿê ´ðàä³ºíò ñ³òêîâî¿ ôóíêö³¿ U . 

Ñòèñíåííÿ âàæêîãî ïðÿìîêóòíîãî áëîêà º ìîäåëüíîþ çàäà÷åþ äëÿ 
òåîðåòè÷íîãî îá´ðóíòóâàííÿ óòâîðåííÿ ðîçëîì³â ó çåìí³é êîð³ [6]. Â³äîìèé 
ðîçâ’ÿçîê ó íàïðóæåííÿõ ç óðàõóâàííÿì ñèëè âàãè çàïèøåìî òàê [5, 6]: 
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 xx cx by ayσ = + − , 

 yy ayσ = − , 

 xy cyτ = − , (27) 

äå a g= ρ , ρ  – ãóñòèíà áëîêà, g  – ïðèñêîðåííÿ â³ëüíîãî ïàä³ííÿ; ,b c  – 

âåðòèêàëüíèé ³ ãîðèçîíòàëüíèé ´ðàä³ºíòè äîäàòêîâèõ íàïðóæåíü xx ayσ −  

â³äïîâ³äíî. ×èñëîâèé ðîçâ’ÿçîê (ôóíêö³¿ 1U  ³ 2U ) îòðèìàíî äëÿ òàêèõ çíà-

÷åíü: min 4.1x = − , max 0.1x = − , min 1y = − , max 0y = , 25a b c= = = .  
Íà ðèñ. 3 íàâåäåíî ñõåìó íàâàíòàæåííÿ ³ òðàºêòîð³¿ ãîëîâíèõ íàïðó-

æåíü ó ñòèñíóòîìó áëîö³ (ñóö³ëüí³ ë³í³¿ – íàéá³ëüø³ íàïðóæåííÿ ñòèñêó 3σ , 
ñòð³ëêè çàäàþòü â³äïîâ³äíå âåêòîðíå ïîëå). Ðîçì³ðí³ñòü ´ðàä³ºíòà íàïðó-
æåíü – ÌÏà/êì àáî ÊÏà/ì, òîä³ ë³í³éí³ ðîçì³ðè áåðåìî â [êì] àáî [ì] â³ä-
ïîâ³äíî. Êàðòè ³çîë³í³é ïîáóäîâàíî çà äîñòàòíüî «ãðóáîþ» (4 4)× -ñ³òêîþ 
åëåìåíò³â (25 âóçë³â), ïðîòå îòðèìàíà êàðòèíà äîáðå óçãîäæóºòüñÿ ç â³äî-
ìèìè ðåçóëüòàòàìè, îòðèìàíèìè ³íøèìè ìåòîäàìè [6, 10]. 
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Рис. 3 

Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ’ÿçîê (27) ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò äàº îñîáëèâó òî÷êó 
âåêòîðíîãî ïîëÿ ( , ) (0, 0)dx dy = , îñê³ëüêè âñ³ êîìïîíåíòè íàïðóæåíü äîð³â-
íþâàòèìóòü íóëåâ³. Ùîá îá³éòè öþ ñèòóàö³þ, çì³ùåíî áëîê âë³âî íà 0.1. 
Õî÷à â á³ëüøîñò³ ðåàëüíèõ çàäà÷ îñîáëèâ³ òî÷êè ìàëîéìîâ³ðí³, ïðîòå â ðàì-
êàõ çàïðîïîíîâàíîãî âèùå ï³äõîäó âîíè ïîâèíí³ áóòè ïîïåðåäíüî âèêëþ÷åí³ 
ç ðîçãëÿäó. 

6. Âèñíîâêè. Çàïðîïîíîâàíèé ï³äõ³ä ëåãêî ìîæíà ³íòåãðóâàòè â ïàêåòè 
ñê³í÷åííîåëåìåíòíîãî àíàë³çó àáî âèêîðèñòîâóâàòè ñàìîñò³éíî ÿê ï³äãîòîâ-
÷èé åòàï äëÿ ïðîãðàì êîìï’þòåðíîãî êàðòóâàííÿ. Õî÷à àëãîðèòì îïèñàíî ç 
ïðèâ’ÿçêîþ äî ðåãóëÿðíî¿ ñ³òêè, ïðîòå, î÷åâèäíî, áåç çíà÷íèõ ìîäèô³êàö³é 
â³í ìîæå áóòè ïðèäàòíèé äëÿ îáëàñòåé, ùî âïèñàí³ â öþ ñ³òêó, òîáòî, êîëè 
äåÿê³ ç ïðÿìîêóòíèõ åëåìåíò³â âèêëþ÷åíî ç ðîçãëÿäó.  

Àíàëîã³÷íî ìîæíà áóëî á ðîçãëÿíóòè é àïðîêñèìàö³¿ íà òðèêóòíèõ åëå-
ìåíòàõ, à â ïîäàëüøîìó ïëàíóºìî óçàãàëüíèòè ï³äõ³ä íà äîâ³ëüí³ ñê³í÷åí-
íîåëåìåíòí³ ðîçáèòòÿ. Íà äóìêó àâòîð³â, ³äåÿ åðì³òîâèõ ñïëàéí³â òàêîæ ìàº 
ïåðñïåêòèâó ðîçøèðåííÿ íà òðèâèì³ðí³ çàäà÷³ äëÿ ïîáóäîâè âæå ïî-
âåðõîíü-òðàºêòîð³é.  
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ЭРМИТОВЫ СПЛАЙНЫ В КАЧЕСТВЕ БАЗИСНЫХ ФУНКЦИЙ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ 
ЭЛЕМЕНТОВ ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ ТРАЕКТОРИЙ НАПРЯЖЕНИЙ 
 
Ïðåäëîæåí êîíå÷íîýëåìåíòíûé ïîäõîä ñ èñïîëüçîâàíèåì ýðìèòîâûõ ñïëàéíîâ äëÿ 
ñâåäåíèÿ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèé íàïðÿæåíèé ê íàõîæäåíèþ äâóõ ïîòåí-
öèàëüíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì èíòåðïîëÿöèè ïåðâûõ 
ïðîèçâîäíûõ â óçëàõ ðåãóëÿðíîé ñåòêè. Ýôôåêòèâíîñòü òàêîãî ïîäõîäà ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàíà íà òåñòîâûõ çàäà÷àõ, âûÿñíåíû îñîáåííîñòè ðàñ÷åòíûõ ñîîòíî-
øåíèé.  
 
HERMITIAN SPLINES AS BASIS FUNCTIONS FOR FINITE ELEMENTS 
METHOD TO CONSTRUCT STRESS TRAJECTORIES 
 
The finite-element approach using Hermitian splines to construct stress trajectories is 
proposed. The problem is reduced to finding two potential functions which satisfy con-
ditions of interpolation of the first order derivatives in the nodes of a regular mesh. 
Efficiency of such approach is shown on the test problems, the calculation features are 
elucidated.  
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