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ÓÄÊ 539.3 
 
М. М. Николишин1, В. К. Опанасович2, Л. Р. Куротчин1, М. С. Слободян2 
 
ДВОВІСНИЙ РОЗТЯГ ОДНОРІДНОЇ ІЗОТРОПНОЇ ПЛАСТИНИ 
З ДВОМА РІВНИМИ СПІВВІСНИМИ ТРІЩИНАМИ З УРАХУВАННЯМ 
ПЛАСТИЧНИХ ЗОН БІЛЯ ЇХ ВЕРШИН 
 

Äîñë³äæåíî çàäà÷ó ïðî âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ³çîòðîï-
íî¿ ïëàñòèíè ç äâîìà ð³âíèìè òð³ùèíàìè ïðè çàäàíîìó îäíîð³äíîìó ïîë³ çó-
ñèëü íà áåçìåæíîñò³. Ââàæàºìî, ùî áåðåãè òð³ùèí â³ëüí³ â³ä íàâàíòàæåííÿ, 
à á³ëÿ ¿õ âåðøèí óòâîðèëèñÿ ïëàñòè÷í³ çîíè. Çà äîïîìîãîþ êîìïëåêñíèõ ïî-
òåíö³àë³â Êîëîñîâà – Ìóñõåë³øâ³ë³ ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ øóêàºòüñÿ ó êëàñ³ ôóíê-
ö³é, îáìåæåíèõ ó âåðøèíàõ òð³ùèí, ³ çâåäåíî äî çàäà÷ ë³í³éíîãî ñïðÿæåííÿ. 
Îòðèìàíî ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ âåëè÷èí ïëàñòè÷íèõ çîí ³ ðîç-
êðèòòÿ ó âåðøèíàõ òð³ùèí. Ïðîâåäåíî ÷èñëîâèé àíàë³ç çàäà÷³ òà ïîáóäîâà-
íî ãðàô³êè çàëåæíîñòåé äîâæèí ïëàñòè÷íèõ çîí ³ ðîçêðèòòÿ òð³ùèí ó ¿õ 
âåðøèíàõ â³ä â³äñòàí³ ì³æ öåíòðàìè òð³ùèí. 

 
Âñòóï. Ó áàãàòüîõ ãàëóçÿõ òåõí³êè âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïëàñòèí÷àñò³ åëå-

ìåíòè êîíñòðóêö³é, îñê³ëüêè âîíè ëåãê³ òà ì³öí³. Òð³ùèíîïîä³áí³ äåôåêòè 
âïëèâàþòü íà ¿õ åêñïëóàòàö³éí³ õàðàêòåðèñòèêè, òîìó øèðîêî âèâ÷àþòüñÿ. 

Àíàë³ç ë³òåðàòóðè ïîêàçóº, ùî çíà÷íó á³ëüø³ñòü ðåçóëüòàò³â ïðî íà-
ïðóæåíèé ñòàí òà ãðàíè÷íó ð³âíîâàãó ïëàñòèí ³ç òð³ùèíàìè îòðèìàíî â 
ðàìêàõ òåîð³¿ ïðóæíîñò³. Àëå åêñïåðèìåíòàëüí³ äîñë³äæåííÿ [5, 7] ñâ³ä÷àòü, 
ùî á³ëÿ âåðøèí òð³ùèíè ðîçâèâàþòüñÿ ïëàñòè÷í³ äåôîðìàö³¿. Ìàòåìàòè÷íó 
ìîäåëü, ÿêà âðàõîâóº íàÿâí³ñòü ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é, òàê çâàíó ñδ -ìî-
äåëü, óïåðøå çàïðîïîíîâàíî â ðîáîòàõ [9, 13]. Ó ïðàö³ [6] íà îñíîâ³ òàêî¿ 
ìîäåë³ äîñë³äæåíî íàïðóæåíèé ñòàí ïëàñòèíè ç äâîìà òð³ùèíàìè. Îãëÿä 
ðåçóëüòàò³â, îòðèìàíèõ çà äîïîìîãîþ ñδ -ìîäåë³ äëÿ îäíîð³äíèõ ïëàñòèí ³ç 
òð³ùèíàìè, íàâåäåíî â [11]. 

Íà îñíîâ³ ìîäèô³êîâàíî¿ ñδ -ìîäåë³ òð³ùèí ðîçâ’ÿçàíà çàäà÷à ïðî ãðà-
íè÷íèé ñòàí îðòîòðîïíî¿ ïëàñòèíè ç ïåð³îäè÷íîþ ñèñòåìîþ êîë³íåàðíèõ 
òð³ùèí ïðè äâîâ³ñíîìó íàâàíòàæåíí³ ³ äîñë³äæåíî âïëèâ öüîãî íàâàíòàæåí-
íÿ íà ðîçì³ðè ïëàñòè÷íèõ çîí [3, 4]. Óçàãàëüíåííÿ â³äîìî¿ ñδ -ìîäåë³ ç âè-
ìîãîþ çàäîâîëåííÿ óìîâ ì³öíîñò³ â çîí³ ïåðåäðóéíóâàííÿ äëÿ îðòîòðîïíèõ 
ïëàñòèí íàâîäÿòüñÿ â ïðàö³ [8]. 

Ó ö³é ðîáîò³ äîñë³äæóºòüñÿ çàäà÷à ïðî äâîâ³ñíèé ðîçòÿã îäíîð³äíî¿ 
³çîòðîïíî¿ ïëàñòèíè ç äâîìà ð³âíèìè ñï³ââ³ñíèìè òð³ùèíàìè. Ââàæàºòüñÿ, 
ùî áåðåãè òð³ùèí â³ëüí³ â³ä íàâàíòàæåííÿ, à â ïðîöåñ³ äåôîðìóâàííÿ á³ëÿ 
¿õ âåðøèí óòâîðèëèñÿ âóçüê³ ïëàñòè÷í³ çîíè. Çà äîïîìîãîþ ìåòîä³â òåîð³¿ 
ôóíêö³é êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿ çàäà÷ó çâåäåíî äî çàäà÷ ë³í³éíîãî ñïðÿæåííÿ 
³, íà â³äì³íó â³ä ïðàö³ [6], ðîçâ’ÿçîê øóêàºòüñÿ â êëàñ³ ôóíêö³é, îáìåæåíèõ 
ó âåðøèíàõ òð³ùèíè. 

Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî îäíîð³äíó ³çîòðîïíó ïëàñòèíó ç 
äâîìà ð³âíèìè ñï³ââ³ñíèìè òð³-
ùèíàìè çàâäîâæêè 02 , áåðåãè 

ÿêèõ â³ëüí³ â³ä íàâàíòàæåííÿ, à 
á³ëÿ ¿õ âåðøèí íàÿâí³ ïëàñòè÷í³ 
çîíè (ðèñ. 1). Ïëàñòèíà çíàõî-
äèòüñÿ ï³ä ä³ºþ îäíîð³äíîãî ïî-
ëÿ çóñèëü íà íåñê³í÷åííîñò³ P , 
q . Çã³äíî ç ñδ -ìîäåëëþ çàì³íè-
ìî ïëàñòè÷í³ çîíè ïîâåðõíÿìè 
ðîçðèâó ïðóæíèõ ïåðåì³ùåíü, 
à ðåàêö³þ ïëàñòè÷íî¿ çîíè íà 
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ïðóæíèé îá’ºì – íîðìàëüíèìè íàïðóæåííÿìè 0σ , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü ïåâíó 

óìîâó ïëàñòè÷íîñò³. 
Ââåäåìî äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy  òàê, ùîá òð³ùèíè áóëè ñè-

ìåòðè÷í³ â³äíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò ³ çíàõîäèëèñÿ íà îñ³ Ox . Îáëàñò³, äå 
ðîçì³ùåí³ òð³ùèíè, ïîçíà÷èìî ÷åðåç L , à ¿õ ïëàñòè÷í³ çîíè – ÷åðåç 1L . 

Àáñöèñè êîîðäèíàò âåðøèí ïðàâî¿ òð³ùèíè ïîçíà÷èìî ÷åðåç b  ³ c , à ïëàñ-
òè÷íèõ çîí á³ëÿ íå¿ – ÷åðåç a  ³ d  (äèâ. ðèñ. 1). 

Çã³äíî ç ïîñòàíîâêîþ çàäà÷³ ìàºìî òàê³ êðàéîâ³ óìîâè: 

 0,         0y xy
± ±σ = τ =  íà L , (1) 

 0 ,       0y xy
± ±σ = σ τ =  íà 1L , (2) 

äå yσ , xyτ  – êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü. 

Ïîáóäîâà ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³. Ââåäåìî â ðîçãëÿä êîìïëåêñí³ ïîòåíö³àëè 
Êîëîñîâà – Ìóñõåë³øâ³ë³ ( )zΦ  ³ ( )zΨ  [10] òà ñêîðèñòàºìîñÿ çàëåæíîñòÿìè 

 ( ) ( ) ( ) ( )y xyi z z z z z′σ − τ = Φ + Φ + Φ + Ψ , 

 2 ( ) ( ) ( ) ( )u vi z z z z z
x x

∂ ∂  ′µ + = Φ − Φ − Φ − Ψ ∂ ∂ 
æ , (3) 

äå 

 23,        ,        ,        1
2(1 ) 1

E z x iy i− νµ = = = + = −
+ ν + ν

æ , 

u , v  – ïðîåêö³¿ âåêòîðà ïåðåì³ùåííÿ íà îñ³ Ox  ³ Oy  â³äïîâ³äíî; E  – ìî-
äóëü ïðóæíîñò³; ν  – êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà. 

Äëÿ ôóíêö³é ( )zΦ  ³ ( )zΨ  ïðè âåëèêèõ z  ìàþòü ì³ñöå àñèìïòîòè÷í³ 
ðîçâèíåííÿ 

 
2 2
1 1( ) ,       ( ) ,          z o z o z
z z

   ′Φ = Γ + Ψ = Γ + → ∞   
   

, (4) 

äå 1 1( ),              ( )
4 2

P q P q′Γ = + Γ = − − . 

Ââåäåìî [10] ôóíêö³þ  

 ( ) ( ) ( ) ( )z z z z z′Ω = − Φ − Φ − Ψ . (5) 

Òîä³ çàëåæíîñò³ (3) íàáóäóòü âèãëÿäó 

 ( ) ( ) ( ) ( )y xyi z z z z z′σ − τ = Φ − Ω + − Φ , (6) 

 2 ( ) ( ) ( ) ( )j
u vi z z z z z
x x

∂ ∂  ′µ + = Φ + Ω − − Φ ∂ ∂ 
æ . (7) 

Âðàõîâóþ÷è (4) ³ (5), ôóíêö³þ ( )zΩ  ïðè z → ∞  çàïèøåìî òàê: 

 
2
1( )z o
z

 ′Ω = − Γ − Γ +  
 

. (8) 

Ââåäåìî ôóíêö³¿ 

 0 1( ) ( ) ( ),         ( ) ( ) ( )z z z z z zΦ = Φ − Ω Φ = Φ + Ω  (9) 

³ íà ï³äñòàâ³ (6), (1), (2) îòðèìàºìî òàê³ çàäà÷³ ë³í³éíîãî ñïðÿæåííÿ: 

 0 0
0 1

0, ,
( ) ( )

, ,

x L
x x

x L
+ − ∈

Φ + Φ = σ ∈
 (10) 

 1 1 1( ) ( ) 0,         x x x L L+ −Φ − Φ = ∈  . (11) 

Çâàæàþ÷è íà (4), (8) äëÿ ôóíêö³é 0 ( )zΦ , 1( )zΦ  ïðè z → ∞  îòðèìàºìî òàê³ 

ïîäàííÿ: 
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 0 12 2
1 1 1( ) ,    ( ) ( ) ,    

2
z q o z P q o z

z z
   Φ = + Φ = − + → ∞   
   

. (12) 

Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ë³í³éíîãî ñïðÿæåííÿ (11) ç óðàõóâàííÿì (12) íàáóäå 
âèãëÿäó 
 1( )z ′Φ = − Γ , 

òîä³ äëÿ ôóíêö³¿ ( )zΩ  çã³äíî ç (9) ìàºìî 

 ( ) ( )z z′Ω = − Γ − Φ . (13) 
Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ë³í³éíîãî ñïðÿæåííÿ (10) çàïèøåìî ÿê [10]  

 

1

2 2 2 20
0 0 0

0

( )
( ) 2 ,      ( ) ( )( )

2 ( )( )L

X z dtz X z z a z d
i X t t z+Φ = σ = − −

π −∫ . (14) 

Ç îãëÿäó íà (14), äëÿ ôóíêö³¿ 0 ( )zΦ  ïðè âåëèêèõ z  ìàº ì³ñöå ðîçâèíåííÿ 

 
2 2

3 1
0 0 1 2

( ) 2
( ) 2

a a a d
z a z a

z
− + Φ = σ + + + 

 


/
, (15) 

äå 

 

1 1 1

2

1 2 3
0 0 0

1 1 1,    ,    
2 2 2( ) ( ) ( )L L L

t dtdt t dta a a
i i iX t X t X t+ + += − = − = −

π π π∫ ∫ ∫ . (16) 

Íà îñíîâ³ ñï³ââ³äíîøåíü (12) ³ (15) îòðèìàºìî 

 1 2 3
0

0,      ,      0
2
q

a a a= = =
σ

. (17) 

Áåðó÷è äî óâàãè (16), ïåðøà ³ òðåòÿ óìîâè (17) çàäîâîëüíÿþòüñÿ àâòî-
ìàòè÷íî, à ç äðóãî¿ îäåðæèìî ïåðøå ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ äîâ-
æèíè ïëàñòè÷íèõ çîí  

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
0

( 2 )(2 ) 4 ( )( )( )( )
arc cos

( )

d a b c d a b a d b d c c aq

d a

+ − − − − − − − −π
=

σ −
. (18) 

Ïîçíà÷èìî  

 )()()( 00 xxxF −+ Φ−Φ= . (19) 
Âðàõîâóþ÷è (13), (7) ³ ïîçíà÷åííÿ (19), óìîâà îäíîçíà÷íîñò³ ïåðåì³ùåíü ïðè 
îáõîä³ êîíòóðó ïðàâî¿ òð³ùèíè ìàòèìå âèãëÿä 

 ( ) 0
d

a

F x dx =∫ , (20) 

äå 
 ( )F x =  

 

2 2 2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

ln ln 2 ln , , ,

ln ln 2 ln , , , ,

n x a d xc a x b
x b c

b a c x m x a d x

n x a d xc a b x
x a b c d

b a c x m x a d x

 − + −− −
+ + ∈

− − − + −
= 

− + −− − + + ∈ − − − + −


[ ]

[ ] [ ]

 (21) 

äå 
2 2

2 2
d cn
c a

−=
−

, 
2 2

2 2
d bm
b a

−=
−

. 

ßêùî (21) ï³äñòàâèòè ó (20), òî ä³ñòàíåìî äðóãå ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ 
âèçíà÷åííÿ äîâæèíè ïëàñòè÷íèõ çîí: 

 
2 2 2 2

2 2 2 2
ln ln lnc a d b b a d b c a d cd b c

b a d b c a d cb a d c
− − − + + −     + + +     + − − +     − −

 

 
2 2 2 2

2 2 2 2
2 ln 0

d

a

n x a d x dx
m x a d x

− + −+ =
− + −

∫ . (22) 



118 

Çàóâàæèìî, ùî (22) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 

 
2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2

( )( ) ( ) ,c d ad c c a
d c d c

 − − − η + η =    − −
F   

 
2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2

( )( ) ( ) ,b d ad b b a
d b d b

 − = − − η + η    − −
F  , (23) 

äå 
2 2d a
d
−η = , à ,F   – ïîâí³ åë³ïòè÷í³ ³íòåãðàëè ïåðøîãî òà òðåòüîãî 

ðîäó â³äïîâ³äíî. 
Ð³âíÿííÿ (18) ³ (22), ÿê³ âèêîðèñòîâóþòü äëÿ çíàõîäæåííÿ äîâæèíè 

ïëàñòè÷íèõ çîí á³ëÿ âåðøèí òð³ùèíè, ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó, êîëè 0 Òσ = σ  

(äå Tσ  – ãðàíèöÿ òåêó÷îñò³ ìàòåð³àëó) ³ s′ → ∞ , ñï³âïàäàþòü ç ðåçóëüòàòà-
ìè ìîíîãðàô³¿ [12], îòðèìàíèìè ³íøèì øëÿõîì. 

Ðîçêðèòòÿ òð³ùèíè bδ  ³ cδ  ó âåðøèíàõ b  ³ c  çíàéäåìî çà ôîðìóëàìè 

 1 Im ( )
4

b b

b
a a

v v dx F x dx
x x

+ − ∂ ∂ +   δ = − =    ∂ ∂ µ    ∫ ∫æ , 

 1 Im ( )
4

c

ñ
d

F x dx+δ =
µ ∫æ . (24) 

Ï³äñòàâèâøè (21) ó çàëåæíîñò³ (24), îòðèìàºìî 

 
2 2 2

2 2 2
0

1 4ln ln
2 ( )

b c a b c b c ab c
c b c ac b b a

δ µ + − − += − + +σ π + −− +
æ  

 
2 2 2 2

2 2 2 2
2 ln

b

a

n x a d x dx
m x a d x

− + −+ 
− + −

∫ , (25) 

 
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
0

1 ln ln
2 4

c c a c b d c d c b ac d
d cb a c d b c a

δ µ + − − + − −   = − + +   σ π −   − − −

æ  

 
2 2 2 2

2 2 2 2
ln 2 ln

d

c

c b d b n x a d xb dx
c b d b m x a d x

+ − − + − + +  − +  − + − 
∫ . (26) 

Äëÿ çíàõîäæåííÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðóæåíü ìàºìî ôîðìóëè 

 Re ( ) ( ) ,               Im ( ) ( )y xyx x x x± + − ± + −σ = Φ + Φ τ = Φ + Φ[ ] [ ] , 

 0 0Re 3 ( ) ( )x x x P q+ + −σ = Φ − Φ + −[ ] , 

 0 0Re ( ) 3 ( )x x x P q− + −σ = − Φ − Φ + −[ ] . (27) 

Ñïðîñòèâøè ôîðìóëè (27), îòðèìàºìî òàê³ âèðàçè äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà 
íàïðóæåíü: 

 0 0 1,     0,     ,     y xy x P q x L± ± ±σ = σ τ = σ = σ + − ∈ , 

 0,       0,     ,            y xy x P q x L± ± ±σ = τ = σ = − ∈ . (28) 

Áåðó÷è äî óâàãè (28), äëÿ çíàõîäæåííÿ 0σ  ñêîðèñòàºìîñÿ ð³çíèìè óìî-

âàìè ïëàñòè÷íîñò³. Çã³äíî ç óìîâîþ ïëàñòè÷íîñò³ Òðåñêà – Ñåí-Âåíàíà çíà-
õîäèìî 0 Tσ = σ , êîëè P q< , ³ 0 T P qσ = σ − + , êîëè 0 Tσ < σ . ßêùî ñêîðèñ-

òàòèñÿ óìîâîþ ïëàñòè÷íîñò³ Ì³çåñà, òî îäåðæèìî ð³âíÿííÿ 

 2 2 2
0 0 ( ) ( ) TP q P qσ + σ − + − = σ . 

Ââåäåìî áåçðîçì³ðí³ âåëè÷èíè 
0

ss
′

=


, 1
1

0

w
w

′
=


, 2

2
0

w
w

′
=


 (äèâ. ðèñ. 1). 

Ï³äñòàâèâøè ¿õ ó ñï³ââ³äíîøåííÿ (18) ³ (22), îòðèìàºìî òàêó ñèñòåìó äëÿ 
âèçíà÷åííÿ â³äíîñíèõ äîâæèí 1 2,w w  ïëàñòè÷íèõ çîí:  
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( ) ( )

( )
1 1 2 2 2 2 1 1

2
2 1 1 2

(2 )(2 ) (2 2 ) (2 )(2 ) (2 2 )

(2 )(2 )

w s w w s w w s w w s w

w w s w w

+ + − − − + − − + +
−

+ + + −
 

 2 2 2 2 1 1 1 1
2

2 1 1 2

4 (2 2 )(2 )(2 ) (2 2 )(2 )(2 )

(2 )(2 )

w s w w s w w s w w s w

w w s w w

− − + − + + + +
− −

+ + + −( )
 

 
0

cos 0
qπ − = σ 

, 

 2 1 2 1

2 1 2 1
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  (29) 
 Ñï³ââ³äíîøåííÿ (25), (26) äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçêðèòòÿ òð³ùèíè ,ñ bδ δ  

òàêîæ çàïèøåìî ó áåçðîçì³ðíèõ âåëè÷èíàõ 1 2, ,s w w : 
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2 1

(2 )(2 )( 1)
( 1) ln 2 ln
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s

s w

w s w s
s k dx

s w s

−

− −
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Ó ôîðìóëàõ (29), (30) ïîçíà÷åíî 

2 2 2 2
1 0 2

2 2 2 2
1 0 2

( 1 ) ( 1 )

( 1 ) ( 1 )

s w x n x s w
k

s w x m x s w

+ + − + − − −
=

+ + − + − − −
, 

1 1 1 1
0 0

2 2 2 2

(2 2 ) (2 )(2 )
,       

(2 )(2 ) (2 2 )
w s w w s w

n m
w s w w s w

+ + + +
= =

+ − − −
. 

 Îòæå, îòðèìàíî óñ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ äîñë³äæåííÿ íàïðóæåíî-äå-
ôîðìîâàíîãî ñòàíó ³çîòðîïíî¿ ïëàñòèíè ç äâîìà ð³âíèìè òð³ùèíàìè ïðè çà-
äàíîìó îäíîð³äíîìó ïîë³ çóñèëü íà áåçìåæíîñò³. 

×èñëîâèé àíàë³ç çàäà÷³ òà âèñíîâêè. Ñèñòåìó ð³âíÿíü (29) äëÿ çíàõîä-
æåííÿ â³äíîñíèõ äîâæèí ïëàñòè÷íèõ çîí 1w , 2w  ïðè 0 0.6q σ =/  ³ 0.3ν =  

ðîçâ’ÿçóâàëè ÷èñåëüíî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ³òåðàö³é [1, 2]. Íà ðèñ. 2 íàâå-
äåíî çàëåæíîñò³ 1w  ³ 2w  â³ä â³äíîñíî¿ êîîðäèíàòè öåíòðà òð³ùèíè 0s s′= / . 

Çàóâàæèìî, ùî ïðè âåëèêèõ s  ïðèõîäèìî äî âèïàäêó, êîëè ðîçãëÿäàºòüñÿ 
îäíîâ³ñíèé ðîçòÿã îäíîð³äíî¿ ïëàñòèíè ç îäí³ºþ òð³ùèíîþ çàâäîâæêè 02  

[12], ïðè öüîìó ìàº ì³ñöå çàëåæí³ñòü 

 
1

0
cos 1

2 T

qw w
−′ π  = = −  σ  

, 

ÿêó îòðèìàºìî ³ç ñèñòåìè (29) ïðè s → ∞ . Áà÷èìî, ùî ïðè â³ääàëåíí³ òð³-
ùèí îäíà â³ä îäíî¿ âåëè÷èíè ¿õ ïëàñòè÷íèõ çîí çìåíøóþòüñÿ ³ ïðÿìóþòü 
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äî âåëè÷èíè ïëàñòè÷íî¿ çîíè äëÿ îäí³º¿ òð³ùèíè. Êð³ì òîãî, äîâæèíà âíóò-
ð³øíüî¿ ïëàñòè÷íî¿ çîíè º á³ëüøîþ, í³æ çîâí³øíüî¿, à ïðè 2.16s <  ïëàñòè÷-
í³ çîíè á³ëÿ áëèæí³õ âåðøèí òð³ùèí çëèâàþòüñÿ. 

0.7

0.8

0.9

1

1.1

2 4 6 8 10 12 14 s

w1

w2

  
0.52

0.54

0.56

0.58

0.6

0.62

2 4 6 8 10 12 14 s

δb

δc

′

′

 
 Рис. 2 Рис. 3 

Çà ôîðìóëàìè (30) ìåòîäîì ³òåðàö³é ïðè 0 0.6q σ =/  ³ 0.3ν =  îá÷èñëåíî 

ðîçêðèòòÿ òð³ùèíè. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî çàëåæíîñò³ 0 0( )k k
′δ = δ µ σ/  , ,k b c= , 

â³ä s . Ðîçêðèòòÿ òð³ùèíè ó âåðøèí³ b  º á³ëüøèì, í³æ ó âåðøèí³ c , ³ ïðè 
âåëèêèõ s  îòðèìóºìî ðîçêðèòòÿ áåðåã³â îäèíîêî¿ òð³ùèíè. 

Íà ðèñ. 4 çîáðàæåíî çàëåæí³ñòü â³äíîñíî¿ äîâæèíè ïëàñòè÷íî¿ çîíè w  
â³ä áåçðîçì³ðíîãî ðîçòÿãóâàëüíîãî çóñèëëÿ 0q σ/  äëÿ òàêèõ çíà÷åíü â³ääàë³ 

öåíòðó òð³ùèíè â³ä ïî÷àòêó êîîðäèíàò: 1.5, 2.5, 8.5s = . Ñóö³ëüí³ êðèâ³ â³ä-

ïîâ³äàþòü äîâæèí³ âíóòð³øíüî¿ ïëàñòè÷íî¿ çîíè 2w , à øòðèõîâ³ – äîâæèí³ 

çîâí³øíüî¿ ïëàñòè÷íî¿ çîíè 1w . Áà÷èìî, ùî ïðè çá³ëüøåíí³ íàâàíòàæåííÿ 
q  äîâæèíè ïëàñòè÷íèõ çîí çá³ëüøóþòüñÿ. Êð³ì òîãî, ïðè â³ääàëåíí³ òð³ùèí 
îäíà â³ä îäíî¿ ¿õ çëèòòÿ (îáðèâàííÿ êðèâèõ) â³äáóâàºòüñÿ ïðè á³ëüøîìó 
íàâàíòàæåíí³. 
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 Рис. 4 Рис. 5 

Íà ðèñ. 5 çîáðàæåíî êðèâó çàëåæíîñò³ íàâàíòàæåííÿ 0/q σ  â³ä â³äíîñ-

íî¿ â³äñòàí³ ì³æ öåíòðàìè òð³ùèí çà óìîâè çëèòòÿ âíóòð³øí³õ ïëàñòè÷íèõ 
çîí. Öåé ðåçóëüòàò ñï³âïàäàº ç â³äïîâ³äíèìè ðåçóëüòàòàìè ïðàö³ [6], ÿê³ 
îòðèìàí³ ³íøèì øëÿõîì ó ïðèïóùåí³, ùî êîìïëåêñí³ ïîòåíö³àëè Êîëîñî-
âà – Ìóñõåë³øâ³ë³ íåîáìåæåí³ íà ê³íöÿõ òð³ùèíè. Òàêîæ ñï³âïàäàþòü â³ä-
ïîâ³äí³ çàëåæíîñò³ (ï³ñëÿ ïåðåòâîðåíü), ùî îòðèìóþòüñÿ íà îñíîâ³ ñï³ââ³ä-
íîøåíü (18) ³ (22). 
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ДВУХОСНОЕ РАСТЯЖЕНИЕ ОДНОРОДНОЙ ИЗОТРОПНОЙ ПЛАСТИНЫ С ДВУМЯ РАВНЫМИ 
СООСНЫМИ ТРЕЩИНАМИ С УЧЕТОМ ПЛАСТИЧЕСКИХ ЗОН ОКОЛО ИХ ВЕРШИН 
 
Èññëåäîâàíî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå èçîòðîïíîé ïëàñòèíû ñ 
äâóìÿ ðàâíûìè êîëëèíåàðíûìè òðåùèíàìè ïðè çàäàííîì îäíîðîäíîì ïîëå óñèëèé 
íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áåðåãà òðåùèí ñâîáîäíû îò íàãðóæåíèé, 
à îêîëî èõ âåðøèí âîçíèêàþò ïëàñòè÷åñêèå çîíû. Ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïëåêñíûõ 
ïîòåíöèàëîâ Êîëîñîâà – Ìóñõåëèøâèëè ðåøåíèå çàäà÷è ñâåäåíî ê çàäà÷àì ëèíåé-
íîãî ñîïðÿæåíèÿ, ðåøåíèå êîòîðûõ íàéäåíî â êëàññå ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ â 
âåðøèíàõ òðåùèí. Çàïèñàíû çàâèñèìîñòè äëÿ îïðåäåëåíèÿ äëèíû ïëàñòè÷åñêèõ 
çîí è ðàñêðûòèÿ áåðåãîâ òðåùèí â èõ âåðøèíàõ, à òàêæå ïðîâåäåí èõ ÷èñëåííûé 
àíàëèç è ïðåäñòàâëåí â âèäå ãðàôèêîâ. 
 
TWO-AXIAL EXTENSION OF HOMOGENEOUS ISOTROPIC PLATE WITH TWO EQUAL COAXIAL 
CRACKS WITH REGARD FOR PLASTIC ZONES NEAR THEIR TIPS 
 
The work considers the problem on definition the stress-strain state of isotropic plate 
with two equal cracks for given homogeneous field of efforts at infinity. We assume 
that the crack edges are load free and near their tips the plastic zones arise. Using the 
Kolosov – Muskhelishvily complex potentials the solution of the problem sought in the 
class of functions restricted at the crack tips is reduced to the problem of linear conju-
gation. The numerical analysis of the problem is made and graphic dependences for the 
plastic zones length and crack opening at their tips on the distance between the crack 
centers are constructed. 
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