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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ О СВОБОДНЫХ КРУТИЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЯХ 
ТОЛСТОСТЕННЫХ ОРТОТРОПНЫХ НЕОДНОРОДНЫХ ЦИЛИНДРОВ  
 

Ñ èñïîëüçîâàíèåì òðåõìåðíîé òåîðèè óïðóãîñòè èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î ñâî-
áîäíûõ êðóòèëüíûõ êîëåáàíèÿõ àíèçîòðîïíîãî ïîëîãî öèëèíäðà ïðè ðàçëè÷-
íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà òîðöàõ. Ïðåäëîæåí ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé 
ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è. Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ òåîðèè 
óïðóãîñòè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè ïîìîùè ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèè è 
êîëëîêàöèè ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñèñòåìû îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî ðàäèàëüíîé êîîð-
äèíàòå, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ óñòîé÷èâûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì äèñêðåòíîé 
îðòîãîíàëèçàöèè ñîâìåñòíî ñ ìåòîäîì ïîøàãîâîãî ïîèñêà. Ïðèâåäåíû ðåçóëü-
òàòû ðàñ÷åòîâ â ñëó÷àå îðòîòðîïíîãî è íåîäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà öèëèíäðà 
äëÿ íåêîòîðûõ âèäîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. 

 
Ââåäåíèå. Öèëèíäðè÷åñêèå êîíñòðóêòèâíûå ýëåìåíòû íàõîäÿò øèðî-

êîå ïðèìåíåíèå â ìàøèíîñòðîåíèè, ñóäîñòðîåíèè, àâèàöèîííîé, ãàçîâîé, 
íåôòÿíîé è ìíîãèõ äðóãèõ îòðàñëÿõ ïðîìûøëåííîñòè è îáëàñòÿõ ñîâðåìåí-
íîé òåõíèêè. Äëÿ òîëñòîñòåííûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé âîçíèêàåò íåîáõî-
äèìîñòü ïðîâîäèòü ðàñ÷åò äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, èñïîëüçóÿ òðåõ-
ìåðíóþ òåîðèþ óïðóãîñòè. Åñëè öèëèíäð ÿâëÿåòñÿ àíèçîòðîïíûì è íåîäíî-
ðîäíûì, òî ðåøåíèå ïîäîáíîé çàäà÷è ñîïðÿæåíî ñî çíà÷èòåëüíûìè òðóä-
íîñòÿìè, îáóñëîâëåííûìè ñëîæíîñòüþ ñèñòåìû èñõîäíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è íåîáõîäèìîñòüþ óäîâëåòâîðåíèÿ 
êðàåâûì óñëîâèÿì íà îãðàíè÷èâàþùèõ óïðóãîå òåëî ïîâåðõíîñòÿõ.  

Â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå èìåþòñÿ òîëüêî îòäåëüíûå ðàáîòû î êîëåáàíèÿõ 
öèëèíäðîâ êîíå÷íîé äëèíû ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà òîð-
öàõ, âûïîëíåííûå â ðàìêàõ òðåõìåðíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ñâîáîäíûå êîëå-
áàíèÿ öèëèíäðà èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ [1, 2, 4, 6, 7–11], ïðè ýòîì èñïîëü-
çîâàëèñü ìåòîäû îäíîðîäíûõ ðåøåíèé, êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïðÿìûõ è äð.  

Â äàííîì ñîîáùåíèè ïðåäëàãàåòñÿ ýôôåêòèâíàÿ ÷èñëåííàÿ ìåòîäèêà 
èññëåäîâàíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ôîðì îñåñèììåòðè÷íûõ êðóòèëüíûõ 
êîëåáàíèé ïîëûõ îðòîòðîïíûõ öèëèíäðîâ êîíå÷íîé äëèíû ïðè ðàçëè÷íûõ 
ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà òîðöàõ öèëèíäðà, êîòîðàÿ áàçèðóåòñÿ íà ïðèìåíå-
íèè ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèè â îäíîì èç êîîðäèíàòíûõ íàïðàâëåíèé è ïîñëå-
äóþùåì ðåøåíèè êðàåâîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñèñòåì 
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà â îáùåì 
ñëó÷àå ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè óñòîé÷èâûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì 
äèñêðåòíîé îðòîãîíàëèçàöèè â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì ïîøàãîâîãî ïîèñêà. 
Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèÿ ñâîáîäíûõ êî-
ëåáàíèé öèëèíäðîâ êîíå÷íîé äëèíû â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà. Ðà-
íåå ìåòîä ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèè ïðèìåíÿëñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìåõàíè÷åñ-
êîãî ïîâåäåíèÿ ïëàñòèí è îáîëî÷åê ðàçëè÷íîé ñòðóêòóðû [3, 5, 8]. 

1. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ. Ðàññìîòðèì â 
öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò , ,r zθ  
ïîëûé öèëèíäð ïîñòîÿííîé òîëùèíû (ðèñ. 1) 
ñ âíóòðåííèì ðàäèóñîì R H−  è âíåøíèì ðà-
äèóñîì R H+  ( R  – ðàäèóñ ñðåäèííîé ïî-
âåðõíîñòè, 2H  – òîëùèíà öèëèíäðà) äëèíû 
L , èçãîòîâëåííûé èç îðòîòðîïíîãî ìàòåðèà-
ëà.  

Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ òåîðèè óïðóãîñòè 
äëÿ çàäà÷è î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ òàêîãî 
öèëèíäðà èìåþò âèä: 
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– óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ 
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;  (2) 

– îáîáùåííûé çàêîí Ãóêà äëÿ îðòîòðîïíîãî óïðóãîãî òåëà 

 11 12 13r r ze e eθσ = λ + λ + λ , 

 12 22 23r ze e eθ θσ = λ + λ + λ , 

 13 23 33z r ze e eθσ = λ + λ + λ , 

 44 55 662 ,      2 ,      2z z rz rz r re e eθ θ θ θσ = λ σ = λ σ = λ ,  (3) 

ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû æåñòêîñòè ( , )ij ij r zλ = λ , à òàêæå ïëîòíîñòü ìàòåðè-

àëà öèëèíäðà ( , )r zρ  ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè è äèôôåðåíöèðóåìûìè 

ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò r  è z . Çäåñü t  – âðåìåííàÿ êîîðäèíàòà; ( , , , )ru r z tθ , 

( , , , )u r z tθ θ , ( , , , )zu r z tθ  – ïðîåêöèè âåêòîðà ïîëíîãî ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê öè-
ëèíäðà â íàïðàâëåíèÿõ, êàñàòåëüíûõ ñîîòâåòñòâåííî ê êîîðäèíàòíûì ëèíè-
ÿì , ,r zθ ; ( , , , )re r z tθ , ( , , , )e r z tθ θ , ( , , , )ze r z tθ  – îòíîñèòåëüíûå ëèíåéíûå äå-

ôîðìàöèè â íàïðàâëåíèè êîîðäèíàòíûõ ëèíèé; ( , , , ),  ( , , , )z rze r z t e r z tθ θ θ , 

( , , , )re r z tθ θ  – äåôîðìàöèè ñäâèãà; ( , , , ),  ( , , , ),  ( , , , )r zr z t r z t r z tθσ θ σ θ σ θ  – íîð-

ìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ; ( , , , ),  ( , , , ),  ( , , , )z rz rr z t r z t r z tθ θσ θ σ θ σ θ  – êàñàòåëüíûå 

íàïðÿæåíèÿ. 
Ýëåìåíòû ijλ  ìàòðèöû æåñòêîñòè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ÷åðåç ýëå-

ìåíòû ijc  ìàòðèöû ïîäàòëèâîñòè ïî ôîðìóëàì 

 2
11 22 33 23 12 13 23 12 33

1 1( ) ,              ( )ñ ñ ñ ñ ñ ñ ñλ = − λ = −
∆ ∆

, 

 2
13 12 23 13 22 22 11 33 13

1 1( ) ,           ( )ñ ñ ñ ñ ñ ñ ñλ = − λ = −
∆ ∆

, 

 2
23 12 13 11 23 33 11 22 12

1 1( ) ,           ( )ñ ñ ñ ñ ñ ñ ñλ = − λ = −
∆ ∆

, 

 44 55 55
44 55 55

1 1 1,           ,           
c c c

λ = λ = λ = , 

 2
11 22 33 23 12 12 33 13 23 13 12 23 13 22( ) ( ) ( )c c c c c c c c c c c c c c∆ = − − − + − .  (4) 

Â ñâîþ î÷åðåäü, ýëåìåíòû ìàòðèöû ïîäàòëèâîñòè ìîãóò áûòü âûðàæå-
íû ÷åðåç òåõíè÷åñêèå ïîñòîÿííûå: 

 11 12 13 22 23
1 1,    ,    ,    ,    r rz z

r z z
c c c c c

E E E E E
θ θ

θ θ

ν ν ν
= = − = − = = − , 

 33 44 55 66
1 1 1 1,    ,    ,    
z z rz r

c c c c
E G G Gθ θ

= = − = − = − , (5) 
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ãäå rE , Eθ , zE  – ìîäóëè óïðóãîñòè â íàïðàâëåíèÿõ , ,r zθ  ñîîòâåòñòâåííî; 

, ,r rz zG G Gθ θ  – ìîäóëè ñäâèãà; , ,r rz zθ θν ν ν  – êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà. 

Â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùå-
íèé, òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé íå çàâèñÿò îò îêðóæíîé êîîðäè-
íàòû θ . Ïðè ýòîì âîçìîæíû äâà òèïà äâèæåíèÿ: 

– ðàäèàëüíî-ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ ñ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ïåðåìå-
ùåíèé 

 0,         0,         0r zu u uθ≠ ≠ = ; 

– êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ ñ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ïåðåìåùåíèé 
 0,         0,         0r zu u uθ= = ≠ . 

Â äàííîì ñîîáùåíèè ðàññìàòðèâàþòñÿ êðóòèëüíûå îñåñèììåòðè÷íûå 
êîëåáàíèÿ öèëèíäðîâ êîíå÷íîé äëèíû. Ïðè ýòîì èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ 

(1) (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî 0ru = , 0zu = , 0uθ ≠  è 0r uu θ∂∂
= =

∂θ ∂θ
 äëÿ âñåõ âõî-

äÿùèõ ôóíêöèé) îñòàåòñÿ óðàâíåíèå 

 
2

2

2r z r u
r z r t

θ θ θ θ∂σ ∂σ σ ∂
+ + = ρ

∂ ∂ ∂
.  (6) 

Íåîáõîäèìûå ñîîòíîøåíèÿ îáîáùåííîãî çàêîíà Ãóêà è ñîîòíîøåíèÿ Êîøè 
ïðè ýòîì óïðîùàþòñÿ: 
 44 662 ,           2z z r re eθ θ θ θσ = λ σ = λ ,  (7) 

 12 ,              2z r

u u
e e u

z r r
θ θ

θ θ θ
∂ ∂

= = −
∂ ∂

.  (8) 

Âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ áîêîâûå ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ( r = R H−  è 
r = R H+ ) ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé, è ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä: 

 ( , , ) 0r R H z tθσ ± = .  (9) 

Íà òîðöàõ öèëèíäðà ïðè 0z =  è z L=  âîçìîæíû óñëîâèÿ øàðíèðíîãî 

îïèðàíèÿ 0
u
z
θ∂

=
∂

, è æåñòêîãî çàùåìëåíèÿ 0uθ = . 

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå òî÷êè öèëèíäðà ñîâåðøàþò ãàðìîíè÷åñêèå êîëå-

áàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω , ò. å. ( , , ) ( , ) i tu r z t u r z e ω
θ θ=   (äàëåå çíàê «∼» îïóñêàåì). 

Çàïèøåì ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå â ïåðåìåùåíèÿõ â âèäå 

 
2
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u

u
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λ λ∂
. (10) 

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (10): 

 
2 2

1 2 3 42 2

u u u u
a u a a a

z rr z
θ θ θ θ

θ
∂ ∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂∂ ∂

, (11) 

ãäå êîýôôèöèåíòû ( , )i ia a r z= , 2,3, 4i = , è 1 1( , , )a a r z= ω  îïðåäåëÿþòñÿ 
òàêèì îáðàçîì: 

 266 44
1 2

66 66 66

1 1 1 1 1,      a a
r r r z

∂λ ∂λ = + − ρω = − λ ∂ λ λ ∂ 
, 

  44 66
3 4

66 66

1 1,       a a
r r

λ ∂λ = − = − + λ λ ∂ 
. (12) 

Ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (9) íà âíóòðåííåé è âíåøíåé ïîâåðõíîñ-
òÿõ ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä: 
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 66 0
u u
r r
θ θ∂ λ − = ∂ 

. (13)  

2. Ìåòîä ðåøåíèÿ. Çàäà÷ó (11) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè (13) ìîæíî ðåøèòü ñîâìåñòíûì èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ñïëàéí-êîë-
ëîêàöèè, ìåòîäà äèñêðåòíîé îðòîãîíàëèçàöèè è ìåòîäà ïîøàãîâîãî ïîèñêà. 
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (11) ìåòîäîì ñïëàéí-êîëëîêàöèè ðàçðåøàþùóþ ôóíê-
öèþ ( , )u r zθ  ïðåäñòàâèì â âèäå 

 
0

( ) ( )
N

i i
i

u u r zθ θ
=

= ϕ∑ ,  (14) 

ãäå ( )iu rθ  − èñêîìûå ôóíêöèè ïåðåìåííîé r , ( )i zϕ , 0,1, ,i N=  , − ëèíåé-

íûå êîìáèíàöèè B -ñïëàéíîâ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ∆ : 0 10 Nz z z= < < < =  

L=  ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè 0z =  è z L= . Â óðàâíåíèå (11) âõî-
äÿò ïðîèçâîäíûå íå âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà îò ðàçðåøàþùåé ôóíêöèè ( , )u r zθ  

ïî êîîðäèíàòå z , è ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ àïïðîêñèìàöèåé ñïëàéí-ôóíêöèÿ-
ìè òðåòüåé ñòåïåíè 
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  (15) 

ãäå ( )k zy z z h= − /  íà èíòåðâàëå 1, ,  2, , 1k kz z k i i+ = − +[ ] , 1, , 1i N= − + , 

1 constz k kh z z+= − = . 

Ïðè ýòîì ôóíêöèè ( )i zϕ  ôîðìèðóþòñÿ òàêèì îáðàçîì:  

1°. Åñëè ðàçðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ 0uθ =  ïðè 0z =  è z L= , òî 

 1 0 1 0 1
0 3 3 1 3 3 3

1( ) 4 ( ) ( ),     ( ) ( ) ( ) ( )
2

z B z B z z B z B z B z− −ϕ = − + ϕ = − + , 

 3( ) ( ),        2,3, , 2i
i z B z i Nϕ = = − , 

 1 1
1 3 3 3

1( ) ( ) ( ) ( )
2

N N N
N z B z B z B z− +

−ϕ = − + , 

 1
3 3( ) 4 ( ) ( )N N

N z B z B z+ϕ = − + . (16) 

2°. Åñëè 0
u
z
θ∂

=
∂

 ïðè 0z =  è z L= , òî 

 0 1 0 1
0 3 1 3 3 3

1( ) ( ),      ( ) ( ) ( ) ( )
2

z B z z B z B z B z−ϕ = ϕ = − + , 

 3( ) ( ),         2,3, , 2i
i z B z i Nϕ = = − , 

 1 1
1 3 3 3 3

1( ) ( ) ( ) ( ),     ( ) ( )
2

N N N N
N Nz B z B z B z z B z− +

−ϕ = − + ϕ = .  (17) 

3°. Åñëè 0uθ =  ïðè 0z = , à 0
u
z
θ∂

=
∂

 ïðè z L= , òî 

 1 0 1 0 1
0 3 3 1 3 3 3

1( ) 4 ( ) ( ),     ( ) ( ) ( ) ( )
2

z B z B z z B z B z B z− −ϕ = − + ϕ = − + , 
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 3( ) ( ),        2,3, , 2i
i z B z i Nϕ = = − , 

 1 1
1 3 3 3 3

1( ) ( ) ( ) ( ),     ( ) ( )
2

N N N N
N Nz B z B z B z z B z− +

−ϕ = − + ϕ = .  (18) 

Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèå (14) â óðàâíåíèå (11), òðåáóåì åãî óäîâëå-
òâîðåíèÿ â çàäàííûõ òî÷êàõ êîëëîêàöèè 0,k Lξ ∈ [ ] , 0, .k N=  Ðàññìîòðèì 

ñëó÷àé, êîãäà ÷èñëî óçëîâ ñåòêè (ñ ó÷åòîì 0z ) ÷åòíîå, ò.å. 2 1N n= + , 3n ≥ . 

Âûáîð òî÷åê êîëëîêàöèè 2 2 2 1,i i iz z +ξ ∈ [ ] , 2 1 2 2 1,i i iz z+ +ξ ∈ [ ] â âèäå 2 2i izξ = +  

1 zs h+ , 2 1 2 2i i zz s h+ξ = + , 0,1,2, ,i n=  , ãäå 1s  è 2s  − êîðíè ïîëèíîìà Ëå-

æàíäðà âòîðîãî ïîðÿäêà íà îòðåçêå [0,1] , êîòîðûå ðàâíû 1
1 3 ,
2 6

s = −  

2
1 3
2 6

s = + , ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì è ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåò ïîðÿäîê 

òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè. ×èñëî òî÷åê êîëëîêàöèè ïðè ýòîì 1N N= + . Â 
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó 2( 1)N +  ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé ,i iu uθ θ , 0, ,i N=  , ãäå i iu uθ θ
′ =  . Åñëè ââåñòè 

îáîçíà÷åíèÿ 

 1 ( ) ,        , 0, ,i k k i NΦ = ϕ ξ = [ ] , 

 0 1 0 1, , , ,      , , ,N Nu u u u u u u uθ θ θ θ θ θ θ θ= =     { } { } , 

 0 1( , ), ( , ), , ( , ) ,     2,3,4i i i i Na a r a r a r i= ξ ξ ξ = { } , 

 1 1 0 1 1 1( , , ), ( , , ), , ( , , )Na a r a r a r= ξ ω ξ ω ξ ω { } ,  (19) 

à òàêæå äëÿ ìàòðèöû ijA a= [ ] , , 0, ,i j N=  , è âåêòîðà 0 1, , , Nc c c c= { }  

îáîçíà÷èòü ÷åðåç c A∗ ìàòðèöó i ijc a[ ] , òî ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ,i iu uθ θ  ïðèìåò âèä 

 
du

u
dr

θ
θ=  , 

 1 1
1 1 1 2 1 3 1 1 4 1

du
a a a u a u

dr
− −θ

θ θ
′ ′′= Φ ∗ Φ + ∗ Φ + ∗ Φ + Φ ∗ Φ


( ) ( ) , (20) 

êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 

 ( , ) ,         dY A r Y R H r R H
dr

= ω − ≤ ≤ + ,  (21) 

ãäå 0 0, , , , ,N NY u u u uθ θ θ θ=   { }  − âåêòîð-ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò r ; 

( , )A r ω  − êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2 2N N× . 
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (13) äëÿ ýòîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñàòü òàê: 

 1 1
1 0u u
rθ θΦ − Φ =   (22) 

èëè 
 1 2( ) 0,        ( ) 0B Y R H B Y R H− = + = ,  (23) 

ãäå 1B  è 2B  – ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà 2N N× . 
Êðàåâóþ çàäà÷ó (21), (23) íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìîæíî ðåøèòü, èñ-

ïîëüçóÿ ìåòîä äèñêðåòíîé îðòîãîíàëèçàöèè ñîâìåñòíî ñ ìåòîäîì ïîøàãîâî-
ãî ïîèñêà [4]. 
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3. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ. Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè 

ïðèâîäèëîñü (òàáë. 1) ñðàâíåíèå îáåçðàçìåðåííûõ ÷àñòîò /H Gω = ω ρ  êî-

ëåáàíèé èçîòðîïíîãî ïîëîãî öèëèíäðà ñ 0.34ν = , 1ρ = , 0.25H R =/ , H L =/  

0.1=  è ñ øàðíèðíî îïåðòûìè êðàÿìè, ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåä-

ëîæåííîãî ïîäõîäà ïðè ðàçëè÷íîì ÷èñëå N  òî÷åê êîëëîêàöèè è âîçìîæíî-
ãî â äàííîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðåìåùåíèé â âèäå 

 ( ) sin m zu u r
Lθ θ
π=   (24) 

ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì ìåòîäà äèñêðåòíîé îðòîãîíàëèçàöèè.  
 Таблица 1 

Ìåòîä ñïëàéí-êîëëîêàöèè 

Êîëè÷åñòâî òî÷åê êîëëîêàöèè N  iω  

×èñëî m 
ïîëóâîëí 
ïî äëèíå 
öèëèíäðà 12 16 20 24 28 

Èñïîëüçîâà-
íèå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ 

(24) 

ω  1 0.3141 0.3141 0.3141 0.3141 0.3141 0.3141 
1ω  1 0.3141 0.3141 0.3141 0.3141 0.3141 0.3141 

2ω  2 0.6285 0.6283 0.6283 0.6283 0.6283 0.6283 

3ω  3 0.9438 0.9429 0.9426 0.9425 0.9425 0.9424 

4ω  4 1.2603 1.2585 1.2575 1.2570 1.2568 1.2566 

5ω  5 1.5646 1.5756 1.5732 1.5720 1.5715 1.5707 

6ω  0 1.6454 1.6454 1.6454 1.6454 1.6454 1.6454 

7ω  1 1.6751 1.6751 1.6751 1.6751 1.6751 1.6751 

8ω  2 1.7613 1.7613 1.7613 1.7613 1.7613 1.7613 

9ω  6 1.8969 1.8925 1.8903 1.8879 1.8866 1.8866 

10ω  3 1.9924 1.8964 1.8963 1.8962 1.8962 1.8962 

11ω  4 2.0726 2.0715 2.0709 2.0706 2.0705 2.0705 

Èç àíàëèçà òàáë. 1 âèäíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷àñòîò êîëåáàíèé, êîòî-
ðûå ñîîòâåòñòâóþò áîëüøîìó ÷èñëó m  ïîëóâîëí â ïðîäîëüíîì íàïðàâëå-
íèè ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè íåîáõîäèìî áðàòü áîëüøå 
òî÷åê êîëëîêàöèè. Ïåðâûå ÷àñòîòû äëÿ îäíîé ïîëóâîëíû â ïðîäîëüíîì íà-
ïðàâëåíèè ( 1m = ) è ÷àñòîòû êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé, ïîñòîÿííûõ â ïðî-
äîëüíîì íàïðàâëåíèè ( 0m = ), ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ ìîãóò áûòü ïîëó-

÷åíû ïðè ìèíèìàëüíîì ÷èñëå òî÷åê êîëëîêàöèè N . Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî 
ïåðâûå ÷àñòîòû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé m  ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû 
ïóòåì óìíîæåíèÿ m  íà ìíîæèòåëü 0.1π . ×àñòîòà /m Lω = π  ïðè øàðíèð-
íîì îïèðàíèè òîðöîâ êîíå÷íîãî öèëèíäðà ñîîòâåòñòâóåò áåçäèñïåðñèîííîé 
âåòâè 0β =  èçâåñòíîãî äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ êðóòèëüíûõ âîëí â 
ñïëîøíûõ áåñêîíå÷íûõ öèëèíäðàõ [7]  

0 1( ) 2 ( ) 0J Jβ β − β = , 2 2 1/2( )β = ω − γ ,  

( )iJ β  − ôóíêöèè Áåññåëÿ, âîëíîâîå ÷èñëî /m Lγ = π . Ñðàâíåíèå ïðèâåäåí-
íûõ â òàáëèöå ðåçóëüòàòîâ äàåò âîçìîæíîñòü îöåíèòü òî÷íîñòü àïïðîêñè-
ìàöèè ïåðåìåùåíèé ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè Â-ñïëàéíîâ â ïðîäîëüíîì 
íàïðàâëåíèè.  

Ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå ñïåêòðîâ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êðóòèëüíûõ êî-
ëåáàíèé äëÿ öèëèíäðîâ ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà òîðöàõ 
(òàáë. 2). Äëÿ öèëèíäðà ñ æåñòêî çàùåìëåííûìè òîðöàìè ÷àñòîòíûé ñïåêòð 
ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì äëÿ öèëèíäðà ñ øàðíèðíî îïåðòûìè òîðöàìè, çà 
èñêëþ÷åíèåì ÷àñòîò êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé, ïîñòîÿííûõ â ïðîäîëüíîì íà-
ïðàâëåíèè ( 0m = ), êîòîðûå â ñëó÷àå æåñòêîé çàäåëêè ïðîïàäàþò (çà ñ÷åò 
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óñëîâèÿ 0uθ = ). Ïðè îäíîì æåñòêî çàùåìëåííîì è îäíîì øàðíèðíî îïåð-

òîì òîðöå ñïåêòð ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ. 
 Таблица 2 

iω  
Øàðíèðíîå 

îïèðàíèå äâóõ 
òîðöîâ öèëèíäðà 

Æåñòêîå çàùåìëåíèå 
äâóõ òîðöîâ öèëèíäðà 

Îäèí øàðíèðíî 
îïåðòûé è îäèí æåñòêî 

çàùåìëåííûé òîðåö 

1ω  0.3141 0.3141 0.1570 

2ω  0.6283 0.6283 0.4712 

3ω  0.9425 0.9425 0.7855 

4ω  1.2568 1.2568 1.1000 

5ω  1.5715 1.5715 1.4154 

6ω  1.6454 – 1.6529 

7ω  1.6751 1.6751 1.7115 

8ω  1.7613 1.7613 1.7324 

9ω  1.8866 1.8866 1.8233 

10ω  1.8962 1.8962 1.9793 

11ω  2.0705 2.0705 2.0517 

Â òàáë. 3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà áåçðàçìåðíûõ ÷àñòîò ω =  

0H G= ω ρ/ , 4
0 10G = ÌÏà, îðòîòðîïíîãî öèëèíäðà èç ñòåêëîïëàñòèêà 

ÀÑÒÒ(á)–Ñ2Î è ïîëèýôèðíîé ñìîëû ÏÍ−3 ñî ñëåäóþùèìè ìåõàíè÷åñêèìè 
ïàðàìåòðàìè:  

40.42 10rE = ⋅ Ìïà, 41.31 10Eθ = ⋅ Ìïà, 41.79 10zE = ⋅ Ìïà,  

0.15zθν = , 0.31rθν = , 0.08rzν = , 40.28 10zGθ = ⋅ Ìïà, 40.24 10r zrG Gθ = = ⋅ ÌÏà  

ïðè 0.25H R =/ , 0.1H L =/ , 1H =  ìåòîäîì ñïëàéí êîëëîêàöèè (28 òî÷åê êîë-
ëîêàöèè ïî äëèíå öèëèíäðà) äëÿ ñëó÷àåâ æåñòêî çàùåìëåííûõ òîðöîâ, îä-
íîãî øàðíèðíî îïåðòîãî è âòîðîãî æåñòêî çàùåìëåííîãî òîðöà, à òàêæå äëÿ 
øàðíèðíî îïåðòûõ òîðöîâ, â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëî-
æåííîé ìåòîäèêè è âîçìîæíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ (24).  

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ñ ðàâíûìè ìîäóëÿìè ñäâèãà 

zGθ  è rG θ  ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò 

ñëó÷àÿ èçîòðîïíîãî öèëèíäðà íà ìíîæèòåëü, îïðåäåëÿþùèéñÿ îòíîøåíèåì 
ìîäóëÿ ñäâèãà îðòîðîïíîãî ìàòåðèàëà rG θ  è ìîäóëÿ ñäâèãà G  èçîòðîïíîãî 

ìàòåðèàëà. 
 Таблица 3 

Øàðíèðíîå îïèðàíèå äâóõ òîðöîâ 

iω  Èñïîëüçîâàíèå 
ïðåäñòàâëåíèÿ (24) 

Ìåòîä ñïëàéí-
êîëëîêàöèè 

Æåñòêîå 
çàùåìëåíèå 
äâóõ òîðöîâ 

Îäèí øàðíèðíî 
îïåðòûé è îäèí 

æåñòêî çàùåìëåí-
íûé òîðåö 

1ω  0.5937 ( 1m = ) 0.5937 0.5937 0.2968 

2ω  1.1874 ( 2m = ) 1.1874 1.1874 0.8905 

3ω  1.7810 ( 3m = ) 1.7815 1.7815 1.4843 

4ω  2.3748 ( 4m = ) 2.3752 2.3753 2.0782 

5ω  2.9684 ( 5m = ) 2.9698 2.9701 2.6725 

6ω  3.3587 ( 0m = ) 3.3587 – 3.2677 

7ω  3.4109 ( 1m = ) 3.4108 3.4108 3.3718 

8ω  3.5621 ( 6m = ) 3.5654 3.5661 3.4747 



99 

Èññëåäîâàëèñü ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èçîòðîïíîãî íåîäíîðîäíîãî öè-
ëèíäðà ñ èçìåíÿþùèìñÿ ïî äëèíå ìîäóëåì Þíãà ïî ðàçëè÷íûì çàêîíàì: 

 
2

2
( ) 6 6 1 1z zE z

LL
  = α − + +     0E  (25) 

– ñèììåòðè÷íîå ïîâåäåíèå ìîäóëÿ Þíãà îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè /2z L= ; 

 2( ) sin 1zE z
L
π  = α +     0E  (26) 

– àíòèñèììåòðè÷íîå ïîâåäåíèå ìîäóëÿ Þíãà îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè 
/2z L= . 

Ïðè ýòîì óñðåäíåííûé ïî äëèíå ìîäóëü Þíãà îñòàâàëñÿ ðàâíûì 0E  

ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α . Â òàáë. 4 ïðåäñòàâëåíû îáåçðàçìå-

ðåííûå ÷àñòîòû 0/H Gω = ω ρ  ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ïîëîãî èçîòðîïíîãî 

( 0.34)ν =  öèëèíäðà ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ íà òîðöàõ:  
à) îáà òîðöà øàðíèðíî îïåðòû (Ø−Ø);  
á) îáà òîðöà æåñòêî çàùåìëåíû (Æ−Æ);  
â) äâà òîðöà ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé (Ñ−Ñ).  

Ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Ðàñ÷åòû âûïîëíåíû äëÿ òîë-
ùèíû öèëèíäðà 2H  ïðè / 0.25H R = , 10L = , 0 0.5α = ÷ . (Ñëó÷àé 0α =  
ñîîòâåòñòâóåò îäíîðîäíîìó èçîòðîïíîìó öèëèíäðó.) Êîëè÷åñòâî òî÷åê êîë-
ëîêàöèè âûáèðàëîñü ðàâíîå 40.  

Таблица 4 
Çàêîí 

èçìåíåíèÿ 
ìîäóëÿ Þíãà 

Ãðàíè÷íûå 
óñëîâèÿ 0α =  0.1α =  0.2α =  0.3α =  0.4α =  0.5α =  

Ñ−Ñ (Ø−Ø) 0.3141 0.3092 0.3040 0.2986 0.2928 0.2867 
Ôîðìóëà (25) 

Æ−Æ 0.3141 0.3186 0.3225 0.3258 0.3287 0.3311 

Ñ−Ñ (Ø−Ø) 0.3141 0.3131 0.3099 0.3045 0.2967 0.2859 
Ôîðìóëà (26) 

Æ−Æ 0.3141 0.3139 0.3131 0.3118 0.3099 0.3073 

 
Ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà α  óâåëè÷èâàåòñÿ (äî 13%) ðàñõîæäåíèå ìåæäó ñî-

îòâåòñòâóþùèìè ÷àñòîòàìè äëÿ ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïðè èçìå-
íåíèè ïî äëèíå ìîäóëÿ Þíãà áîëüøåå âëèÿíèå (äî 9%) îêàçûâàåòñÿ íà ÷àñ-
òîòû æåñòêî çàùåìëåííîãî ïî òîðöàì öèëèíäðà; äëÿ öèëèíäðà ñî ñâîáîä-
íûìè îò íàïðÿæåíèé òîðöàìè (ëèáî öèëèíäðà, øàðíèðíî îïåðòîãî ïî òîð-
öàì) ÷àñòîòû èçìåíÿþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî (2%-5%). 
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РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ ПРО ВІЛЬНІ КРУТИЛЬНІ КОЛИВАННЯ  
ТОВСТОСТІННИХ ОРТОТРОПНИХ НЕОДНОРІДНИХ ЦИЛІНДРІВ  
 
Íà îñíîâ³ òðèâèì³ðíî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ðîçãëÿäàºòüñÿ çàäà÷à ïðî â³ëüí³ êðó-
òèëüí³ êîëèâàííÿ àí³çîòðîïíîãî ïîðîæíèñòîãî öèë³íäðà ïðè ð³çíèõ ãðàíè÷íèõ 
óìîâàõ íà éîãî òîðöÿõ. Çàïðîïîíîâàíî ÷èñåëüíî-àíàë³òè÷íèé ï³äõ³ä äëÿ ðîçâ’ÿçêó 
ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³. Âèõ³äí³ ð³âíÿííÿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ç ÷àñòèííèìè ïîõ³ä-
íèìè çà äîïîìîãîþ ñïëàéí-àïðîêèñìàö³¿ ³ êîëîêàö³¿ çâîäÿòüñÿ äî çàäà÷³ íà âëàñí³ 
çíà÷åííÿ äëÿ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü âèñîêîãî ïîðÿäêó çà ðà-
ä³àëüíîþ êîîðäèíàòîþ, ÿêà ðîçâ’ÿçóºòüñÿ ñò³éêèì ÷èñåëüíèì ìåòîäîì äèñêðåò-
íî¿ îðòîãîíàë³çàö³¿ ñóì³ñíî ç ìåòîäîì ïîêðîêîâîãî ïîøóêó. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè 
ðîçðàõóíêó ó âèïàäêàõ îðòîòðîïíîãî òà íåîäíîð³äíîãî ìàòåð³àëó öèë³íäðà äëÿ 
äåÿêèõ òèï³â ãðàíè÷íèõ óìîâ íà éîãî òîðöÿõ.  
 
SOLUTION OF THE PROBLEMS ON FREE TORSIONAL VIBRATIONS 
OF THICK-WALLED ORTHOTROPIC INHOMOGENEOUS CYLINDERS  
 
A problem on natural torsional vibrations of anisotropic hollow cylinder under various 
boundary conditions on its end-faces is considered on the basis of 3D elasticity theory. 
A numerical-analytical approach to study the formulated problem has been proposed. 
The original partial equations of elasticity theory, using the spline-approximation and 
collocation are reduced to the problem on eigen values for the high order systems of or-
dinary differential equations on the radial coordinate. The problem is solved by steady-
state numerical method of discrete orthogonalization with incremental search. The cal-
culation results are presented for the case of orthotropic cylinder and inhomogeneous 
cylinder for different kinds of boundary conditions on its end-faces.  
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