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КОЛЕБАНИЙ ИЗОТРОПНОЙ ПОЛОГОЙ ВЯЗКОУПРУГОЙ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПАНЕЛИ ПРИ ДЕЙСТВИИ НА НЕЕ 
НЕИЗВЕСТНОЙ МЕХАНИЧЕСКОЙ НАГРУЗКИ 
 

Ïðè ïîìîùè íîâîãî ïîäõîäà ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá àêòèâíîì äåìïôèðî-
âàíèè âûíóæäåííûõ ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé âÿçêîóïðóãîé èçîòðîïíîé öè-
ëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè ñ øàðíèðíî îïåðòûìè òîðöàìè. Ìåõàíè÷åñêàÿ íàãðóç-
êà ñ÷èòàåòñÿ íåèçâåñòíîé è íàõîäèòñÿ ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïîêàçàíèÿì 
ñåíñîðà. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Áóáíîâà – Ãàëåðêèíà. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà 
äëÿ ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ïîäâåñòè ê àêòóàòîðó äëÿ 
äåìïôèðîâàíèÿ ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé ïàíåëè. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ðàçìåðîâ 
ñåíñîðîâ è àêòóàòîðîâ, äèññèïàòèâíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ è òåìïåðàòóðû 
íà ýôôåêòèâíîñòü àêòèâíîãî äåìïôèðîâàíèÿ âûíóæäåííûõ ðåçîíàíñíûõ 
êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè. 

 
Ââåäåíèå. Òîíêèå èçîòðîïíûå öèëèíäðè÷åñêèå ïàíåëè íàõîäÿò øèðî-

êîå ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ñîâðåìåííîé íàóêè è òåõíèêè: â êîñìè-
÷åñêîé òåõíèêå, àâèà-, àâòîìîáèëå-, ñóäî-, ìàøèíîñòðîåíèè, ðàäèîýëåêòðî-
íèêå è ò. ï. Î÷åíü ÷àñòî íà íèõ äåéñòâóþò íåñòàöèîíàðíûå è ãàðìîíè÷åñêèå 
âî âðåìåíè ìåõàíè÷åñêèå íàãðóçêè. Îñîáåííî îïàñíûìè ÿâëÿþòñÿ ðåçîíàíñ-
íûå êîëåáàíèÿ, êîãäà ÷àñòîòà ãàðìîíè÷åñêîé âî âðåìåíè ñèëû ñîâïàäàåò ñ 
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé êîëåáàíèé ýëåìåíòà. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò çàäà÷à 
äåìïôèðîâàíèÿ âûíóæäåííûõ ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé òîíêèõ öèëèíäðè-
÷åñêèõ ïàíåëåé. Äëÿ ýòîé öåëè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïàññèâíûå ìåòîäû 
äåìïôèðîâàíèÿ, êîãäà â ñòðóêòóðó ýëåìåíòà âêëþ÷àþòñÿ êîìïîíåíòû ñ âû-
ñîêèìè ãèñòåðåçèñíûìè ïîòåðÿìè. Ïî âîïðîñàì ïàññèâíîãî äåìïôèðîâàíèÿ 
êîëåáàíèé òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ îïóáëèêîâàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðà-
áîò êàê îòå÷åñòâåííûõ, òàê è çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ-ìåõàíèêîâ, îáçîð êîòî-
ðûõ ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [6, 7]. Â ïîñëåäíèå ãîäû äëÿ óêàçàííîé öå-
ëè íà÷àëè ïðèìåíÿòü àêòèâíûå ìåòîäû, áàçèðóþùèåñÿ íà âêëþ÷åíèè â 
ñòðóêòóðó ïàññèâíîãî (áåç ïüåçîýôôåêòà) òîíêîñòåííîãî ýëåìåíòà èç ìå-
òàëëè÷åñêîãî, ïîëèìåðíîãî èëè êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà, ïüåçîýëåêòðè÷åñ-
êèõ êîìïîíåíò [8–10]. Îäíè èç íèõ âûïîëíÿþò ôóíêöèè ñåíñîðà, êîòîðûå 
äàþò èíôîðìàöèþ î ìåõàíè÷åñêîì ñîñòîÿíèè òåëà, à äðóãèå – ôóíêöèè òàê 
íàçûâàåìûõ àêòóàòîðîâ. Ñóùåñòâóþò äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ê àêòèâíîìó 
äåìïôèðîâàíèþ êîëåáàíèé. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåðâîãî èç íèõ äëÿ äåìï-
ôèðîâàíèÿ êîëåáàíèé ïðèìåíÿþòñÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå âêëþ÷åíèÿ, âûïîë-
íÿþùèå ôóíêöèè àêòóàòîðà. Îñíîâíàÿ çàäà÷à ïðè ýòîì ñîñòîèò â ðàñ÷åòå 
òîé ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ïîäâåñòè ê àêòóàòîðó äëÿ 
êîìïåíñàöèè ðåçîíàíñíîé ñîñòàâëÿþùåé âíåøíåé ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè. 
Åñëè âåëè÷èíà íàãðóçêè èçâåñòíà, òî ñîîòâåòñòâóþùèì âûáîðîì ðàçíîñòè 
ïîòåíöèàëîâ ìîæíî ïîëíîñòüþ çàäåìïôèðîâàòü îïðåäåëåííóþ (íàïðèìåð, 
ïåðâóþ) ìîäó. Ïðè ýòîì àìïëèòóäà êîëåáàíèé íà ýòîé ìîäå áóäåò ðàâíà 
íóëþ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè âòîðîãî ïîäõîäà, êðîìå àêòóàòîðîâ, ïðèìåíÿþòñÿ 
åùå è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ñåíñîðû. Ê àêòóàòîðàì ïîäâîäèòñÿ ðàçíîñòü ïî-
òåíöèàëîâ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ïîêàçàòåëÿì ñåíñîðà – òîêó èëè ïåðâîé ïðî-
èçâîäíîé ïî âðåìåíè îò ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ, ñíèìàåìîé ñ ñåíñîðîâ. Êî-
ýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè íîñèò íàçâàíèå êîýôôèöèåíòà îáðàòíîé 
ñâÿçè. Òîãäà èçìåíÿþòñÿ äèññèïàòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè ïëàñòèíû, â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî óìåíüøàåòñÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî 
ïîäõîäà óðîâåíü ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé ìîæíî ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü çà 
ñ÷åò âûáîðà óêàçàííîãî êîýôôèöèåíòà îáðàòíîé ñâÿçè. Â îáîèõ ìåòîäàõ íå-
îáõîäèìî çíàòü âíåøíþþ ìåõàíè÷åñêóþ íàãðóçêó.  
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Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá àêòèâíîì äåìïôèðîâàíèè 
âûíóæäåííûõ ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé èçîòðîïíîé âÿçêîóïðóãîé öèëèíäðè-
÷åñêîé ïàíåëè ïðè ïîìîùè ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñåíñîðîâ è àêòóàòî-
ðîâ â ñëó÷àå, êîãäà âíåøíÿÿ íàãðóçêà íåèçâåñòíà. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ 
íîâûé ïîäõîä, ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïî ïîêàçàíèÿì ñåíñîðà 
– çàðÿäó èëè ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ – âîññòàíàâëèâàåòñÿ âíåøíÿÿ íàãðóç-
êà. Ïîñëå ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ïåðâûé èç óêàçàííûõ âûøå ïîäõîäîâ, êîãäà ê 
àêòóàòîðó ïîäâîäèòñÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ, êîòîðàÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî 
ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïîêàçàíèÿì ñåíñîðà. Â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü åãî 
òðåòüèì ïîäõîäîì.  

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî ïîäõîäà ïîäâîäèìàÿ ê àêòóà-
òîðó ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ äëÿ äåìïôèðîâàíèÿ êîëåáàíèé ïî ñîîòâåòñòâó-
þùåé ìîäå ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïîêàçàòåëÿì ñåíñîðà – 
òîêó èëè ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ â çàâèñèìîñòè îò òèïà ýëåêòðè÷åñêèõ ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé. Ïðè ýòîì àìïëèòóäà êîëåáàíèé íà ðàññìàòðèâàåìîé ìîäå 
ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ. Ýòî ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåò òðåòèé ïîäõîä îò 
óêàçàííîãî âûøå âòîðîãî ïîäõîäà, ïðè èñïîëüçîâàíèè êîòîðîãî èìååò ìåñòî 
ëèøü óìåíüøåíèå àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé çà 
ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ.  

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêóþ ïàíåëü ðàçìåðîì 

a b× , íà êîòîðóþ äåéñòâóåò äàâëåíèå ( , ) i tp x y e ω , èçìåíÿþùååñÿ âî âðåìåíè 
ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ñ ÷àñòîòîé, áëèçêîé ê ðåçîíàíñíîé. Äëÿ ìîäåëè-
ðîâàíèÿ êîëåáàíèé ïàíåëè èñïîëüçóþòñÿ ãèïîòåçû Êèðõãîôôà – Ëÿâà, äî-
ïîëíåííûå àäåêâàòíûìè èì ãèïîòåçàìè îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêò-
ðè÷åñêèõ ïîëåâûõ âåëè÷èí [1–4]. Ïàññèâíûå ñëîè ìîãóò áûòü ìåòàëëè÷åñ-
êèìè, ïîëèìåðíûìè ëèáî êîìïîçèòíûìè. Áóäåì ñ÷èòàòü èõ èçîòðîïíûìè. 
Ïüåçîàêòèâíûå ñëîè ñ÷èòàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûìè è ïîëÿðèçî-
âàííûìè ïî òîëùèíå ïëàñòèíû. Åñëè ìåæäó ñëîÿìè ýëåêòðîäû îòñóòñòâó-
þò, òî íà ãðàíèöå èõ ðàçäåëà èìååò ìåñòî èäåàëüíûé ìåõàíè÷åñêèé è ýëåêò-
ðè÷åñêèé êîíòàêò. Äèññèïàòèâíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ ïàññèâíûõ è ïüåçî-
àêòèâíûõ ñëîåâ ó÷èòûâàþòñÿ íà îñíîâå êîíöåïöèè êîìïëåêñíûõ õàðàêòå-
ðèñòèê [5]. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè îáîëî÷åê ñ ðàñïðåäåëåííûìè ñåí-
ñîðàìè è àêòóàòîðàìè ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ [5, 8, 10]. Ïðèâåäåì òå èç 
íèõ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â äàëüíåéøåì. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì òðåõñëîé-
íîé öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè, ñðåäíèé ñëîé òîëùèíîé 0h  êîòîðîé èçãîòîâ-

ëåí èç ïàññèâíîãî èçîòðîïíîãî âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà, à äâà âíåøíèõ 
ñëîÿ îäèíàêîâîé òîëùèíû 1h  – èç ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òðàíñâåðñàëüíî-èçî-
òðîïíûõ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì íàïðàâëåíèåì ïî-
ëÿðèçàöèè. Òîãäà êîìïëåêñíûå îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ óñèëèé è ìî-
ìåíòîâ áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä [5]:  
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íàíñíûõ êîëåáàíèé. Èìåííî çà ñ÷åò ñîîòâåòñòâóþùåãî âûáîðà ýòîé âåëè÷è-
íû è êîìïåíñèðóåòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ íàãðóçêà ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåðâîãî èç 
óêàçàííûõ âûøå ìåòîäîâ. 

Â ðàáîòå [5] ïðèâåäåíû âûðàæåíèÿ äëÿ æåñòêîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê 
óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ (1) äëÿ ñëó÷àåâ ñëîèñòûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òîíêî-
ñòåííûõ ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðû. Òàê, íàïðèìåð, åñëè ïüåçîàê-
òèâíûå ñëîè òðåõñëîéíîé ïüåçîïàíåëè èìåþò îäèíàêîâóþ òîëùèíó è îäè-
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íàêîâûå ñâîéñòâà, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî îíè èìåþò ïðîòèâîïîëîæíóþ 

ïîëÿðèçàöèþ (
2 1

31 31d d= − ), òî èìåþò ìåñòî òàêèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïëåêñ-
íûõ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê â îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèÿõ (1): 
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     = + + + ν − + −         
 

 
2 12 3 3

0 0 0
12 2 2

h h h
h

−

⋅
       − + − ×                

 

 

0
3 3

0 0 1 33
1 1 0

0 33 1 33

2
2 2

2

h h h
h

h h

γ    × + − ⋅         γ + γ
, 

 
3 20 1 1 1

20 0
12 12 12 12

1

1

2(1 )

2 31 1
12 3 4 2M p

pk

h h
B B B k h

h−

       ν = + + + ν − + −          
 

 
2 12 3 3

0 0 0
12 2 2

h h h
h

−

⋅
       − + − ×                

 

 

0
3 3

0 0 1 33
1 1 0

0 33 1 33

12
2 2

2
DM

h h h
h

h h

γ    × + − ⋅         γ + γ
, 

 

0 0

31 1 0 1 33
0 01 0

0 33 1 33

( )

2

h h h
M V

h h

γ + γ
=

γ + γ
. (3) 

Çäåñü äëÿ ïàññèâíîãî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà  

 
0

0 0 0 0

11 22 12 112
,         

1
EB B B B= = = ν
− ν

. 
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Äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà  

 
1

2
11 22 11 12 111 ,    

kk k k k k k
B B S B B

−
  = = − ν = ν    

, 

 
1

2 2
66 11 31 31 11 33 33

1 1 ,     1 ,    1
2

k k k kk k k k k k
E T

pB B d S k
−

      = − ν γ = − ν γ = ε −       
, 

 
1 1 2

2 2
31 33 11 31 31 12

11

12 1 ,   0,     
k k k k k k

T E E
p k

E

k d S d d S

S

−
  = ε − ν = − > ν = −   

. 

Óðàâíåíèÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïîëîãîé öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè â 
äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìåþò âèä [1, 2, 5] 

 1 20,             0
N NS S
x y x y

∂ ∂∂ ∂+ = + =
∂ ∂ ∂ ∂

, 

 
2 22

21 2
22 2

12 ( , ) 0
M MH N p x y w

x y Rx y

∂ ∂∂+ + + + + ρω =
∂ ∂∂ ∂

 . (4) 

Çäåñü ρ  – ïðèâåäåííàÿ ïëîòíîñòü. 
Êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ â ýòèõ êîîðäèíàòàõ èìåþò âèä: 

 1 2 12
1,         ,       u v u vw

x y R y x
∂ ∂ ∂ ∂ε = ε = − ε = +
∂ ∂ ∂ ∂

, 

 
2 2 2

1 2 122 2
,    ,          2w w w

x yx y
∂ ∂ ∂= − = − = −

∂ ∂∂ ∂
æ æ æ . (5) 

Äëÿ ïîëîãîé öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè óðàâíåíèå ñîâìåñòíîñòè äåôîðìà-
öèé èìååò âèä  

 
2 2 2 2

1 2 12
2 2 2

1 w
x y Ry x x

∂ ε ∂ ε ∂ ε ∂+ − = −
∂ ∂∂ ∂ ∂

. (6) 

Ôóíêöèè óñèëèé  

 
2 2 2

1 22 2
,          ,          N h N h S h

x yy x
∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ= = = −

∂ ∂∂ ∂
 (7) 

òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿþò ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (4). 
Èç óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ (1) ïîëó÷èì  

 1 2 2 1
2 2

2,      ,       
(1 )(1 ) (1 )

N N
x y xy

N NN N N N

N N N N S
DD D

− ν − ν
ε = ε = ε =

− ν− ν − ν
. (8) 

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèÿ (8) ñîîòíîøåíèÿ (7), à ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â 
óðàâíåíèÿ ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé (6), íàõîäèì ïåðâîå ðàçðåøàþùåå 
óðàâíåíèå: 

 
2

2 2
1 0

(1 )N N

h w
RD x

∂∆∆Φ + =
− ν ∂

. (9) 

Èñïîëüçóÿ òðåòüå èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (4), óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (1) è 
ñîîòíîøåíèÿ (7), ïðèõîäèì êî âòîðîìó ðàçðåøàþùåìó óðàâíåíèþ: 

 
2

2
2

( , ) 0M
hD w w q x y
R x

∂ Φ∆∆ − − ρω − =
∂

 , (10) 

ãäå 

 
2 2

0 2 2
,           q p M

x y
∂ ∂= + ∆ ∆ = +

∂ ∂
. 

Òàêèì îáðàçîì, êîìïëåêñíàÿ ðàçðåøàþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ïî-
ëîãîé èçîòðîïíîé öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè èìååò âèä (9), (10). 

Ê ýòîé ñèñòåìå äîáàâèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, îòâå÷àþùèå ñëó÷àþ øàð-
íèðíîãî îïèðàíèÿ òîðöîâ ïàíåëè:  
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2

2
0,       0,       0,       0,         0,xw M x a

x
∂ Φ= = Φ = = =
∂

, 

 
2

2
0,       0,       0,       0,          0,yw M y b

y
∂ Φ= = Φ = = =
∂

. (11) 

Óðàâíåíèÿ (9)–(11) äàþò âîçìîæíîñòü èññëåäîâàòü àêòèâíîå äåìïôèðî-
âàíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè ïðè äåéñòâèè íà íåå íåèçâåñòíîé ìåõàíè-
÷åñêîé íàãðóçêè. Çàäà÷à ñîñòîèò â ðàñ÷åòå òîé ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ, êîòî-
ðóþ íåîáõîäèìî ïîäâåñòè ê àêòóàòîðó äëÿ êîìïåíñàöèè ìåõàíè÷åñêîé íà-
ãðóçêè. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî íàãðóçêà ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé, åå íàäî âîññòà-
íîâèòü ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïîêàçàíèÿì ñåíñîðà. 

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è. Äëÿ øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ òîðöîâ öè-
ëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè ðåøåíèå çàäà÷è î åå âûíóæäåííûõ ðåçîíàíñíûõ êî-
ëåáàíèÿõ ïî íåêîòîðîé ìîäå ïðè äåéñòâèè íà íåå ãàðìîíè÷åñêèõ ìåõàíè-
÷åñêîé è ýëåêòðè÷åñêîé íàãðóçîê áóäåì èñêàòü â âèäå 

 in sin ,          sin sinmn m n mn m nw w s k x p y k x p y= Φ = Φ , (12) 

ãäå ,  .m n
m nk p
a b
π π= =  

Ðåçîíàíñíûå ñîñòàâëÿþùèå ìåõàíè÷åñêîé è ýëåêòðè÷åñêîé íàãðóçêè 
òàêæå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå 

 0 0sin sin , in sinmn m n mn m np q k x p y M M s k x p y= = . (13) 

 Ïóñòü öåíòð àêòóàòîðà ðàçìåùåí â òî÷êå ( , ),ξ η  à åãî ðàçìåðû ðàâíû 

( , ).c d  Òîãäà ïîëó÷èì 

 016 ( , , , )
mn

m n

M c d
M

abk p
ϕ ξ η

= , 

 ( , , , ) sin sin sin sin
2 2
n n

m n

k c p d
c d k pϕ ξ η = ξ η . (14) 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ,mn mnw Φ  ìîæíî èñïîëüçîâàòü âàðèàöèîííûå ìåòîäû 

ëèáî ìåòîä Áóáíîâà – Ãàëåðêèíà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñëåäíèì ïîäñòàâèì 
(12), (13) â óðàâíåíèÿ (9), (10), à ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò óìíîæèì íà ôóíê-
öèþ ôîðìû è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ïëîùàäè îáîëî÷êè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì 
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:  

 
2

1

2
,            mn m

mn mn mn
mn mn

k
w w

hR
∆

= Φ =
∆ ∆

, (15) 

ãäå  

 
4

2 2 2 2 2 2
1 2 2

( ) ,     ( ) m
mn mn m n mn mn M m n

mn

k
p k p M D k p

R
∆ = − + ∆ = + + − ρω

∆
 , 

 2 2 2
2
1( )

(1 )
mn m n

N N

h k p
D

∆ = +
− ν

. (16) 

Äëÿ ðåàëèçàöèè óêàçàííîãî âûøå ïîäõîäà ê äåìïôèðîâàíèþ êîëåáà-
íèé ïðè íåèçâåñòíîé ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêå íåîáõîäèìî èìåòü âûðàæåíèÿ 
äëÿ ïîêàçàíèé ñåíñîðà ïðè äåéñòâèè íà ïàíåëü òîëüêî ìåõàíè÷åñêîé íà-
ãðóçêè. Äëÿ êîðîòêî-çàìêíóòûõ ýëåêòðîäîâ âåëè÷èíà çàðÿäà íà ñåíñîðå 
îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì 

 

1

31 0 1 1 2
( )

( ) ( )
S

Q h h dx dy= − γ + +∫∫ æ æ . (17) 

Äëÿ ðàçîìêíóòûõ ýëåêòðîäîâ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïî 
ôîðìóëå 

 1

1 33
S

h Q
V

S
=

γ
. (18) 
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàíèé ñåíñîðà ïðè êîëåáàíèÿõ ïî íåêîòîðîé ìîäå 
( , )m n  ïîäñòàâèì (12) â ôîðìóëû (17), (18) è âû÷èñëèì èíòåãðàëû ïî ïëî-
ùàäè ñåíñîðà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå âêëþ÷åíèÿ âûïîëíÿ-
þò îäíîâðåìåííî ôóíêöèè ñåíñîðà è àêòóàòîðà. Ïîýòîìó ðàçìåñòèì ñåíñîð 
òàêèì æå îáðàçîì, êàê è àêòóàòîð. Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëåíèé ïî-
ëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïîêàçàíèÿ ñåíñîðà ïðè êîëåáàíèÿõ öè-
ëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè ïî ìîäå ( , ) :m n  

 31 0 1
( , , , )

4 ( )mn mn
m n

c d
Q h h w

k p
ϕ ξ η

= − γ + . (19) 

Ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ñåíñîðà ïðè ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ïî îïðå-
äåëåííîé ìîäå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì 

 1

1 33
.mn

Smn

h Q
V

S
=

γ
 (20) 

Ðåøåíèå çàäà÷è î ðåçîíàíñíûõ ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ïàíåëè ïî 
ìîäå ( , )m n  èìååò ñëåäóþùèé âèä: 

 
2

.mn
mn

mn

p
w =

∆
 (21) 

Ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ 

 
4

2 2 2
2 2 2

1 ( )
( )

m mn
mn M m n

mn mn

k
D k p

R

′∆ ′ω = + + ρ ′ ′′∆ + ∆  . (22) 

Ïðè ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèÿõ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ÷àñòîòà ìåõàíè÷åñêîé è 
ýëåêòðè÷åñêîé íàãðóçêè áëèçêà ê ÷àñòîòå .mnω  Èìåííî â îêðåñòíîñòè ýòîé 

÷àñòîòû è ñîâåðøàþòñÿ êîëåáàíèÿ ïàíåëè. Ïîäñòàâëÿÿ (21) â (19), (20), ïî-
ëó÷èì ñâÿçü ìåæäó ïîêàçàíèÿìè ñåíñîðà è íàãðóçêîé:  

 2

31 0 1
,

4 ( ) ( , , , )
mn mn

mn

Q
p

h h c d
∆

= −
γ + ϕ ξ η

 (23) 

 1 33 2

31 1 0 14 ( ) ( , , , )
Smn mn

mn

S V
p

h h h c d
γ ∆

= −
γ + ϕ ξ η

. (24) 

Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû äàþò âîçìîæíîñòü ðåàëèçîâàòü òðåòèé èç óêàçàííûõ 
âûøå ïîäõîäîâ. 

Àíàëèç ðåøåíèÿ. Èç (15), (16) âèäíî, ÷òî äëÿ êîìïåíñàöèè âíåøíåé 
ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè ê àêòóàòîðó íåîáõîäèìî ïîäâåñòè ðàçíîñòü ïîòåí-
öèàëîâ, îïðåäåëÿåìóþ èç ñîîòíîøåíèÿ  

 
2 2

1

1
16 ( , , , )( )

m n mn
A

m n

k p pabV
f c dk p

=
ϕ ξ η+

. (25) 

Çäåñü ñîãëàñíî (2), (3) 
1

1 31 1 0
1 ( )
2

f h h= γ +  ëèáî 

0 0

31 1 0 1 33
1 1 0

0 33 1 33

( )

2

h h h
f

h h

γ + γ
=

γ + γ
 â çàâè-

ñèìîñòè îò ïðèñóòñòâèÿ èëè îòñóòñòâèÿ âíóòðåííèõ ýëåêòðîäîâ. 
Ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ (25) àìïëèòóäà èçãèáíûõ êîëåáàíèé íà 

ðàññìàòðèâàåìîé ìîäå áóäåò ðàâíà íóëþ. Ïðè ýòîì èç âòîðîãî èç ñîîòíî-
øåíèé (15) èìååì 0.mnΦ =  

Ñîîòíîøåíèå (25) èìååò ìåñòî è â ñëó÷àå çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ ìàòåðè-
àëà îò òåìïåðàòóðû, íàïðèìåð, òåìïåðàòóðû äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà è 
äàæå ïðè ó÷åòå ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè ìàòåðèàëîâ. Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî 
åñëè ñâîéñòâà àêòèâíîãî ìàòåðèàëà íå çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû èëè îò àìï-
ëèòóäíûõ çíà÷åíèé äåôîðìàöèé, òî íåîáõîäèìàÿ äëÿ êîìïåíñàöèè îñíîâ-
íîé ìîäû êîëåáàíèé ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ íå çàâèñèò îò ñâîéñòâ ïàññèâíî-
ãî ìàòåðèàëà, òàê ÷òî â òàêîì ñëó÷àå íà ýòó âåëè÷èíó íå âëèÿåò íè òåìïå-
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ðàòóðà, íè ôèçè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü. Ýòî î÷åíü âàæíûé ôàêò, ïîñêîëüêó 
îí ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü óêàçàííóþ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ïî ïðîñòåé-
øåé ëèíåéíîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè. Åñëè æå ñâîéñòâà ïüåçîìàòåðèàëà 
çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû èëè îò àìïëèòóä äåôîðìàöèé, òî èç ôîðìóëû (25) 
âèäíî, ÷òî ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìîæåò ñóùåñòâåííî èçìåíèòüñÿ â çàâèñè-
ìîñòè îò ÷óâñòâèòåëüíîñòè 31γ  ê èçìåíåíèþ òåìïåðàòóðû èëè àìïëèòóäû 
êîëåáàíèé.  

Îñíîâíûå íåäîñòàòêè ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà ôîðìóëå (25), ñîñòîÿò â 
òîì, ÷òî 1) ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ íå äåìïôèðóþòñÿ è 2) íåîáõîäèìî çíàòü 
âíåøíþþ ìåõàíè÷åñêóþ íàãðóçêó. Ïåðâûé íåäîñòàòîê óñòðàíÿåòñÿ íàëè÷è-
åì âíóòðåííèõ ïîòåðü â ìàòåðèàëàõ. Äëÿ óñòðàíåíèÿ âòîðîãî íåäîñòàòêà 
èñïîëüçóåì óïîìÿíóòûé âûøå òðåòèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ôîðìóëàõ 
(23)–(25).  

Ïîäñòàâèì íàéäåííóþ èç âûðàæåíèé (22), (23) íàãðóçêó â ôîðìóëó (25) 
äëÿ ïîòåíöèàëà àêòóàòîðà, êîìïåíñèðóþùóþ äàííóþ íàãðóçêó. Â ðåçóëüòà-
òå ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ýòîãî ïîòåíöèàëà: 

 
2

2
2 2
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Êàê âèäíî, ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ê àêòóàòîðó ïîä-
âîäèòñÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïîêà-
çàíèÿì ñåíñîðà ïî ôîðìóëàì (26), (27).  

Ýôôåêòèâíîñòü àêòèâíîãî äåìïôèðîâàíèÿ âûíóæäåííûõ ðåçîíàíñíûõ 
êîëåáàíèé ïàíåëè çàâèñèò îò ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû ñåíñîðîâ è àêòóàòîðîâ. 
Ïðè çàäàííîé âåëè÷èíå íàãðóçêè òîò àêòóàòîð ðàáîòàåò ýôôåêòèâíåå, ê êî-
òîðîìó íåîáõîäèìî ïîäâåñòè ìåíüøóþ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ äëÿ êîìïåíñà-
öèè çàäàííîé íàãðóçêè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðè çàäàííîé ìåõàíè÷åñêîé íàãðóç-
êå òîò ñåíñîð ðàáîòàåò ýôôåêòèâíåå, ó êîòîðîãî ïîêàçàòåëè áîëüøå. Êàê 
âèäíî èç ôîðìóë (19), (20), (25), ýôôåêòèâíîñòü ïüåçîâêëþ÷åíèé çàâèñèò îò 
èõ ðàçìåùåíèÿ è ðàçìåðîâ, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü çàâèñÿò îò ìîäû êîëå-
áàíèé. Àíàëèç âëèÿíèÿ ýòèõ ôàêòîðîâ ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó ôóíêöèè 

( , , , )c dϕ ξ η  íà ýêñòðåìóì. Òàêîé àíàëèç äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû ïðåä-

ñòàâëåí â [5]. Òàê êàê ôóíêöèè ( , , , )c dϕ ξ η  äëÿ ïàíåëè è ïëàñòèíû îäèíàêî-
âû, òî ïðåäñòàâëåííûå â [5] ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî è äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé 
ïàíåëè. 

Íàèáîëüøóþ îïàñíîñòü äëÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè êîíñòðóêöèé ïðåäñòàâ-
ëÿþò êîëåáàíèÿ íà íàèáîëåå ýíåðãîåìêîé ìèíèìàëüíîé ÷àñòîòå. Äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ýòîé ÷àñòîòû íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü âûðàæåíèå ïîä êîðíåì â 
ôîðìóëå (22) íà ìèíèìóì. Ïðè ýòîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîëîãîé öè-
ëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè äëÿ øèðîêîãî äèàïàçîíà ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ 
è æåñòêîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ìèíèìàëüíîé ÷àñòîòå îòâå÷àþò çíà÷åíèÿ 

1.m n= =  Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû ïüåçîâêëþ÷åíèé áóäåò 
ñàìîé âûñîêîé ïðè ïîëíîì ïîêðûòèè ïàíåëè ñåíñîðàìè è àêòóàòîðàìè.  

Âûâîäû. Ðåøåíà çàäà÷à îá àêòèâíîì äåìïôèðîâàíèè âûíóæäåííûõ ðå-
çîíàíñíûõ êîëåáàíèé èçîòðîïíîé âÿçêîóïðóãîé öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè 
ïðè ïîìîùè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âíåøíÿÿ ìå-
õàíè÷åñêàÿ íàãðóçêà íåèçâåñòíà. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä 
Áóáíîâà – Ãàëåðêèíà. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ìåõàíè÷åñ-
êîé íàãðóçêè ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïîêàçàíèÿì ñåíñîðà – çàðÿäó ëèáî 
ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ íàãðóçêè äëÿ äåìïôèðîâàíèÿ 
êîëåáàíèé ê àêòóàòîðó ïîäâîäèòñÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ, êîòîðàÿ êîìïåí-
ñèðóåò äåéñòâèå âíåøíåé íàãðóçêè. Ïðè ýòîì àìïëèòóäà êîëåáàíèé ïî ñî-
îòâåòñòâóþùåé ìîäå ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ. Â ôîðìóëó äëÿ óêàçàííîé 
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ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ âõîäÿò ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïîêàçàíèÿ ñåíñîðà. Èñ-
ñëåäîâàíî âëèÿíèå ðàçìåùåíèÿ ñåíñîðîâ è àêòóàòîðîâ, èõ ðàçìåðîâ, âÿç-
êîñòè è òåìïåðàòóðû íà ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû ñåíñîðîâ è àêòóàòîðîâ è íà 
ýôôåêòèâíîñòü àêòèâíîãî äåìïôèðîâàíèÿ ñ èõ ïîìîùüþ. Èç ïîëó÷åííûõ 
ôîðìóë âèäíî, ÷òî îáÿçàòåëüíûì óñëîâèåì ýôôåêòèâíîãî äåìïôèðîâàíèÿ 
âûíóæäåííûõ ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé ïî ïðåäëàãàåìîìó ìåòîäó ÿâëÿåòñÿ 
íàëè÷èå âÿçêîñòè â ìàòåðèàëå ïàññèâíîãî ñëîÿ. Ïðè åå îòñóòñòâèè ïîêàçà-
íèÿ ñåíñîðà íà ðåçîíàíñå ïðè ïðèáëèæåíèè ê ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå ñòðå-
ìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè ìàëîé âÿçêîñòè ìàòåðèàëà óïðàâëåíèå êîëåáà-
íèÿìè ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíûì ê îøèáêàì èçìåðåíèé.  
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АКТИВНЕ ДЕМПФУВАННЯ ВИМУШЕНИХ РЕЗОНАНСНИХ КОЛИВАНЬ 
ІЗОТРОПНОЇ ПОЛОГОЇ В’ЯЗКОПРУЖНОЇ ЦИЛІНДРИЧНОЇ ПАНЕЛІ ПРИ ДІЇ НА НЕЇ 
НЕВІДОМОГО МЕХАНІЧНОГО НАВАНТАЖЕННЯ 
 
Çà äîïîìîãîþ íîâîãî ï³äõîäó ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî àêòèâíå äåìïôóâàííÿ âèìó-
øåíèõ ðåçîíàíñíèõ êîëèâàíü ³çîòðîïíî¿ â’ÿçêîïðóæíî¿ öèë³íäðè÷íî¿ ïàíåë³ ç 
øàðí³ðíî îáïåðòèìè òîðöÿìè. Ìåõàí³÷íå íàâàíòàæåííÿ ââàæàºòüñÿ íåâ³äîìèì ³ 
âèçíà÷àºòüñÿ ç åêñïåðèìåíòàëüíèõ ïîêàçíèê³â ñåíñîðà. Çàäà÷à ðîçâ’ÿçóºòüñÿ ìå-
òîäîì Áóáíîâà – Ãàëüîðê³íà. Îäåðæàíî ôîðìóëó äëÿ ð³çíèö³ ïîòåíö³àë³â, ÿêó ïî-
òð³áíî ï³äâåñòè äî àêòóàòîðà äëÿ äåìïôóâàííÿ ðåçîíàíñíèõ êîëèâàíü ïàíåë³. 
Äîñë³äæåíî âïëèâ ðîçì³ð³â ñåíñîð³â òà àêòóàòîð³â, äèñèïàòèâíèõ âëàñòèâîñòåé 
ìàòåð³àë³â ³ òåìïåðàòóðè íà åôåêòèâí³ñòü àêòèâíîãî äåìïôóâàííÿ âèìóøåíèõ 
ðåçîíàíñíèõ êîëèâàíü öèë³íäðè÷íî¿ ïàíåë³.  
 
ACTIVE DAMPING OF FORCED RESONANT VIBRATIONS OF ISOTROPIC SHALLOW  
VISCOELASTIC CYLINDRICAL PANEL UNDER UNKNOWN MECHANICAL LOADING  
 
By a new approach active damping of the forced resonant vibrations of isotropic visco-
elastic cylindrical panel with simply supported edges is considered. It is supposed that 
mechanical load is unknown. It is found by experimental data of a sensor. The problem 
is solved by the Bubnov – Galerkin method. A formula for the potential difference to 
damp the forced vibrations of the panel is obtained. Influence of dimensions of the sen-
sors and actuators, dissipative material properties and temperature on effectiveness of 
active damping forced resonant vibrations is investigated.  
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