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НЕЛИНЕЙНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ВНУТРЕННИХ 
И ПОВЕРХНОСТНЫХ ГРАВИТАЦИОННЫХ ВОЛН В ДВУХСЛОЙНОЙ 
ЖИДКОСТИ СО СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ 
 

Ðàññìîòðåíà íîâàÿ íåëèíåéíàÿ ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíîâûõ ïàêåòîâ â 
ñèñòåìå «æèäêèé ñëîé ñ òâåðäûì äíîì – æèäêèé ñëîé ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõ-
íîñòüþ». Ìåòîäîì ìíîãîìàñøòàáíûõ ðàçëîæåíèé ïîëó÷åíû ïåðâûå òðè ëè-
íåéíûå ïðèáëèæåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è. Ïîñòðîåíû è ïîäðîáíî àíàëèçèðó-
þòñÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò 
âíóòðåííÿÿ è ïîâåðõíîñòíàÿ ñîñòàâëÿþùèå âîëíîâîãî ïîëÿ è ïðîàíàëèçèðî-
âàíî èõ âçàèìîäåéñòâèå. 

 
Ââåäåíèå. Èçó÷åíèå âíóòðåííèõ âîëí êîíå÷íîé àìïëèòóäû ïðèâëåêàëî 

áîëüøîå âíèìàíèå ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàòåëåé: (Benjamin, 1966, 1967) 
[11, 12], (Benney, 1966) [13], (Ono, 1975) [30], (Davis, Acrivos, 1967) [20], (Ku-
bota et al., 1978) [27]. Áîëüøèíñòâî âûïîëíåííîé òåîðåòè÷åñêîé ðàáîòû áûëî 
ñâÿçàíî ñ àíàëèçîì âîëíîâûõ äâèæåíèé â ñèñòåìàõ, ãäå âíóòðåííèå âîëíû 
ñëàáî ëèíåéíû è äëèííûå ïî îòíîøåíèþ ê ïîëíîé ãëóáèíå æèäêîñòè. Íåîá-
õîäèìûå ïðîöåäóðû ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèþ Êîðòåâåãà äå Ôðèçà, îïèñûâàþ-
ùåãî ýâîëþöèþ âîëíîâîãî äâèæåíèÿ ïðè áàëàíñå ìåæäó íåëèíåéíîñòüþ è 
äèñïåðñèåé (Grimshaw et al., 2002) [23]. Ýòî óðàâíåíèå áûëî äîñòàòî÷íî õî-
ðîøî èçó÷åíî è áûëè ðàçâèòû ìåòîäû, äàþùèå òî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ïðîèç-
âîëüíî çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (Segur, 1973) [31]. 

Ðàñïðîñòðàíåíèå è óñòîé÷èâîñòü âîëíîâûõ ïàêåòîâ íà ãðàíèöå ðàçäåëà 
ïîëóáåñêîíå÷íûõ æèäêîñòåé âïåðâûå èññëåäîâàë Íàéôå (Nayfeh, 1976) [29]. 
Â ðàáîòå (Lu, Chwang, 2005) [28] èññëåäóåòñÿ àíàëèòè÷åñêè âçàèìîäåéñòâèå 
èíòåðôåéñíûõ âîëí â äâóõ ïîëóáåñêîíå÷íûõ æèäêîñòÿõ â ñëó÷àÿõ äâóõ íå-
âÿçêèõ æèäêîñòåé è êîìáèíàöèé, êîãäà îäíà èç æèäêîñòåé âÿçêàÿ.  

Â òî æå âðåìÿ íåêîòîðûå áîëåå ïîçäíèå ðàáîòû êàñàþòñÿ ýòîé ïðîáëå-
ìû, îòìåòèì íåêîòîðûå èç íèõ (Segur, Hammack, 1982) [32], (Yuen, Lake, 
1982) [42], (Ablowitz, Segur, 1980) [9], (Whitham, 1980) [41], (Bhatnagar, 1979) 
[14]. Â ðàáîòå (Selezov, Korsunsky, 1992) [35] èññëåäîâàëîñü àñèìïòîòè÷åñ-
êèì ìåòîäîì ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â äâóõñëîéíîé æèäêîìåòàëëè÷åñêîé 
ñðåäå â ÌÃÄ-ïîñòàíîâêå. Ðàñïðîñòðàíåíèå íåëèíåéíûõ âîëí â äâóõ- è 
òðåõñëîéíûõ æèäêîñòÿõ èññëåäîâàëîñü â ðàáîòàõ (Selezov, Huq, 1997) [34], 
(Selezov et al., 1997) [33], à âîçáóæäåíèå íåëèíåéíûõ âîëí ïðè íàëè÷èè ïðå-
ïÿòñòâèÿ íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà â ðàáîòå (Selezov et al., 1999) [36]. 

Â ïðèâåäåííîì íèæå àíàëèçå ïðåäñòàâëåíû â îñíîâíîì ïîñëåäíèå ñî-
âðåìåííûå äîñòèæåíèÿ. Â (Vincze et al., 2007) [39] èññëåäóåòñÿ âçàèìîäåéñò-
âèå âåðõíåé æèäêîñòè ñ íèæíèì ñåëåâûì ïîòîêîì è ïîêàçàíî âîçíèêíîâå-
íèå âåðòèêàëüíûõ âèáðàöèé, îáóñëîâëåííûõ ãåíåðèðîâàíèåì âíóòðåííèõ 
âîëí â ïèêíîêëèíå. Â ðàáîòå (Ìàêàðåíêî, Ìàëüöåâà, 2008) [3] èññëåäóåòñÿ â 
ðàìêàõ âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ òåîðèè ìåëêîé âîäû ðàñïðîñòðàíåíèå âíóò-
ðåííèõ âîëí â äâóõñëîéíîé æèäêîñòè, îãðàíè÷åííîé ñâåðõó è ñíèçó, â ñëó-
÷àå, êîãäà â êàæäîì ñëîå åñòü ñëàáàÿ íåïðåðûâíàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ. Â ðàáî-
òå (Debsarma, Das, 2007) [21] èññëåäóåòñÿ â ðàìêàõ êàïèëëÿðíî-ãðàâèòàöè-
îííîé ïîñòàíîâêè óñòîé÷èâîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ äâóõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ 
ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè, íî èìåþùèõ ðàçíûå äëèíû 
âîëí. Â (Carr, Davies, 2006) [17] ïðåäñòàâëåíû ýêñïåðèìåíòû ïî ðàñïðîñòðà-
íåíèþ âîëí â äâóõñëîéíîé æèäêîñòè, ãåíåðèðóåìûõ ðàçðåæåíèåì ñâåðõó, 
÷òî â ðåçóëüòàòå ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ ñòðóè âäîëü äîííîé ïîâåðõíîñ-
òè. Â ðàáîòå (Sutherland, Nault, 2007) [38] ïðåäñòàâëåíû ýêñïåðèìåíòû ïî 
ðàñïðîñòðàíåíèþ âîëí â äâóõñëîéíîé æèäêîñòè ñ ó÷åòîì êîíå÷íîé òîëùè-
íû èíòåðôåéñà. Â ðàáîòå (Haciyev, 2006) [24] ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ðå-
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øåíèÿ çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí â êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé äâóõñëîéíîé 
æèäêîñòè, îãðàíè÷åííîé ñâåðõó è ñíèçó æåñòêèìè ãðàíèöàìè. Ðàññìàòðèâà-
þòñÿ äâå çàäà÷è: â îäíîé ê ïîâåðõíîñòè ïðèëîæåí èìïóëüñ òèïà δ -ôóíê-
öèè ïî âðåìåíè è êîîðäèíàòå, â äðóãîé – ýòîò èìïóëüñ äâèæåòñÿ âäîëü ïî-
âåðõíîñòè ðàçäåëà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Ðåøåíèÿ ïîñòðîåíû ñ ïðèìåíå-
íèåì èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåõîäîì ê 
îðèãèíàëàì â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðåíû ïðåäåëüíûå ñëó÷àè ãëó-
áîêîé è ìåëêîé âîäû è óñòàíîâëåíû êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè è ðåæèìû 
ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåóñòàíîâèâøèõñÿ è ñòàöèîíàðíûõ âîëí (êðèòè÷åñêèå 
ñêîðîñòè è ðåçîíàíñû). 

Èç ðàáîò, îïóáëèêîâàííûõ â ïîñëåäíåå âðåìÿ îá èññëåäîâàíèÿõ äâóõ-
ñëîéíûõ æèäêîñòåé, îòìåòèì ñëåäóþùèå ðàáîòû. Â ñòàòüå (Buick, Martin, 
2003) [15] è äðóãèõ ìîäåëèðîâàëèñü âíóòðåííèå âîëíû ìåæäó äâóìÿ âÿçêè-
ìè íåñæèìàåìûìè ñëîÿìè è ðåçóëüòàòû áûëè ñðàâíåíû ñ âîëíàìè, ãåíåðè-
ðîâàííûìè â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ. Óñòàíîâëåíî äîâîëüíî õîðîøåå ñîîò-
âåòñòâèå. Âíèìàíèÿ çàñëóæèâàþò òàêæå òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ â ðà-
áîòå (Choi, Camassa, 1999) [19], ãäå áûëè ðåøåíû ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ, âû-
âåäåííûå èç óðàâíåíèé Ýéëåðà, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ âíóòðåííèõ ãðà-
âèòàöèîííûõ âîëí â äâóõñëîéíîé íåâÿçêîé è íåñìåøèâàþùåéñÿ æèäêîñòè, 
ïðè÷åì íèêàêèå îãðàíè÷åíèÿ íà àìïëèòóäó íå íàëîæåíû. Ýòè æå èññëåäî-
âàòåëè óêàçàëè îáëàñòè ïðèãîäíîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé äëÿ 
ñèëüíî íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ âíóòðåííèõ âîëí â ñèñòåìå «ñëîé –
 ñëîé» (Camassa et al., 2006) [16]. 

Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè â ïðåîáëàäàþùåì êîëè÷åñòâå çàäà÷ ìåõàíèêè 
è ôèçèêè, ãäå ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ìíîãîìàñøòàáíûõ ðàçëîæåíèé, áûëè ïî-
ëó÷åíû ðåçóëüòàòû äî òðåòüåãî ïîðÿäêà. Ñðåäè íèõ ìîæíî îñîáåííî âûäå-
ëèòü êëàññ çàäà÷, ó÷èòûâàþùèõ ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå, ÷òî ñóùåñòâåí-
íî âëèÿåò íà ðàñïðîñòðàíåíèå êàïèëëÿðíî-ãðàâèòàöèîííûõ âîëí, ãäå èìååò 
ìåñòî âàæíûé âêëàä âûñîêèõ ãàðìîíèê â âîëíîâîé ïðîöåññ â öåëîì. Â ïóá-
ëèêàöèÿõ (Àâðàìåíêî, 2001) [1], (Ñåëåçîâ, Àâðàìåíêî, 2000–2001) [4, 5], (Ñå-
ëåçîâ è äð., 2005–2006) [6, 7] èññëåäîâàíû äâóõñëîéíûå ñèñòåìû âèäà «ïî-
ëóïðîñòðàíñòâî – ïîëóïðîñòðàíñòâî», «ñëîé – ïîëóïðîñòðàíñòâî» äî ÷åò-
âåðòîãî ïðèáëèæåíèÿ è ñèñòåìà «ñëîé – ñëîé» äî òðåòüåãî ïðèáëèæåíèÿ, à 
òàêæå ïðåäñòàâëåíî îáîñíîâàíèå ìåòîäîëîãè÷åñêèõ íþàíñîâ ìåòîäà ìíîãî-
ìàñøòàáíûõ ðàçëîæåíèé. Àíàëèç ïðåäûäóùèõ èññëåäîâàíèé ïîêàçûâàåò, 
÷òî áîëüøèíñòâî çàäà÷ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíîâûõ ïàêåòîâ âäîëü ïîâåðõ-
íîñòè êîíòàêòà â ðàìêàõ ñëàáî íåëèíåéíûõ ìîäåëåé êàñàëèñü äâóõñëîéíûõ 
æèäêîñòåé, ïðè ýòîì èçó÷àëèñü ïîâåðõíîñòíûå èëè âíóòðåííèå âîëíîâûå 
ïàêåòû.  

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò èññëåäîâàíèÿ íå 
òîëüêî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îòäåëüíûõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ, íî è âçàèìîäåéñòâèå 
âíóòðåííèõ è ïîâåðõíîñòíûõ âîëí. Ïðèáëèæåíèå «òâåðäîé êðûøêè» äîñòà-
òî÷íî îáîñíîâàíî â ðàìêàõ îòäåëüíûõ ìîäåëåé âîëíîâûõ äâèæåíèé, íî îá-
ëàñòè åãî äîñòîâåðíîñòè äëÿ ãðàâèòàöèîííî-êàïèëëÿðíûõ âîëí â ðàìêàõ 
ñëàáî íåëèíåéíîé ìîäåëè òàêæå ïðåäñòàâëÿþò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ. 

Â ðàáîòå (Watson, 1996) [40] ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ãåíåðàöèè âíóò-
ðåííèõ âîëí ïîâåðõíîñòíûìè. Ðàñïðîñòðàíåíèå ãðàâèòàöèîííî-êàïèëëÿð-
íûõ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí ïðè íàëè÷èè ãåíåðàöèè âíóòðåííèõ âîëí áîëüøîé 
àìïëèòóäû ðàññìîòðåíî â êîðîòêîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè (Bakhanov et al., 
1999) [10]. Â ðàáîòå (Ãðèìøîó, Ïåëèíîâñêèé, 1995) [2] èçó÷åíî âçàèìîäåéñò-
âèå ïîâåðõíîñòíûõ è âíóòðåííèõ âîëí ñ äâèæóùèìèñÿ âîçìóùåíèÿìè. Â 
ðàáîòå (Donato et al., 1999) [22] èçó÷åíî ðàñïðîñòðàíåíèå êîðîòêèõ ïîâåðõ-
íîñòíûõ âîëí ñ ïðèìåíåíèåì ëó÷åâîé òåîðèè äëÿ ëèíåéíûõ âîëí, à òàêæå è 
ïîëíîå íåëèíåéíîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå. Èññëåäîâàíû íåëèíåéíûå âíóòðåí-
íèå âîëíû è ñîëèòîíû â øåëüôîâîé çîíå ßïîíñêîãî ìîðÿ (Ñåðåáðÿíûé è 
äð., 2005) [8]. Âûÿâëåíû îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè íàïðàâëåííîñòè ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ âíóòðåííèõ âîëí íà øåëüôå è âáëèçè ìàòåðèêîâîãî ñêëîíà. Â 
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ðàáîòå (Chi-Min Liu, 2006) [18] íà îñíîâå ìåòîäà âîçìóùåíèé ïîñòðîåíû 
ðåøåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Èññëåäóåòñÿ ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ è âëèÿíèå 
ýôôåêòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà íà âîëíîâîé ïðîôèëü. 

Â ðàáîòå (Hashizume, 1980) [25] âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êîðîòêèìè ïî-
âåðõíîñòíûìè è äëèííûìè âíóòðåííèìè âîëíàìè â äâóõñëîéíîé æèäêîñòè 
èññëåäîâàíî ìåòîäîì ìíîãîìàñøòàáíûõ ðàçëîæåíèé. Ïðè ðàâåíñòâå ãðóïïî-
âîé ñêîðîñòè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí è ôàçîâîé ñêîðîñòè âíóòðåííèõ âîëí ïî-
ëó÷åíî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå äëÿ ñâÿçàííîé îãèáàþùåé. Ïîêàçàíî ñèëüíîå 
âëèÿíèå íà îãèáàþùóþ òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû 
(Holloway et al., 2000) [26] è (Shingareva, Celaya, 2007) [37]. 

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâàÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à ðàñïðîñò-
ðàíåíèÿ âîëíîâûõ ïàêåòîâ â ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå, êîòîðàÿ ñîñòîèò 
èç äâóõ æèäêîñòåé ñ ðàçíûìè ñâîéñòâàìè, âåðõíÿÿ èç êîòîðûõ îãðàíè÷åíà 
ñâåðõó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ. Óñòàíàâëèâàþòñÿ óñëîâèÿ ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ âîëíîâûõ ïàêåòîâ êàê íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, òàê è íà ïîâåðõíîñòè 
êîíòàêòà æèäêîñòåé. Íà îáåèõ ïîâåðõíîñòÿõ ó÷èòûâàåòñÿ ñèëà ïîâåðõíîñò-
íîãî íàòÿæåíèÿ. 
 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîä ðåøåíèÿ. Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î ðàñïðî-
ñòðàíåíèè äâóìåðíûõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ êîíå÷íîé àìïëèòóäû íà ïîâåðõ-
íîñòè êîíòàêòà æèäêîãî ñëîÿ ñ ïëîò-
íîñòüþ 1ρ  è âåðõíåãî æèäêîãî ñëîÿ ñ 

ïëîòíîñòüþ 2ρ  (ðèñ. 1). Ñëîè ðàçäåëåíû 

ïîâåðõíîñòüþ êîíòàêòà ( , )z x t= η , à 
âåðõíèé ñëîé îãðàíè÷åí ñâîáîäíîé ïî-
âåðõíîñòüþ 0 ( , )z x t= η . Ïðè ðåøåíèè 

ó÷èòûâàåì ñèëû ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿ-
æåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà è íà 
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Ñèëà òÿæåñòè 
íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïîâåðõ-
íîñòè ðàçäåëà â îòðèöàòåëüíîì z -íà-
ïðàâëåíèè.  

Çäåñü ââåäåíû áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû ïðè ïîìîùè õàðàêòåðíîé äëè-
íû L , ðàâíîé òîëùèíå íèæíåãî ñëîÿ, ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ ñâîáîäíîé 
ïîâåðõíîñòè a , ïëîòíîñòè íèæíåãî ñëîÿ æèäêîñòè 1ρ , õàðàêòåðíîãî âðåìå-

íè 
1 2( )L g // , ãäå g  – óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ:  

 2 1 0 0( , ) ( , ),      ,      ,      ( , ) ( , )Lx z L x z t t a
g

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = ρ = ρ ρ η η = η η , 

 2
0 1 0,       ( , ) ( , )La T T L g T T

L g
∗ ∗ ∗ϕ = ϕ = ρ

/
. (1) 

Ïðåäñòàâèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è (çâåçäî÷êè îïóùåíû): 

 
2 2

2 2
0j j

x z

∂ ϕ ∂ ϕ
+ =

∂ ∂
 â ,         1,2j jΩ = , (2) 

 j j

t z x x

∂ϕ ∂ϕ∂η ∂η− = − α
∂ ∂ ∂ ∂

 ïðè ( , )z x t= αη ,  1,2j = , (3) 

 0 02 2

t z t z
∂η ∂η∂ϕ ∂ϕ

− = − α
∂ ∂ ∂ ∂

  ïðè 0 ( , )z x t= αη , (4) 

 
3 22 2

2 21 2
1 2 2

1 1(1 ) 1 0
2 2

T
t t x x

−∂ϕ ∂ϕ ∂η ∂ η  − ρ + − ρ η + α ∇ϕ − αρ ∇ϕ − + α =  ∂ ∂ ∂   ∂
( ) ( )

/

 

  ïðè ( , )z x t= αη ,  (5) 

 z

x

1ρ
g 1Ω

2h

O

( , )z x t= η

1h−

2ρ 2Ω

0 ( , )z x t= η

 
Рис. 1 
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23 22

2 0 02
2 0 2

1 1 0
2

T
t x x

−∂η ∂ η∂ϕ   + η + α ∇ϕ − + α =  ∂ ∂   ∂
( )

/

 

 ïðè 0 ( , )z x t= αη , (6) 

 1 0
z

∂ϕ
=

∂
 ïðè 1

1

h
z h

L
= − = − , (7) 

ãäå êîýôôèöèåíò íåëèíåéíîñòè α  ââåäåí êàê îòíîøåíèå a
L

= α  [11].  

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ìíîãîìàñøòàáíûõ ðàçëîæåíèé 
äî òðåòüåãî ïîðÿäêà (â äàëüíåéøåì çâåçäî÷êè îïóñêàåì) (Ono, 1975) [30]. 
Ïðåäñòàâèì èñêîìûå ôóíêöèè îòêëîíåíèÿ ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà, îòêëîíå-
íèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè è ïîòåíöèàëû ñêîðîñòåé â âèäå  

 
3

1 3
0 1 2 0 1 2

1

( , ) , , , , , ( )n
n

n

x t X X X t t t O−

=
η = α η + α∑ ( ) ,  

 
3

1 3
0 0 0 1 2 0 1 2

1

( , ) , , , , , ( )n
n

n

x t X X X t t t O−

=
η = α η + α∑ ( ) , 

 
3

1 3
0 1 2 0 1 2

1

( , , ) , , , , , , ( ),     1,2n
j jn

n

x z t X X X z t t t O j−

=
ϕ = α ϕ + α =∑ ( ) . (8) 

Áûñòðûé ìàñøòàá 0t  è êîðîòêèé ìàñøòàá 0X  õàðàêòåðèçóþò ÷àñòîòó 

è äëèíó âîëíû, ñîîòâåòñòâåííî. Ìåäëåííûå ìàñøòàáû 1t , 2t  è äëèííûå 

ìàñøòàáû 1X , 2X  õàðàêòåðèçóþò âðåìåííûå è ïðîñòðàíñòâåííûå èçìåíå-

íèÿ ôàçû è àìïëèòóäû âîëíû ,  i i
i it t X x= α = α( ) .  

2. Òðè ïðèáëèæåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è. Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëû (8) â 
ñèñòåìó (2)–(7), è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ α , 
ïîëó÷àåì òðè ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è. 

Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå (ïðè α ): 

 
2 2

11 11
2 2
0

0
X z

∂ ϕ ∂ ϕ
+ =

∂ ∂
 â 1Ω , (9) 

 
2 2

21 21
2 2
0

0
X z

∂ ϕ ∂ ϕ
+ =

∂ ∂
 â  2Ω , (10) 

 1 11

0
0

t z
∂η ∂ϕ

− =
∂ ∂

 ïðè 0z = , (11) 

 1 21

0
0

t z
∂η ∂ϕ

− =
∂ ∂

 ïðè 0z = , (12) 

 01 21

0
0

t z
∂η ∂ϕ

− =
∂ ∂

 ïðè 2z h= , (13) 

 
2

11 21 1
1 2

0 0 0

(1 ) 0T
t t X

∂ϕ ∂ϕ ∂ η
− ρ + − ρ η − =

∂ ∂ ∂
 ïðè 0z = , (14) 

 
2

0121
01 0 2

0 0

0T
t X

∂ η∂ϕ
+ η − =

∂ ∂
 ïðè 2z h= , (15) 

 11 0
z

∂ϕ
=

∂
 ïðè 1z h= − . (16) 
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Âòîðîå ïðèáëèæåíèå (ïðè 2α ): 

 
2 2 2

12 12 11
2 2

0 10

2 0
X XX z

∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ
+ + =

∂ ∂∂ ∂
 â 1Ω , 

 
2 2 2

22 22 21
2 2

0 10

2 0
X XX z

∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ
+ + =

∂ ∂∂ ∂
 â 2Ω , 

 
2

1 2 12 11 1 11
1 2

1 0 0 0t t z X Xz

∂η ∂η ∂ϕ ∂ ϕ ∂η ∂ϕ
+ − − η = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂
 ïðè 0z = , 

 
2

1 2 22 21 1 21
1 2

1 0 0 0t t z X Xz

∂η ∂η ∂ϕ ∂ ϕ ∂η ∂ϕ
+ − − η = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂
 ïðè 0z = , (17) 

 
2

01 02 0122 21 21
01 2

1 0 0 0t t z X Xz

∂η ∂η ∂η∂ϕ ∂ ϕ ∂ϕ
+ − − η = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂
 ïðè 2z h= , 

 
2 2

11 12 11 21 22 21
1 1 2

1 0 0 1 0 0
(1 )

t t t z t t t z
∂ϕ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ ϕ + + η − ρ + + η + − ρ η + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

 
2 2 2 2

11 11 21 21

0 0

1 1 1 1
2 2 2 2X z X z

∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ        + + − ρ + −        ∂ ∂ ∂ ∂        
 

 
2 2

2 1
2

0 10

2 0T
X XX

∂ η ∂ η − + = ∂ ∂ ∂
 ïðè 0z = , 

 
2 2 2

21 22 21 21 21
01 02

1 0 0 0

1 1
2 2t t t z X z

∂ϕ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ϕ ∂ϕ   + + η + η + + −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 

 
2 2

02 01
0 2

0 10

2 0T
X XX

∂ η ∂ η − + = ∂ ∂ ∂
 ïðè 2z h= , 

 12 0
z

∂ϕ
=

∂
 ïðè 1z h= − . 

Òðåòüå ïðèáëèæåíèå (ïðè 3α ): 

 
2 2 2 2 2

13 11 13 12 11
2 2 2

0 1 0 20 1

2 2 0
X X X XX X z

∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ
+ + + + =

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
 â 1Ω , 

 
2 2 2 2 2

23 21 23 22 21
2 2 2

0 1 0 20 1

2 2 0
X X X XX X z

∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ
+ + + + =

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
 â 2Ω , 

 
2 2 3

22 1 3 13 12 11 11
1 2 12 2 3

1 2 0

1
2t t t z z z z

∂η ∂η ∂η ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ
+ + − − η − η − η =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

 1 11 2 11 1 11 1 12

1 0 0 0 0 1 0 0X X X X X X X X
∂η ∂ϕ ∂η ∂ϕ ∂η ∂ϕ ∂η ∂ϕ

= − − − − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

 
2

1 11
1

0 0X X z
∂η ∂ ϕ

− η
∂ ∂ ∂

 ïðè 0z = , 

 
2 2 3

22 1 3 23 22 21 21
1 2 12 2 3

1 2 0

1
2t t t z z z z

∂η ∂η ∂η ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ
+ + − − η − η − η =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

 1 21 2 21 1 21 1 22

1 0 0 0 0 1 0 0X X X X X X X X
∂η ∂ϕ ∂η ∂ϕ ∂η ∂ϕ ∂η ∂ϕ

= − − − − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

 
2

1 21
1

0 0X X z
∂η ∂ ϕ

− η
∂ ∂ ∂

 ïðè 0z = , 
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2 2 3

202 01 03 23 22 21 21
01 02 012 2 3

1 2 0

1
2t t t z z z z

∂η ∂η ∂η ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ
+ + − − η − η − η =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

 01 02 01 0121 21 21 22

1 0 0 0 0 1 0 0X X X X X X X X
∂η ∂η ∂η ∂η∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ

= − − − − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

 
2

0121
01

0 0X z X
∂η∂ ϕ

− η
∂ ∂ ∂

 ïðè 2z h= , 

 
2 2 3

211 12 13 11 11 11 21
2 1 1 2

2 1 0 0 1 20

1
2t t t t z t z tt z

∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ϕ+ + + η + η + η − ρ +∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
 

 
2 2 3

222 23 21 21 21
2 1 1 2

1 0 0 1 0

1
2t t t z t z t z

∂ϕ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ + + + η + η + η +∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

 
2

12 11 11 11 12
1 3

0 0 1 0 1
(1 )

t z X X X X
∂ ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ

+ η + − ρ η + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

 
2 2 2

11 11 11 12 11 11 22
1 1 12

0 0 0X z X z z z t zz

∂ ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ
+ η + + η − ρη −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂
 

 
2

21 21 21 22 21 21 21 22
1

0 1 0 1 0 0X X X X X z X z z
∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ

− ρ − ρ − ρη − ρ −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

 
2 2 2 2

21 21 3 1 2
1 2 2 2

0 10 1

2T T T
z X Xz X X

∂ϕ ∂ ϕ ∂ η ∂ η ∂ η
− ρη − − − −

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
 

 
2 22

1 1 1
2

0 2 0 0

32 0
2

T T
X X X X

∂ η ∂η ∂ η − − = ∂ ∂ ∂  ∂
 ïðè 0z = , 

 
2 2 3 2

221 22 23 21 21 21 22
02 01 01 012

2 1 0 0 1 00

1
2t t t t z t z t zt z

∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ
+ + + η + η + η + η +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
 

 
2

21 21 21 22 21 21 21 22
03 01

0 1 0 01 0 0X X X X X z X z z
∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ

+ η + + + η + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

 
2 2 22

03 01 0221 21
01 0 0 02 2 2

0 10 1

2T T T
z X Xz X X

∂ η ∂ η ∂ η∂ϕ ∂ ϕ
+ η − − − −

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
 

 
2 22

01 01 01
0 0 2

0 2 0 0

3 0
2

T T
X X X X

∂ η ∂η ∂ η − − = ∂ ∂ ∂  ∂
 ïðè 2z h= , 

 13 0
z

∂ϕ
=

∂
 ïðè 1z h= − . (18) 

Ïîëó÷åííûå ïðèáëèæåíèÿ íà îñíîâå ìåòîäà ìíîãîìàñøòàáíûõ ðàçëî-
æåíèé (Nayfeh, 1976) [29] ïîñëå ðåàëèçàöèè (17) è (18) äîëæíû ïðèâîäèòü â 
èòîãå ê íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà, êàê è â ïðåäûäóùèõ èññëå-
äîâàíèÿõ (Ñåëåçîâ, Àâðàìåíêî, 2000–2001) [4, 5], (Ñåëåçîâ è äð., 2005–2006) 
[6, 7]. Â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èâàåìñÿ ïîäðîáíûì àíàëèçîì ïåðâîãî ïðèáëè-
æåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå áóäóò óñòàíîâëåíû õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè âçàèìî-
äåéñòâèÿ ïîâåðõíîñòíûõ è âíóòðåííèõ âîëí â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå. 

3. Ðåøåíèÿ ïåðâîé ëèíåéíîé çàäà÷è è äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå. Èç 
ïåðâîé ëèíåéíîé çàäà÷è (9)–(16) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ: 

 1
i iAe Aeθ − θη = + , (19) 

 1
11

1

ch ( )
sh ( )

i i k h zi Ae Ae
k kh

θ − θ +ωϕ = − −
( )

( ) , (20) 
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2 3

2 0 2
12 2 3

2 0 2

sh ( ) ( )ch ( )

ch ( ) ( )sh ( )
i ik h z k T k k h zi Ae Ae

k kh k T k kh
θ − θω − − + − ωϕ = − ω − + 

( ) ( )
( ) , (21) 

 
2

01 2 3
2 0 2ch ( ) ( ) sh ( )

i iAe Ae
kh k T k kh

θ − θ ωη = + ω − + 
( ) , (22) 

ãäå 0 0kx tθ = − ω , k  – âîëíîâîå ÷èñëî öåíòðà âîëíîâîãî ïàêåòà, ω  – ÷àñòî-

òà öåíòðà âîëíîâîãî ïàêåòà. Â ðàìêàõ ëèíåéíîé çàäà÷è îñòàþòñÿ òîëüêî 
ìàñøòàáû 0t  è 0x , ïîòîìó èíäåêñû ïðè ìàñøòàáíûõ ïåðåìåííûõ îïóñêà-

åì, ò. å. íèæå ïðîñòðàíñòâåííóþ è âðåìåííóþ êîîðäèíàòû áóäåì îáîçíà÷àòü 
x  è t  ñîîòâåòñòâåííî. 

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè íàéäåííûõ ðåøåíèé â ñîîòíîøåíèå (14) ïîëó÷àåì 
äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé ÷àñòîòó è âîëíî-
âîå ÷èñëî öåíòðà âîëíîâîãî ïàêåòà: 

 
2 3

2 2 30 2
1 2 3

2 0

( )cth ( )
cth( ) (1 )

cth( ) ( )

k T k kh
kh k Tk

kh k T k

ω − +
ω + ρω = − ρ +

ω − +
. (23) 

Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (23), ïî ñóùåñòâó, îïðåäåëÿåò óñëîâèÿ ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ ëèíåéíî óñòîé÷èâûõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ â ðàññìàòðèâàåìîé 
ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå «ñëîé ñ òâåðäûì äíîì – ñëîé ñî ñâîáîäíîé ïî-
âåðõíîñòüþ». Ïîëó÷åííîå äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå èìååò ìíîæèòåëü 

2 3
0 2

2 3
2 0

( )cth ( )

cth( ) ( )

k T k kh

kh k T k

ω − +

ω − +
, çàìåíà êîòîðîãî íà 2cth( )kh  ïðèâîäèò ê äèñïåð-

ñèîííîìó óðàâíåíèþ äëÿ ñèñòåìû «ñëîé – ñëîé» (Nayfeh, 1976) [29]. Îòìå-
òèì, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè è íà «òâåðäîé êðûø-
êå» íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû îäíè èç äðóãèõ íèêàêèì ãðàíè÷íûì ïåðåõîäîì 
ïîñêîëüêó îíè åñòü ôèçè÷åñêè íåñîâìåñòèìû.  

Èç äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (23) ïîëó÷àåì áèêâàäðàòíîå óðàâíåíèå 

 4 2 3
1 2 1 0cth( )cth ( ) cth ( )( )kh kh kh k T kω ρ + − ω + +[( )  

 3 3
2 0 2cth( )( ) cth ( )( )kh k T k kh k k Tk+ ρ + + − ρ + +]  

 3 3
0( )( ) 0k T k k k Tk+ + − ρ + =  (24) 

ïðè óñëîâèè 

 2 3
2 0cth( ) ( ) 0kh k T kω − + ≠ . 

Óðàâíåíèå (24) èìååò äâå ïàðû êîðíåé 

 
2 2

2 2
1 2

4 4
,           

2 2
b b ac b b ac

a a
− − − − + −

ω = ω = , 

ãäå 

 3 3
1 2 0cth( )cth ( ),      ( )( )a kh kh c k T k k k Tk= ρ + = + − ρ + , 

 3 3
1 0 2 0cth( )( ) cth ( )( )b kh k T k kh k T k= − + + ρ + +[  

 3
2cth( )( )kh k k Tk+ − ρ + ] . 

Ïåðâàÿ ïàðà êîðíåé 2
1ω  àíàëîãè÷íà ïàðå êîðíåé äèñïåðñèîííîãî óðàâ-

íåíèÿ ñèñòåìû «ïîëóïðîñòðàíñòâî – ïîëóïðîñòðàíñòâî», ïîñêîëüêó ïðè 
áåñêîíå÷íîì óâåëè÷åíèè òîëùèí ñëîåâ, 2h → ∞ , 1h → ∞ , âûðàæåíèå (23) 

äëÿ 2
1ω  âûðîæäàåòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåå äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (Nayfeh, 

1976) [29] 

 
2

2 (1 )
1

Tk k− ρ +ω =
+ ρ

. 
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Âòîðàÿ ïàðà êîðíåé 2
2ω  äëÿ ñèñòåìû «ñëîé – ñëîé ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõ-

íîñòüþ» ïîÿâèëàñü âïåðâûå ñðåäè àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ãèäðîäèíàìè÷åñ-
êèõ ñèñòåì «ïîëóïðîñòðàíñòâî ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ», «ïîëóïðîñòðàí-
ñòâî – ïîëóïðîñòðàíñòâî» (Nayfeh, 1976) [29], «ñëîé ñ òâåðäîé êðûøêîé –
ïîëóïðîñòðàíñòâî» (Ñåëåçîâ, Àâðàìåíêî, 2000) [5], «ñëîé – ñëîé» (Àâðàìåí-
êî, 2001) [1]. Ïîÿâëåíèå äîïîëíèòåëüíûõ êîðíåé äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ 
îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì äâóõ ïîâåðõíîñòåé, âäîëü êîòîðûõ ðàñïðîñòðàíÿþò-
ñÿ âîëíîâûå ïàêåòû: âäîëü ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà – âíóòðåííèå âîëíû, à 
âäîëü ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè – ïîâåðõíîñòíûå âîëíû. 

4. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ. Àíàëèç óñëîâèé çíàêîóñòîé÷èâîñòè è ðàâåíñò-

âà íóëþ êîðíåé óðàâíåíèÿ (24) ïðèâîäèò ê âûâîäàì î òîì, ÷òî 2
1 0ω = , åñëè 

1
k

T
ρ −= , à 2

2ω  âñåãäà áîëüøå íóëÿ. Çíà÷èò, ïîâåðõíîñòü êîíòàêòà ñèñòå-

ìû «ñëîé – ñëîé ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ» ëèíåéíî óñòîé÷èâà èëè íåóñ-
òîé÷èâà â çàâèñèìîñòè îò òîãî, åñòü ëè k  áîëüøå èëè ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî 

çíà÷åíèÿ 
1

ck
T

ρ −= , êîòîðîå îòäåëÿåò ëèíåéíî óñòîé÷èâîå âîëíîâîå äâè-

æåíèå îò íåóñòîé÷èâîãî. 
Ïðîàíàëèçèðóåì îòíîøåíèå àìïëèòóä ïåðâûõ ïðèáëèæåíèé îòêëîíå-

íèé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè 0 ( , )x tη  è ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ( , )x tη , êîòîðûå 

ñîîòâåòñòâóþò 2
1ω  è 2

2ω . Îáîçíà÷èì èõ 1a  è 2a  ñîîòâåòñòâåííî: 

 
2

1
1 2 3

1 2 0 2ch( ) ( ) sh( )
a

kh k T k kh

ω
=

ω − +
, 

 
12

2
2 2 3

2 2 0 2ch( ) ( ) sh ( )
a

kh k T k kh

−ω =  
ω − + 

. 

Âåëè÷èíà 1a  õàðàêòåðèçóåò âêëàä âîëíû ñ ÷àñòîòîé 1ω  â ïîâåðõíîñòíîå 

äâèæåíèå, à âåëè÷èíà 2a  – âêëàä âîëíû ñ ÷àñòîòîé 2ω  â âîëíîâîå äâèæå-
íèå íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà æèäêèõ ñðåä.  

Íà ðèñ. 2à ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü 1a  îò òîëùèíû íèæíåãî ñëîÿ 

ïðè âîëíîâûõ ÷èñëàõ 0.01, 1, 2, 3k =  â ñëó÷àå, êîãäà 2 1h = , 0 0T T= = , 

0.6ρ = . Ïðè óâåëè÷åíèè òîëùèíû íèæíåãî ñëîÿ äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàí-

íîãî çíà÷åíèÿ k  ñóùåñòâóåò ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå, ê êîòîðîìó ñòðåìèòñÿ âå-
ëè÷èíà 1a , õàðàêòåðèçóþùàÿ îòíîøåíèå àìïëèòóäû îòêëîíåíèÿ ñâîáîäíîé 
ïîâåðõíîñòè ê àìïëèòóäå îòêëîíåíèÿ ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà âîëíû ñ ÷àñòî-
òîé 1ω . Àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî îòêëîíåíèÿ ñ ÷àñòîòîé 1ω  íà ïîâåðõíîñòè êîí-
òàêòà áîëüøå, ÷åì îòêëîíåíèÿ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, è ýòî õàðàêòåðíî 
äëÿ âíóòðåííèõ âîëí. 
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Рис. 2 
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Íà ðèñ. 2á ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü 2a  îò òîëùèíû íèæíåãî ñëîÿ ïðè 

âîëíîâûõ ÷èñëàõ 0.01, 1, 2, 3k =  â ñëó÷àå, êîãäà 2 1h = , 0 0T T= = , 0.6ρ = . 

Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ k  ñóùåñòâóåò ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå, 
ê êîòîðîìó ñòðåìèòñÿ âåëè÷èíà 2a , õàðàêòåðèçóþùàÿ îòíîøåíèå àìïëèòó-
äû îòêëîíåíèÿ ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ê àìïëèòóäå îòêëîíåíèÿ ñâîáîäíîé 
ïîâåðõíîñòè äëÿ âîëíû ñ ÷àñòîòîé 2ω , ïðè óâåëè÷åíèè òîëùèíû íèæíåãî 

ñëîÿ, ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ 2 1a < . Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé âîëíîâûõ ÷èñåë ãðà-
íè÷íîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, òî åñòü äëÿ äëèííûõ 
âîëí àìïëèòóäû îòêëîíåíèé îáåèõ ïîâåðõíîñòåé ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè. Íå-
ðàâåíñòâî 2 1a <  ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî îòêëîíåíèå ñ ÷àñòîòîé 2ω  íà 
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè áîëüøåå, ÷åì îòêëîíåíèå íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà, 
è ýòî õàðàêòåðíî äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí. 

Èçìåíåíèå îòíîøåíèÿ ρ  ïëîòíîñòåé ñèëüíî âëèÿåò íà 1a  äëÿ âîëí ñ 

÷àñòîòîé 1ω . Ïðèáëèæåíèå ýòîãî îòíîøåíèÿ ïëîòíîñòåé ê åäèíèöå óìåíü-

øàåò âåëè÷èíó 1a , êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3, ãäå ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè 

1a  îò òîëùèíû íèæíåãî ñëîÿ â ñëó÷àå 2 1h = , 0 0T T= =  ïðè çíà÷åíèÿõ 

âîëíîâîãî ÷èñëà 0.01, 1, 2, 3k =  äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ ïëîò-

íîñòåé: 0.7ρ =  (ðèñ. 3à), 0.8ρ =  (ðèñ. 3á), 0.9ρ =  (ðèñ. 3â). Òàêàÿ çàâèñè-
ìîñòü õàðàêòåðíà äëÿ âíóòðåííèõ âîëí, âûçâàííûõ ïåðåïàäîì ïëîòíîñòåé â 
æèäêîé ñðåäå. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âîëí ñ ÷àñòîòîé 2ω  âåëè÷èíà 2a  ïðàê-
òè÷åñêè íå çàâèñèò îò èçìåíåíèÿ îòíîøåíèÿ ïëîòíîñòåé è åå çàâèñèìîñòü 
îò òîëùèíû íèæíåãî ñëîÿ îñòàåòñÿ áëèçêîé ê èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 2á. 
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Рис. 3 

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ÷àñòîòû âîëí óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì 1ω <  

2< ω , òî åñòü âíóòðåííÿÿ âîëíà ñ ÷àñòîòîé 1ω  ìåäëåííåå ïîâåðõíîñòíîé ñ 

÷àñòîòîé 2ω . Ýòî çíà÷èò, ÷òî èõ ñóììà áóäåò èçìåíÿòüñÿ âî âðåìåíè, è ýòî 
áóäåò ïðîÿâëÿòüñÿ â èçìåíåíèè àìïëèòóä ñóììàðíûõ âîëí íà ñâîáîäíîé 
ïîâåðõíîñòè è íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà, òî åñòü áóäåò íàáëþäàòüñÿ ïåðå-
êà÷êà ýíåðãèè îò ïîâåðõíîñòíîé âîëíû ê âíóòðåííåé è íàîáîðîò. Èç ôîð-
ìóë (17) è (20) ñëåäóåò, ÷òî îòêëîíåíèå ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà â ïåðâîì 
ïðèáëèæåíèè ñîñòîèò èç ñóììû äâóõ ãàðìîíèê: 

 1 2 2cos ( ) cos ( )A kx t Ba kx tη = − ω + − ω , 

àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ îòêëîíåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè 

 0 1 1 2cos ( ) cos ( )Aa kx t B kx tη = − ω + − ω , 

ãäå A  è B  – ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, êîòîðûå îïðåäåëÿþò àìïëèòóäû 
ãàðìîíèê ñ ÷àñòîòàìè 1ω  è 2ω . 
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Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû êàðòèíû âîëíîâîãî äâèæåíèÿ íà ñâîáîäíîé ïî-
âåðõíîñòè 0 ( , )x tη  è ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ( , )x tη  â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè 

äëÿ òàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ: 0.2A = , 0.09B = , 1k = , 0.7ρ = , 1 3h = , 

2 1h =  â ìîìåíòû âðåìåíè 0t =  (ðèñ. 4à) è 6t =  (ðèñ. 4á). Âèäíî, ÷òî â ìî-

ìåíò 0t =  àìïëèòóäà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ìåíüøå, ÷åì 0.09B = , ïðè 
ýòîì àìïëèòóäà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà áîëüøå, ÷åì 0.09B = . Â ìîìåíò âðå-
ìåíè 6t =  íàáëþäàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíàÿ êàðòèíà. 
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Рис. 4 

Îòìåòèì, ÷òî â ïîñòàíîâêå çàäà÷è áûëè ââåäåíû áåçðàçìåðíûå âåëè-
÷èíû (1) äëÿ îòêëîíåíèé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè è ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà 
äâóõ æèäêèõ ñëîåâ ïðè ïîìîùè îäíîãî è òîãî æå ñàìîãî ÷èñëà a . Èçâåñòíî, 
÷òî â íàòóðíûõ óñëîâèÿõ àìïëèòóäû âíóòðåííèõ è ïîâåðõíîñòíûõ âîëí ñó-
ùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ, ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî áûëî áû ââåñòè äâå ïîñòîÿí-
íûå îáåçðàçìåðèâàíèÿ îòäåëüíî äëÿ âíóòðåííèõ è äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí. 
Íåñìîòðÿ íà ýòî, êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà ñîîòíîøåíèÿ âíóòðåííèõ è ïîâåðõ-
íîñòíûõ âîëí áóäåò îñòàâàòüñÿ òàêîé, êàê óêàçàíî âûøå. Ñëåäîâàòåëüíî, â 
ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî î êà÷åñòâåííîì àíàëèçå âçàèìîäåéñò-
âèÿ âíóòðåííèõ è ïîâåðõíîñòíûõ âîëí. 

Âûâîäû. Ïðåäñòàâëåíû ïåðâûå òðè ëèíåéíûå ïðèáëèæåíèÿ íîâîé íå-
ëèíåéíîé çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíîâûõ ïàêåòîâ â äâóõñëîéíîé æèä-
êîñòè, êîòîðàÿ ñíèçó îãðàíè÷åíà òâåðäûì äíîì, à ñâåðõó – ñâîáîäíîé ïî-
âåðõíîñòüþ. Â ðåçóëüòàòå àíàëèçà ïåðâîé ëèíåéíîé çàäà÷è ïîëó÷åíû âûðà-
æåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ ñêîðîñòåé â âåðõíåì è íèæíåì ñëîÿõ, âûðàæåíèÿ 
äëÿ îòêëîíåíèé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè è ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà æèäêèõ 
ñðåä, à òàêæå äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå, êîòîðîå èìååò äâå ïàðû êîðíåé. 
Àíàëèç êîðíåé äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ è îòíîøåíèé îòêëîíåíèÿ ñâîáîä-
íîé ïîâåðõíîñòè è ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ïîêàçàë, ÷òî ñóùåñòâóåò âíóòðåí-
íÿÿ è ïîâåðõíîñòíàÿ ñîñòàâëÿþùèå âîëíîâîãî ïîëÿ â ñèñòåìå «ñëîé – ñëîé 
ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ», êîòîðûå âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé. 
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НЕЛІНІЙНА ВЗАЄМОДІЯ ВНУТРІШНІХ І ПОВЕРХНЕВИХ ГРАВІТАЦІЙНИХ ХВИЛЬ 
У ДВОШАРОВІЙ РІДИНІ З ВІЛЬНОЮ ПОВЕРХНЕЮ 
 
Ðîçãëÿíóòî íîâó íåë³í³éíó ìîäåëü ïîøèðåííÿ õâèëüîâèõ ïàêåò³â ó ñèñòåì³ «ð³ä-
êèé øàð ç òâåðäèì äíîì – ð³äêèé øàð ç â³ëüíîþ ïîâåðõíåþ». Ìåòîäîì áàãàòî-
ìàñøòàáíèõ ðîçêëàä³â îòðèìàíî òðè ïåðø³ ë³í³éí³ íàáëèæåííÿ íåë³í³éíî¿ çàäà-
÷³. Ïîáóäîâàíî ³ äåòàëüíî àíàë³çóþòüñÿ ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ. Ïî-
êàçàíî, ùî ³ñíóº âíóòð³øíÿ ³ ïîâåðõíåâà ñêëàäîâ³ õâèëüîâîãî ïîëÿ òà ïðîàíàë³-
çîâàíî ¿õ âçàºìîä³þ.  
 
NONLINEAR INTERACTION OF INTERNAL AND SURFACE GRAVITY WAVES 
IN TWO-LAYER FLUID WITH FREE SURFACE 
 
A new nonlinear model of wave-packet propagation in the system «fluid layer with a 
solid bottom – fluid layer with a free surface» is considered. The first three linear ap-
proximations of the nonlinear problem are obtained by the method of multiply scale 
expansions. Solutions of the first problem are presented and analyzed in detail. It is 
shown that the internal and surface components of wave field exist and their 
interaction is analyzed. 
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