
ISSN 0130–9420. Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. 2009. – 52, ¹ 1. – Ñ. 43-47. 43 

ÓÄÊ 517.983.54 
 
А. В. Голушков 
 
ЗАДАЧА НИКОЛЕТТИ ДЛЯ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ ДРОБНОГО ПОРЯДКА 
 

Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ 
çàäà÷è Íèêîëåòòè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïî-
ðÿäêà.  

 
Çàäà÷à Íèêîëåòòè (îáîáùåííàÿ çàäà÷à Êîøè) äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé 1( ) , ( ), , ( )i i ny x f x y x y x′ = ( ) , ( )i i iy x b= , 1, ,i n=  , 

èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ À. Á. Íàéøóëÿ, Ë. Í. Åøóêîâà, Â. Ñ. Áëèí÷åâñêîãî è 
äðóãèõ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Íèêîëåòòè äëÿ ñèñòå-
ìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ 
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. 

1. Ïóñòü ,J a b= [ ] , (0,1)α ∈ , ( )zΓ  – ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Äëÿ ( )f x ∈ 

( )L J∈  âûðàæåíèÿ 

 
1 1

( ) ( )1 1( ) ,            ( )
( ) ( )( ) ( )

x b

a b
a x

f t dt f t dt
I f x I f x

x t t x
α α

+ −−α −α= = −
Γ α Γ α− −∫ ∫ ,  

ÿâëÿþòñÿ [3, ñ. 42] ñîîòâåòñòâåííî ëåâîñòîðîííèì è ïðàâîñòîðîííèì èíòåã-
ðàëàìè Ðèìàíà – Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α , à 

 
( ) ( )1 1( ) ,    ( )

(1 ) (1 )( ) ( )

x b

a b
a x

f t dt f t dtd dD f x D f x
dx dxx t t x

α α
+ −α α= = −

Γ − α Γ − α− −∫ ∫ ,  

ÿâëÿþòñÿ [3, ñ. 43] ñîîòâåòñòâåííî ëåâîñòîðîííåé è ïðàâîñòîðîííåé ïðîèç-
âîäíûìè Ðèìàíà – Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α . 

Äëÿ ,c a b∈ [ ]  ïîëàãàåì 

 1
1

( )sgn ( ) ( )
( ) ,      ( ) sgn ( )

( )

x

c c
c

df xx c f t dt
I f x D f x x c

dxx t
α α −α

−α
−

= = −
Γ α −∫ , 

 1
1 ( ) ( )cf x I f x−α

−α = . 

Èíòåãðàë ( )cI f xα  ïðè x c>  ñîâïàäàåò [2, ñ. 13] ñ ( )cI f xα
+ , à ïðè x c<  – ñ 

( )cI f xα
− , à òàêæå ïðîèçâîäíàÿ ( )cD f xα  ïðè x c>  ñîâïàäàåò ñ ( )cD f xα

+ , à ïðè 

x c<  ñîâïàäàåò ñ ( )cD f xα
− . 

Ñîãëàñíî ïîëóãðóïïîâîìó ñâîéñòâó äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ [3, ñ. 42] 

ïîëó÷èì, ÷òî ( ) ( ) ( )c c c c cI I f x I I f x I f xγ β β γ γ +β= = , 0,  0γ > β > . Â ÷àñòíîñòè, åñëè 

1 ( ) sgn ( ) ( )
x

c
c

I f x x c f t dt= − ∫ ,  

òî 
1 1( ) ( )c c cI I f x I f x−α α = . 

Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. 
Ëåììà. Ïóñòü ( ) :f x J →   – èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ è ( )f x M≤  ïî÷òè 

âñþäó íà J. Òîãäà  

( ) ( ) ( ),       (0,1)cx I f x C Jγβ = ∈ γ ∈ . 

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.  Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì, ÷òî ( ) [ , )x C a cβ ∈ (  

( , ]c b ) . Ïóñòü 1 2c x x b< < < . Òîãäà 



44 

 2 1( ) ( )x xβ − β =  

 
1 2

1

1 1 1
2 1 2

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

x x

c x

x t x t f t dt x t f t dtγ − γ − γ −= − − − + − ≤
Γ γ ∫ ∫( )  

 
1 2

1

1 1 1
1 2 2( ) ( ) ( )

( )

x x

c x

M x t x t dt x t dtγ − γ − γ − 
≤ − − − + − = Γ γ  

∫ ∫( )  

 2 1 2 12( ) ( ) ( )
( 1)
M x x x c x cγ γ γ= − − − − −

Γ γ +
( )[ ] . (1) 

Òàê êàê [1, ñ. 21] 1 2 1 2
λλ λσ − σ ≤ σ − σ  äëÿ 0 1≤ λ ≤ , 1 20,  0σ > σ > , òî 

èç (1) ñëåäóåò, ÷òî 

 2 1
2 1

2 ( )
( ) ( )

( 1)
M x x

x x
γ−

β − β ≤
Γ γ +

. 

Òàêóþ æå îöåíêó ïîëó÷àåì, êîãäà 1 2a x x c≤ < < . Ñëåäîâàòåëüíî, ( )xβ ∈  

, ) ( ,C a c c b∈ ( )[ ] . Ó÷òåì, ÷òî ( )
( 1)

M x c
x

α−
β ≤

Γ α +
 äëÿ , ) ( ,x a c c b∈ [ ] . Òîãäà 

lim ( ) 0xβ =  ïðè x c→ . Ïîëàãàÿ ( ) 0cβ = , ïîëó÷èì, ÷òî ( ) ( )x C Jβ ∈ . ◊ 
Ïóñòü ( ) ( ) ( )q x f x f c= − . Ðåãóëÿðèçîâàííîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ( )f x  

ñ íà÷àëîì â òî÷êå c  íàçûâàåì [6, 7] ôóíêöèþ ( ) ( )c cD f x D q xα α= . 

2. Ïóñòü ix J∈  (çäåñü è äàëåå 1, ,i n=  ). Ðàññìîòðèì ñèñòåìó 

 1( ) , ( ) , ( ), , ( )
ix i i i nD y x F x y x F x y x y xα = ≡ [ ] [ ] , (2) 

ðåøåíèå êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 

 ( )i i iy x = γ , (3) 

ãäå ( ) ( )
i ix i x iD y x D q xα α= , ( ) ( )i i iq x y x= − γ . 

Çàäà÷à Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ñîäåðæàò 
ðåãóëÿðèçîâàííóþ ïðîèçâîäíóþ äðîáíîãî ïîðÿäêà, ðàññìàòðèâàëàñü â [6, 7] 
è äðóãèõ. Ïóñòü â îáëàñòè S J G= × , 1( , , ) :n i iG y y y r= − γ ≤{ } , ôóíê-

öèè 1( , , , )i nF x y y  óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì: 

(à) èçìåðèìû ïî x  ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì 1( , , )ny y y=  ; 

(á) íåïðåðûâíû ïî y  ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ; 

(â) 1( , , , )i nF x y y M≤ . 

Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (2), (3) ïîíèìàåì òàêóþ âåêòîð-ôóíêöèþ ( )y x =  

1( ), , ( )ny x y x= ( ) , ÷òî ( ) ( )iy x C J∈ , 1
,1 ( ) ( ) ( )

ii x iy x I y x AC J−α
−α = ∈ , óäîâëåòâî-

ðÿþò óñëîâèÿì (3) è ñèñòåìå (2) äëÿ ïî÷òè âñåõ x J∈ . 

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèè 1( , , , )i nF x y y  óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 

(à), (á), (â). Äëÿ òîãî ÷òîáû âåêòîð-ôóíêöèÿ ( )y x  áûëà ðåøåíèåì çàäà÷è 

(2), (3), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âåêòîð-ôóíêöèÿ ( )y x  áûëà ðå-
øåíèåì ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé 

 
1

sgn ( ) , ( )
( )

( )
i

x
i i

i i
x

x x F t y t dt
y x

x t −α

−
= γ +

Γ α −∫
[ ]

. (4) 

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.  Ïóñòü ( )y x  – ðåøåíèå çàäà÷è (2), (3). Òîãäà 

( ) ( )iy x C J∈ , ,1 ( ) ( )iy x AC J−α ∈ , à 
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1

,1 ,1( ) ( )
(2 )

i i
i i

x x
q x y x

−α

−α −α
γ −

= −
Γ − α

. (5) 

Òàê êàê 1 (1 ) sgn ( )

i

x

i i i
x

x x x x t x dt−α −α− = − α ⋅ − −∫  – àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî ,1 ( ) ( )iq x AC J−α ∈  è, êàê ñëåäóåò èç (5), ,1 ( ) 0i iq x−α =  

ïîñêîëüêó ñîãëàñíî ëåììå ,1 ( ) 0i iy x−α = . 

Ïî îïðåäåëåíèþ ðåãóëÿðèçîâàííîé ïðîèçâîäíîé 

,1 ( )
( ) sgn ( )

i

i
x i i

dq x
D y x x x

dx
−αα = − .  

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ,1 ( ) 0i iq x−α = , ïîëó÷èì âûðàæåíèå 

 ,11 2
,1

( )
( ) sgn ( ) ( )

i i

i

x
i

x x i i i
x

dq t
I D y x x x dt q x

dt
−αα

−α= − =∫ , 

êîòîðîå ïðåäñòàâèì â âèäå 

 1 ( ) ( ) 0
i i ix x x i iI I D y x q x−α α α − =( ) . (6) 

Ïðèìåíÿÿ ê ïðåäñòàâëåíèþ (6) ïîñëåäîâàòåëüíî îïåðàöèè 
ixI

α  è d
dx

, 

ïîëó÷èì 

 1 ( ) ( ) 0
i i ix x x i iI I D y x q xα α − =( ) , 

 ( ) ( )
i ix x i iI D y x q xα α =  äëÿ ïî÷òè âñåõ x J∈ . (7) 

Òàê êàê ( )iy x  – ðåøåíèå çàäà÷è (2), (3), òî (7) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 

 , ( ) ( )
ix i iI F x y x q xα =[ ]  äëÿ ïî÷òè âñåõ x J∈ . (8) 

Â ñèëó óñëîâèé (à), (á), (â) , ( ) ( )iF x y x L J∈[ ]  è , ( )iF x y x M≤[ ] . Òîãäà ñîãëàñ-

íî ëåììå ( ) , ( ) ( )
ii x ix I F x y x C Jαβ = ∈[ ] . Ïîýòîìó (8) èìååò ìåñòî äëÿ x J∈ . 

Ñòàëî áûòü, ( )y x  – ðåøåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (4). 

Ïóñòü òåïåðü ( ) ( )iy x C J∈  – ðåøåíèå ñèñòåìû (4). Òàê êàê ïî ëåììå 

( ) 0i ixβ = , òî ( )iy x  óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (3). Ñîãëàñíî (4)  

( ) ( ) , ( )
ii i i x iq x y x I F x y xα= − γ = [ ] . 

Òîãäà 
1 1

,1 ( ) , ( ) , ( ) ( )
i i ii x x i x iq x I I F x y x I F x y x AC J−α α

−α = = ∈[ ] [ ] . 

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïî÷òè âñåõ x J∈  

 ,1 2( )
( ) sgn ( ) sgn ( ) , ( )

i

i

x
i

x i i i i
x

dq x dD y x x x x x F t y t dt
dx dx

−αα = − = − =∫ [ ]  

 , ( )iF x y x= [ ] . 

Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. ◊ 

Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèè 1( , , , )i nF x y y  óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (à), 

(á), (â) è  

 
2 ( )

( 1)
M b a

r
α− ≤

Γ α +
, (9) 

òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (2), (3) íå ïóñòî. 
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.  Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ( )nC J  íåïðåðûâ-

íûõ íà J  âåêòîð-ôóíêöèé ( )y x  ñ íîðìîé ( ) maxmax ( )i
i J

y x y x= . Â ýòîì 

ïðîñòðàíñòâå âûäåëèì ìíîæåñòâî Y  âåêòîð-ôóíêöèé ( )y x , êîòîðûå óäîâ-

ëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ( )i i iy x = γ , ,1 ( ) ( )iy x AC J−α ∈  è  

 2 1 2 1
2( ) ( )

( 1)i i
My x y x x x α− ≤ −

Γ α +
, (10) 

äëÿ ëþáûõ 1 2,x x J∈ . Î÷åâèäíî, ÷òî Y  – çàìêíóòîå è âûïóêëîå ìíîæåñòâî. 

Èç (10) ïðè 1 ix x= , 2 ix x x= ≠  âûòåêàåò, ÷òî  

 1
2 ( )

( ) ,           ( , , )
( 1) n

M b a
y x

α−− γ ≤ γ = γ γ
Γ α +

 . (11) 

Â ñèëó îöåíîê (10), (11) ìíîæåñòâî Y  ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí-
íûì è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì. Ñîãëàñíî òåîðåìå Àðöåëà ìíîæåñòâî 

Y  ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà ( )nC J .  
Íà ìíîæåñòâå Y  îïðåäåëèì îïåðàòîð T , êîòîðûé êàæäîé âåêòîð-ôóíê-

öèè ( )y x Y∈  ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð-ôóíêöèþ 1( ) ( ), , ( )nu x u x u x= ( )  

òàêóþ, ÷òî 
1

sgn ( ) , ( )
( )

( )
i

x
i i

i i
x

x x F t y t dt
u x

x t −α

−
= γ +

Γ α −∫
[ ]

. Î÷åâèäíî, ÷òî ( )i i iu x = γ . 

Ïðîâåðèì, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ ( )u x  óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (10).  

Ïóñòü 1 2,  x x J∈ , 1 2ix x x< < . Òîãäà 

 2 1( ) ( )i iu x u x− =  

 
2

1

1 1
2 1

1 ( ) , ( ) ( ) , ( )
( )

i

i

x x

i i
x x

x t F t y x dt t x F t y x dtα − α −= − − − ≤
Γ α ∫ ∫[ ] [ ]  

 
2

1

1 1
2 1( ) ( )

( )

i

i

x x

x x

M x t dt t x dtα − α −≤ − + − =
Γ α ∫ ∫  

 2 1( ) ( )
( 1) i i
M x x x xα α= − + − ≤

Γ α +
( )  

 
1

2 1 2 12 ( ) 2 ( )
( 1) ( 1)

M x x M x x−α α α− −
≤ ≤

Γ α + Γ α +
. 

(Ñîãëàñíî [1, ñ. 21] äëÿ 0 1≤ λ ≤ , 1 0σ > , 2 0σ >  èìååò ìåñòî îöåíêà 1 2
λ λσ + σ ≤  

1
1 22 ( )−λ λ≤ σ + σ .) Òàêóþ æå îöåíêó ïîëó÷àåì è â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ðàñïîëî-

æåíèÿ òî÷åê 1 2,  x x  îòíîñèòåëüíî ix . Êðîìå òîãî,  

 
1

1 1
,1 ( ) ( ) , ( )

(2 )i i

i i
i x i x i

x x
u x I u x I F x y x

−α
−α

−α
γ −

= = +
Γ − α

[ ] .  

Ñëåäîâàòåëüíî, ,1 ( ) ( )iu x AC J−α ∈ . Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð T  ïåðåâîäèò 

ìíîæåñòâî Y  â åãî ÷àñòü. Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð T  íåïðåðûâåí. Ðàññìîò-

ðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )
( )
k
xy Y⊂{ } , ( ) ( ) ( )

1( ) ( ), , ( )k k k
ny x y x y x= ( ) , ïðè÷åì 

( ) ( ) ( ) 0ky x y x− →  ïðè k → ∞  è ( ) ( )ny x C J∈ . 

Äîêàæåì, ÷òî ( ) ( ) ( )kTy x Ty x→ , k → ∞ . Â ñèëó óñëîâèÿ (á) äëÿ êàæäî-

ãî x J∈  ïðè k → ∞  ( ), ( ) , ( )k
i iF x y x F x y x→[ ] [ ] . Ïî òåîðåìå Ëåáåãà [4, ñ. 354] 
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 1 1( )lim , ( ) , ( )

i i

x x
k

i i
k

x x

x t F t y x dt x t F t y x dtα − α −

→∞
− = −∫ ∫[ ] [ ] . 

Òàêèì îáðàçîì, íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T  ïåðåâîäèò âûïóêëîå, çàìê-
íóòîå è êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî Y  â åãî ÷àñòü. Ïî òåîðåìå Øàóäåðà [5] îïå-
ðàòîð T  èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó ( ) ( )y x Ty x= , ( )y x Y∈ , êîòîðàÿ ÿâëÿ-

åòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2), (3). ◊ 
Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2 è ôóíêöèè :iF S →  

→   óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà 

 1 1
1

( , , , ) ( , , , )
n

i n i n j j
j

F x y y F x z z K y z
=

− ≤ −∑  , 

à òàêæå  

 
1

max 1
( 1)

n

j
J j

K x x α

=

ρ = ⋅ − <
Γ α + ∑ . (12) 

Òîãäà çàäà÷à (2), (3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. 
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.  Ïóñòü ( )iu x  è ( )iy x , 1, ,i n=  , – äâà ðå-

øåíèÿ çàäà÷è (2), (3) è ïóñòü 
1

max ( ) ( )
n

j j
J j

u x y x
=

δ = −∑ . Òîãäà 

 1

1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( 1)

i

x n
i

i i j j
jx

K x xKu x y x x t u t y t dt
α

α−

=

δ −
− ≤ − ⋅ − ≤

Γ α Γ α +∑∫ , 

 
1 1

( ) ( )
( 1)

n n

i i i
i i

Ku x y x x x α

= =

δ− ≤ − ≤ ρ ⋅ δ
Γ α +∑ ∑ . 

Ñëåäîâàòåëüíî, δ ≤ ρ ⋅ δ . Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèå (12), ïîëó÷àåì, ÷òî 

0δ = , ò. å. ( ) ( )i iu x y x=  ïðè x J∈ . ◊ 
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ЗАДАЧА НІКОЛЕТТІ ДЛЯ СИСТЕМИ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ 
РІВНЯНЬ ДРОБОВОГО ПОРЯДКУ 
 
Îòðèìàí³ äîñòàòí³ óìîâè ³ñíóâàííÿ òà ºäíîñò³ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ Í³êîëåòò³ äëÿ 
ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðîáîâîãî ïîðÿäêó. 
 
NIKOLETTY TYPE PROBLEM FOR SYSTEM OF DIFFERENTIAL 
EQUATIONS OF FRACTIONAL ORDER 
 
Sufficient conditions of existence and uniqueness of solution of the Nikoletty type 
problem for a system of differential equations of the fractional order are obtained. 
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