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ЗАДАЧА З НЕЛОКАЛЬНИМИ УМОВАМИ ДЛЯ РІВНЯНЬ ІЗ ЧАСТИННИМИ 
ПОХІДНИМИ ЗІ СТАЛИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ 
 

Ó öèë³íäðè÷í³é îáëàñò³, ÿêà º äîáóòêîì â³äð³çêà íà òîð, äîñë³äæåíî êîðåêò-
í³ñòü çàäà÷³ ç íåëîêàëüíèìè óìîâàìè äëÿ áåçòèïíèõ ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííèìè 
ïîõ³äíèìè ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè. Äëÿ ìàéæå âñ³õ çíà÷åíü (ñòîñîâíî ì³-
ðè Ëåáå´à) äâîõ âèáðàíèõ ïàðàìåòð³â âñòàíîâëåíî óìîâè êîðåêòíîñò³ çàäà÷³. 

 
 1. Çàäà÷³ ç íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè äëÿ ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííè-
ìè ïîõ³äíèìè º, âçàãàë³ êàæó÷è, óìîâíî êîðåêòíèìè, à ¿õ ðîçâ’ÿçí³ñòü ÷àñòî 
ïîâ’ÿçàíà ç ïðîáëåìîþ ìàëèõ çíàìåííèê³â. Òàê³ çàäà÷³ äëÿ ã³ïåðáîë³÷íèõ, 
ïàðàáîë³÷íèõ ³ áåçòèïíèõ ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè âèâ÷àëèñÿ áà-
ãàòüìà àâòîðàìè (äèâ., íàïðèêëàä, [2–4, 6] òà á³áë³îãðàô³þ â íèõ). 
 Ó ö³é ñòàòò³, ÿêà º ðîçâèòêîì ðîáîòè [1], äîñë³äæåíî êîðåêòí³ñòü çàäà÷³ 
ç íåëîêàëüíèìè äâîòî÷êîâèìè óìîâàìè çà âèä³ëåíîþ çì³ííîþ t  òà óìîâàìè 
ïåð³îäè÷íîñò³ çà çì³ííèìè 1, , px x  äëÿ ë³í³éíèõ áåçòèïíèõ ð³âíÿíü ³ç ÷àñ-

òèííèìè ïîõ³äíèìè ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè ó öèë³íäðè÷í³é îáëàñò³, ùî º 
äîáóòêîì â³äð³çêà íà òîð. Âñòàíîâëåíî óìîâè ³ñíóâàííÿ ³ ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó 
çàäà÷³ äëÿ ìàéæå âñ³õ çíà÷åíü äâîõ âèáðàíèõ ïàðàìåòð³â ö³º¿ çàäà÷³ çà 
óìîâ íàëåæíîñò³ ïðàâèõ ÷àñòèí ð³âíÿííÿ ³ íåëîêàëüíèõ óìîâ äî ïðîñòîð³â 
ñê³í÷åííî ãëàäêèõ ôóíêö³é. Äîäàòêîâèõ óìîâ íà êîåô³ö³ºíòè ð³âíÿííÿ íå 
íàêëàäàºòüñÿ. Îõîïëåíî âèïàäîê êðàòíèõ êîðåí³â õàðàêòåðèñòè÷íèõ ð³â-
íÿíü, ÿê³ âèíèêàþòü ïðè ïîáóäîâ³ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³.  

2. Íàäàë³ âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: pΩ  – p -âèì³ðíèé òîð 
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 3. Â îáëàñò³ pQ  ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó 
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òàìè (deg ( )j jA N +ξ = ∈  ); 0( )q qB Bσ = + σ , 0( )q qC Cσ = − σ ; 0 0,q qB C ∈  , q =  

1, ,n=  , σ ∈  . Âèãëÿä îáëàñò³ pQ  íàêëàäàº óìîâè 2π -ïåð³îäè÷íîñò³ çà 

çì³ííèìè 1, , px x  íà ôóíêö³¿ ( , )u t x , ( , )f t x  òà ( )q xϕ , 1, ,q n=  . 

 Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), (2) øóêàºìî ó âèãëÿä³ ðÿäó 
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äå ( )kf t , qkϕ , pk ∈  , – êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º ôóíêö³é ( , )f t x  ³ ( )q xϕ . 

4. Êîðåí³ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ð³âíÿííÿ 
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Çàïðîâàäèìî òàê³ ïîçíà÷åííÿ (äèâ. [9]):  
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Âðîíñê³àí ö³º¿ ñèñòåìè â òî÷ö³ 0t =  äîð³âíþº îäèíèö³. 
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Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó ïîïàðíî ð³çíèõ çíà÷åíü 1, , nρ ρ  ôóíêö³¿ 

1( , , ; )r rF tρ ρ  ìîæíà îçíà÷èòè ÿê ðîçä³ëåí³ ð³çíèö³: 

 1 1 1 1( ; ) ( ; ) exp ( )F t v t tρ = ρ = ρ , 
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Ëåìà 1. Äëÿ ôóíêö³é 1( , , ; )j jF tρ ρ , 1, ,j n=  , ñïðàâäæóþòüñÿ òàê³ 
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äå a , b  – äîâ³ëüí³ ä³éñí³ ÷èñëà, 0,1, ,s n=  .  
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Äëÿ âèïàäêó 
0 01j j+ρ ≠ ρ  ð³âí³ñòü (6) äîâåäåíî. 
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 Ó âèïàäêó, êîëè 
0 01j j+ρ = ρ , ñïðàâäæóºòüñÿ ð³âí³ñòü 
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Äëÿ âèïàäêó 
0 01j j+ρ = ρ  ð³âí³ñòü (6) äîâåäåíî òåæ. 

Ïðîäèôåðåíö³þâàâøè s  ðàç³â ð³âí³ñòü (6) çà çì³ííîþ a , îòðèìóºìî (5), 
ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. ◊ 

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ 
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 Òåîðåìà 1. Äëÿ ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (1), (2) â ïðîñòîð³ 
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Ä î â å ä å í í ÿ  àíàëîã³÷íå äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.7.5 ³ç [6]. 

Íàäàë³ ââàæàòèìåìî, ùî óìîâà (8) ñïðàâäæóºòüñÿ. Òîä³ äëÿ êîæíîãî 
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ïåðåòèí³ q -ãî ðÿäêà òà j -ãî ñòîâïöÿ. 

Çá³æí³ñòü ðÿäó (9), âçàãàë³ êàæó÷è, ïîâ’ÿçàíà ³ç ïðîáëåìîþ ìàëèõ çíà-
ìåííèê³â, îñê³ëüêè âèðàç ( )k∆ , áóäó÷è äîäàòíèì, ìîæå íàáóâàòè ÿê çàâ-
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Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öÿ ôóíêö³ÿ çàäîâîëüíÿº âñ³ âëàñòèâîñò³ ôóíê-
ö³¿ ¥ð³íà (äèâ. [5]). 
 Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ 

2 2
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( 1)/23

1

( , )
( ) max 1, exp Re ( )

( )

s nn n sk
js

j

G t C
k k T

kt
 
 
 

− +

=

∂ τ
≤ λ λ

∆∂
∏ { ( )} , 

 0,1, ,s n=  . (11) 
Ä î â å ä å í í ÿ. Ââåäåìî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: 

 ( 1)

, 1 , 1
( ) (0)

n nq
qj q kjq j q j

B u −
= =

= = σB b , 

 ( 1)

, 1 , 1
( ) ( ) ( ) ( )

n nq
qj q kjq j q j

t t C u t−
= =

= = − σC c , 

 
, 1

[ ]
n

q kj q j
M u

=
=M , 

 

1 2
1 1 1

2
2 2

, 1

( ; ) ( ; ) ( ; )

0 ( , ) ( ; )( ) ( )

0 0 ( ; )

n

nn

qj q j

n
n

k t k t k t

k t k tt t

k t

=

Φ Φ Φ
Φ Φ= =

Φ

F f




   


, 

 ( )T= − τX B C  – ìàòðèöÿ ðîçì³ðó 2n n× ,  

 
( )
n=
τ

E
Y

F
 – ìàòðèöÿ ðîçì³ðó 2n n× . 

Âñåðåäèí³ òðèêóòíèêà 1K , ðîçêëàâøè âèçíà÷íèê (10) çà ïåðøèì ðÿä-
êîì, îòðèìóºìî 

 ( )

1

( , ) 1 ( ) det
( )

s n
sk

kj js
j

G t
u t

kt =

∂ τ
=

∆∂
∑ M , 

äå jM  – ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ³ç ìàòðèö³ M  øëÿõîì çàì³íè j -ãî ñòîâïöÿ 

ñòîâïöåì ( 1)
1

col ( ) ( )
nq

q kn qC u T−
=σ − τ( ) . Çàóâàæèìî, ùî êîæíó ç ìàòðèöü jM , 

1, ,j n=  , ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ äîáóòêó 

 j j= ×M X Y , 
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äå jY  – ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ³ç ìàòðèö³ Y  øëÿõîì çàì³íè j -ãî ñòîâïöÿ 

ñòîâïöåì 
2 1

col (0, ,0 ,1)
n−

  (âèñîòîþ 2n  åëåìåíò³â). 

Çã³äíî ç ôîðìóëîþ Á³íå – Êîø³ [7], 

 
1 2 1 2

1 2

, , , , , ,
1 2

det det det ( )
n n

n

j r r r j r r r
r r r n≤ < < < ≤

= ∑M X Y 


, 

äå 
1 2, , , nr r rX  – ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèö³ X  øëÿõîì âèêðåñëåííÿ ç íå¿ 

ñòîâïö³â ç íîìåðàìè 1 2, , , nr r r ; 
1 2. , ,( )

nj r r rY  – ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèö³ 

jY  øëÿõîì âèêðåñëåííÿ ç íå¿ ðÿäê³â ³ç íîìåðàìè 1 2, , , nr r r . 

 Íà ï³äñòàâ³ îö³íîê 

 
1

4 ( ) ,        , 1, ,
q

qj C k q j n 
 
 

−
≤ λ =b  , (12) 

 
1

5( ) ( ) exp Re ( )( ) ,      , 1, ,
q

qj jT C k k T q j n 
 
 

−
− τ ≤ λ λ − τ =c ( ) , (13) 

 
1

6( ) ( ) exp Re ( ) ,      , 1, ,
q

qj jC k k q j n 
 
 

−
τ ≤ λ λ τ =f ( ) , (14) 

îòðèìóºìî òàê³ îö³íêè: 

 
1 2

( 1)/2

, , , 7
1

det ( ) max 1, exp Re ( )( )
n

nn n

r r r j
j

C k k T 
 
 

−

=

≤ λ λ − τ∏X  { ( )} , 

 
1 2, , , 8

1, , ;

det ( ) max 1, exp Re ( )
nj r r r j

r n r j

C k
= ≠

≤ λ τ∏Y 


{ ( )} , 

çâ³äêè âèïëèâàº, ùî âñåðåäèí³ îáëàñò³ 1K  ñïðàâäæóþòüñÿ îö³íêè (11). 

 Âñåðåäèí³ îáëàñò³ 2K  íà ï³äñòàâ³ ð³âíîñò³ (5) îòðèìóºìî 

 
( , ) 1 det ( )

( )

s
k

s

G t
kt

∂ τ
= ×

∆∂
X Y , 

äå X  – ìàòðèöÿ ðîçì³ðó ( 1) 2n n+ × , îòðèìàíà ç ìàòðèö³ X  øëÿõîì äîïè-

ñóâàííÿ äî íå¿ çâåðõó ðÿäêà ( ) ( )
10, ,0 , ( ), , ( )s s

k kn

n

u t u t− τ − τ ( ) , à Y  – ìàòðèöÿ 

ðîçì³ðó 2 ( 1)n n× + , îòðèìàíà ç ìàòðèö³ Y  øëÿõîì äîïèñóâàííÿ äî íå¿ çë³-

âà ñòîâïöÿ 
2 1

col (0, ,0 ,1)
n−

 . Îòæå,  

 
1 2 1 1 2 1

1 2 1

, , , , , ,
1 2

( , ) 1 det det
( ) n n

n

s
k

r r r r r rs
r r r n

G t
kt − −

−≤ < < < ≤

∂ τ
=

∆∂
∑ X Y 


, 

äå 
1 2 1, , , nr r r −

X   – ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèö³ X  øëÿõîì âèêðåñëåííÿ ç íå¿ 

ñòîâïö³â ³ç íîìåðàìè 1 2 1, , , nr r r − ; 
1 2 1. , , nr r r −

Y   – ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðè-

ö³ Y  øëÿõîì âèêðåñëåííÿ ç íå¿ ðÿäê³â ³ç íîìåðàìè 1 2 1, , , nr r r − . 

 Íà ï³äñòàâ³ îö³íîê (7), (12)–(14) îòðèìóºìî 

 1 2 1

( 1)/2
, , , 9

1

det ( ) max 1, exp Re ( )( )n

nn n
r r r j

j

C k k T 
 −  

−

=

≤ λ λ − τ∏X  { ( )} , 

 1 2 1, , , 10
1

det max 1, exp Re ( )n

n

r r r j
r

C k−
=

≤ λ τ∏Y  { ( )} , 

çâ³äêè âèïëèâàº, ùî âñåðåäèí³ îáëàñò³ 2K  ñïðàâäæóþòüñÿ îö³íêè (11). Ëåìó 

äîâåäåíî. ◊ 
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 ²ç ëåìè 2 âèïëèâàº, ùî â êâàäðàò³ K  ñïðàâäæóþòüñÿ îö³íêè 

 
0

( , ) ( )
Ts

k ks
G t f d

t
∂ τ τ τ ≤
∂ ∫  

 
1/2

( 1)/2 211

1 0

( ) max 1, exp Re ( ) ( )
( )

Tnn n s

j k
j

C
k k T f d

k
 
 
 

− +

=

 ≤ λ λ τ τ ∆  
∏ ∫{ ( )} , 

 0,1, ,s n=  . (15) 

 Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíóºòüñÿ óìîâà (8) òà ³ñíóþòü äîäàòí³ ñòàë³ 

12C , 1γ  òàê³, ùî äëÿ âñ³õ (êð³ì ñê³í÷åííî¿ ê³ëüêîñò³) âåêòîð³â pk ∈   
ñïðàâäæóþòüñÿ íåð³âíîñò³ 

 
12

12
1

( ) 1 max 1, exp Re ( )
n

j
j

k C k k T
 
 
 
 

−γ

=

∆ ≥ + λ∏ { ( )} . (16) 

ßêùî 
0

( , ) ([0, ], ( ))p
zf t x C T H∈ Ω , 

0 0 (1 )( ) ( )p
q z qx H + γ −ϕ ∈ Ω , 1, ,q n=  , äå 

0 1 0 ( 1)/2z n n n= α + + γ + γ + , òî â ïðîñòîð³ ([0, ], ( ))n pC T Hα Ω  ³ñíóº ºäèíèé 

ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), (2), ÿêèé çîáðàæàºòüñÿ ðÿäîì (9) ³ íåïåðåðâíî çàëå-
æèòü â³ä ôóíêö³é ( , )f t x  òà ( )q xϕ , 1, ,q n=  . 

 Ä î â å ä å í í ÿ.  Çà óìîâ òåîðåìè äëÿ êîæíîãî pk ∈   íà ï³äñòàâ³ (7), 
(9) ³ (15) îòðèìóºìî îö³íêè 
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γ +γ − +  ∂ τ τ τ ≤ + τ τ ∂  ∫ ∫ , 

äå 0,1, ,s n=  . Íà ï³äñòàâ³ îñòàíí³õ äâîõ íåð³âíîñòåé îòðèìóºìî 
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02

17
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p
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∈

+ + τ τ =∑ ∫


 

 
(1 )0 0 0

2 2
16 17( ) ([0, ], ( ))

1
p n p

z q z

n

q H C T H
q

C C f
+γ − Ω Ω

=

= ϕ +∑ . 

Îòæå, íîðìà ôóíêö³¿ ( , )u t x  º ñê³í÷åííîþ ³ íåïåðåðâíî çàëåæèòü â³ä ( )q xϕ , 

1, ,q n=  , òà ( , )f t x . Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
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 6. Ç’ÿñóºìî, çà ÿêèõ óìîâ ñïðàâäæóþòüñÿ îö³íêè (16). Âèçíà÷íèê ( )k∆ ≡  

( ; , )k T≡ ∆ σ  ðîçãëÿíåìî ÿê ôóíêö³þ äâîõ ïàðàìåòð³â: T  òà σ . Ïðîäèôåðåí-

ö³þâàâøè n  ðàç³â çà çì³ííîþ σ  âèçíà÷íèê ( ; , )k T∆ σ , îòðèìàºìî 

 0 ( 1) 0 ( 1)

, 1

( ; , )
det ( ) (0) ( ) ( )

n n nq q
q kj q kjn n q j

k T
B u C u T− −

=

∂ ∆ σ ∂= + σ − − σ =
∂σ ∂σ
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nn q q
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=
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2 det (0) (0) ( ; )
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n q q j
kj kr r

r q j

u u k T− −

= =

= + Φ =∑  

 
1

2 det (0) ( ( )) 2 1 ( ; )
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n n j
n j

j

T k T
=

= × + = + Φ =∏W E F( ) ( )  

 
1

2 1 exp ( ( ) )
n

n
j

j

k T
=

= + λ∏( ) , (17) 

òóò ( 1)

, 1
( ) ( )

nq
kj q j

t u t−
=

=W . 

Íà ï³äñòàâ³ ð³âíîñò³ (17), âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 1.3.4 ³ç [6], îòðèìóºìî, 
ùî äëÿ ìàéæå âñ³õ (ñòîñîâíî ì³ðè Ëåáå´à â  ) çíà÷åíü σ  ñïðàâäæóþòüñÿ 
îö³íêè 

 
22

1

( ; , ) 1 1 exp ( ( ) )
n

j
q

k T k k T
 
 
 
 

−γ

=

∆ σ ≥ + + λ∏  (18) 

ïðè 2 npγ >  äëÿ âñ³õ (êð³ì ñê³í÷åííî¿ ê³ëüêîñò³) âåêòîð³â pk ∈  . 
 Íà ï³äñòàâ³ ëåìè 3 ³ç [1] îòðèìóºìî, ùî äëÿ äîâ³ëüíî¿ ïîñë³äîâíîñò³ 

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ( )k kλ , pk ∈  , äëÿ ìàéæå âñ³õ (ñòîñîâíî ì³ðè Ëåáå´à 

â  ) ÷èñåë 0T >  âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 

 
321 exp ( ( ) ) 1 max 1, exp (Re ( ) )k T k k T

 
 
 
 

−γ
+ λ ≥ + λ{ }  (19) 

äëÿ âñ³õ (êð³ì ñê³í÷åííî¿ ê³ëüêîñò³) âåêòîð³â pk ∈   ïðè 3 pγ > . 
 Ç îãëÿäó íà íåð³âíîñò³ (18), (19) îòðèìóºìî òàêå òâåðäæåííÿ. 

 Òåîðåìà 3. Äëÿ ìàéæå âñ³õ (ñòîñîâíî ì³ðè Ëåáå´à â 2 ) ïàð ( , )T σ , äå 

0T > , σ ∈  , íåð³âí³ñòü (16) ñïðàâäæóºòüñÿ ïðè 1 2npγ >  äëÿ âñ³õ (çà 

âèíÿòêîì ñê³í÷åííî¿ ê³ëüêîñò³) âåêòîð³â pk ∈  . 

 Ðåçóëüòàòè ðîáîòè ìîæíà ïîøèðèòè íà âèïàäîê ð³âíÿíü, íå ðîçâ’ÿçíèõ 
â³äíîñíî ñòàðøî¿ ïîõ³äíî¿ çà çì³ííîþ t , à òàêîæ íà âèïàäîê êðàéîâèõ óìîâ 
çàãàëüí³øîãî âèãëÿäó. 
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ЗАДАЧА С НЕЛОКАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ 
ПРОИЗВОДНЫХ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
 
Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì îòðåçêà íà òîð, 
èññëåäîâàíà êîððåêòíîñòü çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ áåñòèïíûõ 
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ ïî÷òè 
âñåõ çíà÷åíèé (îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà) äâóõ âûáðàííûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è 
óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè çàäà÷è.  
 
PROBLEM WITH NONLOCAL CONDITIONS FOR PARTIAL DIFFERENTIAL 
EQUATIONS WITH CONSTANT COEFFICIENTS  
 
The correctness of a problem with nonlocal conditions for untyped partial differential 
equations with constant coefficients in a cylindrical domain, which is a product of time 
segment by torus, is studied. The correctness of the problem for almost all values 
(concerning to Lebesque’s measure) of two separated parameters of the problem is 
established. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 11.12.07 
 
 


